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LES  PRINCIPES  FONDAMENTAUX 

DE  LA  THÉORIE   DES  NOMRRES, 

Par  m.   POEVSOT. 


I. 

Je  me  propose  de  parcourir  et  de  démontrer  dans  cet  écrit  les  prin- 
cipales propositions  qui  servent  de  base  à  la  théorie  des  nombres. 
Quoique  les  géomètres  en  aient  déjà  donné  des  démonstrations  plus  ou 
moins  ingénieuses,  je  ne  crois  pas  inutile  d'en  présenter  encore  de 
nouvelles,  qui  me  paraissent  à  la  fois  plus  simples  et  plus  directes,  ou 
qui,  étant  tirées  d'un  nouvel  ordre  de  considérations,  sont  propres  à 
mettre  la  doctrine  dans  un  nouveau  jour  [*]. 


[*]  J'avais  jeté  sur  le  papier  ces  réflexions  et  ces  démonstrations  relatives  à  la  théorie 
(les  nombres,  dans  la  seule  intention  d'éclaircir,  pour  queLjues  personnes,  les  premiers 
principes  de  cette  importante  théorie.  On  m'a  persuade  qu'il  pouvait  être  utile  de  les 
publier;  mais  je  prie  le  lecteur  de  les  recevoir  avec  indulgence,  parce  que  je  les  donne 
ici  telles  qu'elles  se  sont  présentées  dans  le  cours  de  celte  espèce  de  conversation  mathé- 
matique. 

Toinc  X  —  Jasvier   i(i^5.  I 
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Ces  démonstrations  pourraient  entrer  facilement  dans  nos  ouvrages 
élémentaires,  et  par  là  contribuer,  bien  plus  qu'on  ne  l'imagine,  aux 
véritables  progrès  de  la  science.  Car  si  la  théorie  des  nombres  est  en- 
core peu  avancée,  malgré  les  efforts  des  plus  grands  géomètres,  ce  n'est 
point  uniquement  à  la  difficulté  propre  de  la  matière  qu'on  doit  attribuer 
la  lenteur  de  ces  progrès  :  elle  tient  peut-être  encore  plus  à  cette  espèce 
d'isolement  et  d'abandon  où  l'on  a  laissé  jusqu'ici  cette  première  partie 
de  nos  études  mathématiques.  Il  faut  observer  que  la  théorie  des 
nombres  est  tout  à  fait  négligée  dans  nos  Éléments  ,  et  que  l'esprit  ne 
s'y  exerçant  pas  d'assez  bonne  heure  ,  n'est  peut-être  plus  capable  de 
s'en  rendre  ensuite  les  principes  assez  familiers.  Les  Anciens  y  donnaient 
plus  de  soin  dans  leurs  ouvrages;  on  dirait  qu'ils  en  avaient  mieux 
senti  l'importance,  et  leurs  livres,  à  cet  égard,  ont  encore  de  l'avan- 
tage sur  les  nôtres.  Mais  depuis  longtemps  il  semble  que  les  auteurs 
aient  regardé  la  théorie  des  nombres  comme  une  spéculation  singulière, 
qui  ne  se  lie  à  rien  ni  dans  l'Analyse  ni  dans  la  Géométrie,  et  qui  n'offre 
ainsi  à  l'esprit  que  des  vérités  plus  curieuses  qu'utiles.  A  peine  en  trouve- 
t-on  quelques  traces  dans  les  Traités  ordinaires  d'Arithmétique  et  d'Al- 
gèbre. Et  cependant,  pour  peu  qu'on  y  veuille  réfléchir,  il  est  aisé  de 
voir  que  cette  arithmétique  transcendante  est  comme  le  principe  et 
la  source  de  l'algèbre  proprement  dite.  C'est  une  vérité  qu'on  pour- 
rait établir  par  le  raisonnement,  comme  je  le  montrerai  tout  à  l'heure, 
mais  qu'on  peut  aussi  prouver  en  quelque  sorte  par  l'expérience.  Car, 
observez  que  ce  peu  qu'on  ajoute  de  temps  à  autre  à  l'algèbre  vient 
du  peu  qu'on  découvre  par  intervalles  dans  la  science  des  propiiétés 
des  nombres.  On  en  a  surtout  un  bel  exemple  dans  cet  heureux  rap- 
prochement qui  a  fait  connaître  à  M.  Gauss  la  résolution  algébrique 
des  équations  binômes  de  tous  les  degrés,  et  la  nature  des  nombres 
premiers  par  lesquels  on  peut  diviser  régulièrement  le  cercle  au  moyen 
de  la  règle  et  du  compas.  C'est  un  pas  inattendu  et  bien  remarquable , 
que  la  théorie  des  nombres  a  fait  faire  à  la  fois  à  l'algèbre  et  à  la  géo- 
métrie. L'algèbre,  à  son  tour,  par  ses  signes,  et  la  géométrie  même, 
par  ses  figures,  peuvent  s'appliquer  aussi  heureusement  à  la  théorie 
des  nombres ,  y  faire  éclore  de  nouvelles  idées  et  de  nouveaux  théo- 
rèmes, indiquer  de  nouvelles  routes  dans  la  science,  et  nous  ap- 
prendre enfin  quelque  chose  sur  l'art  encore  inconnu  de  nous  y  con- 
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diiire.  C'est  ce  que  j'ai  tâché  de  montrer  d'une  manière  assez  frap- 
pante, dans  un  Mémoire  étendu  où  j'ai  donné  le  premier  essai  de  cette 
smgulière  application ,  et  où  l'on  a  vii  les  imaginaires  mêmes  servir  à 
la  représentation  analytique  de  certains  nombres  dont  la  loi  nous  était 
entièrement  inconnue  [*]. 

Ces  rapprochements  et  quelques  autres  semblables  montrent  assez 
la  liaison  de  l'algèbre  et  de  la  théorie  des  nombres;  mais,  comme  je 
l'ai  dit  plus  haut,  c'est  ce  qu'on  peut  voir  aussi,  indépendamment  de 
ces  exemples,  et  pour  ainsi  dire  à  priori,  en  s'élevant  à  l'idée  qu'on 
doit  se  faire  de  la  science  mathématique  considérée  de  la  manière  la 
plus  générale.  Cette  réflexion  mérite  d'être  développée. 


11. 


On  définit  ordinairement  les  mathématiques  la  science  des  grandeurs 
en  général,  ou  la  science  des  quantilés,  c'est-à-dire,  au  fond  ,  la  science 
des  rapports;  c'est  la  définitioji  la  plus  générale  qu'on  ait  donnée  jus- 
qu'ici du  mot  de  mathématiques.  xMais,  quoique  cette  définition  pa- 
raisse embrasser  la  science  tout  entière,  il  me  semble  qu'elle  n'en 
donne  encore  une  idée  ni  assez  profonde  ni  assez  étendue.  Les  mathé- 
matiques ne  sont  pas  seulement  la  science  des  rapports,  je  veux  dire 
que  l'esprit  n'y  a  pas  uniquement  en  vue  la  proportion  ou  la  mesure; 
il  peut  encore  considérer  le  nombre  en  lui-même ,  ï ordre  et  la  situation 
des  choses,  sans  aucune  idée  de  leurs  rapports,  ni  des  distances  plus 
ou  moins  grandes  qui  les  séparent.  Si  l'on  parcourt  les  différentes  par- 
ties des  mathématiques,  on  y  trouve  partout  ces  deux  objets  de  nos 
spéculations. 

Ainsi  l'Arithmétique  nous  offre  d'abord  l'arithmétique  ordinaue, 
qui  n'est  guère  autre  chose  que  l'art  de  la  numération,  et  qui  peut 
s'établir  d'une  mfinité  de  manières,  selon  l'échelle  ou  la  base  que  l'on 
veut  choisir.  Mais  les  nombres ,  considérés  en  eux-mêmes,  ont  des  pro- 
priétés qui  ne  dépendent  point  du  tout  de  la  manière  dont  on  les  repré- 
sente, ou  dont  on  opère  actuellement  sur  eux.  Ainsi  il  y  a  des  nombres 


[*]  Voyez  le  volume  XIV  et  dernier  de  la  Classe  des  Sciences  mathématiques  dr 
V Institut,  et  le  tome  IV  des  Mémoires  de  l'académie  des  Sciences. 
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qui  ne  peuvent  être  divisés  par  aucun  autre,  et  qu'on  nomme  pre- 
miers, ou  simples,  parce  que  tous  les  autres  s'en  composent  par  la  mul- 
tiplication; il  y  a  les  différentes  puissances  des  nombres,  qu'on  pro- 
duit en  les  multipliant  plusieurs  fois  par  eux-mêmes;  et  une  foule 
d'autres  formés  par  diverses  lois,  et  par  toutes  les  combinaisons  ré- 
gulières de  celles-là.  Or  tous  ces  nombres  et  leurs  propriétés  demeu- 
rent toujours  les  mêmes  dans  tous  les  systèmes  possibles  de  numéra- 
tion ;  et  de  là  résulte  un  certain  genre  de  spéculations  et  de  vérités 
mathématiques,  qui  constituent  cette  arithmétique  transcendante  qu'on 
nomme  aujoiu'd'hui  la  théorie  des  nombres. 

Si  vous  considérez  l'Algèbre,  vous  y  voyez  également  deux  parties 
tres-distinctes.  Et  d'abord,  l'algèbre  ordinaire,  qu'on  peut  très-bien 
nommer  V arithmétique  universelle.  Cette  algèbre,  en  effet,  n'est  autre 
chose  qu'une  arithmétique  généralisée,  c'est-à-dire  étendue  des  nom- 
bres particuliers  à  des  nombres  quelconques,  et,  par  conséquent,  des 
opérations  actuelles  qu'on  exécutait  à  des  opérations  qu'on  ne  fait  plus 
qu'indiquer  par  des  signes  ;  de  manière  que  ,  dans  cette  première  spé- 
culation de  l'esprit ,  on  songe  moins  à  obtenir  le  résultat  de  ces  opéra- 
tions successives  qu'à  en  tracer  le  tableau  ,  et  à  découvrir  ainsi  des  for- 
mules générales  pour  la  solution  de  tous  les  problèmes  du  même  genre. 

Mais  il  y  a  une  algèbre  supérieure,  qui  repose  tout  entière  sur  la  théo- 
rie de  l'ordre  et  des  combinaisons,  qui  s'occupe  de  la  nature  et  de  la 
composition  des  formules  considérées  en  elles-mêmes,  comme  de  purs 
svmboles,  et  sans  aucune  idée  de  valeur  ou  de  quantité.  C'est  à  cette 
partie  qu'on  doit  rapporter  la  théorie  profonde  des  équations,  celle 
des  expressions  imaginaires ,  et  tout  l'art  des  transformations  algébri- 
ques; et  c'est  même  cette  seule  partie  élevée  de  la  science  qui  mérite,  à 
proprement  parler,  le  nom  d'algèhre. 

Si  l'on  passe  maintenant  à  la  Géométrie,  qu'on  déânit  la  science  de 
V étendue  figurée,  on  y  voit  d'abord  la  géométrie  ordinaire ,  qui  étudie 
les  propriétés  des  figures  sous  le  seul  point  de  vue  des  rapports  de 
grandeur,  et  qui  n'a  ainsi  d'autre  objet  que  la  proportion  ou  la  mesure. 
Mais  on  distingue  ensuite  une  autre  géométrie,  qui  ne  regarde,  pour 
ainsi  dire ,  que  les  lieux  dans  l'espace,  c'est-à-dire  l'ordre  et  la  situa- 
tion des  choses ,  sans  aucune  considération  de  leur  grandeur  ou  de  leur 
figure.  C'est  une  science  encore  neuve,  que  Leibnitz  paraît  avoir  le 
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premier  entrevue,  et  qu'il  a  nommée  la  ^r'ninétrip  de  sitiialion.  11  eu 
avait  pris  l'idée  dans  la  considération  de  quelques  jeux  remarquables, 
dont  la  loi  ne  dépend  que  de  la  situation  des  différentes  pièces  qu  on  y 
emploie;  mais  elle  s'étend  à  beaucoup  d'autres  questions  importantes, 
et  c'est  à  cette  géométrie  que  j'ai  cru  devoir  rapporter  les  polygones  et 
les  poljèdres  étoiles,  et  plusieurs  problèmes  d'ordre  et  de  situation  que 
j'ai  proposés  et  résolus  pour  la  première  fois  dans  un  Mémoire  qui  a 
été  imprimé  dans  le  Recueil  de  l'Institut  et  dans  le  Journal  de  l'École 
Polytechnique. 

T.a  Mécanique  elle-même  nous  présenterait  également  deux  espèces 
(le  mécanique.  Et  d'abord  celle  qui  calcule  la  quantité  des  mouve- 
ments, les  forces,  les  vitesses;  ensuite  celle  qui  n'a  en  vue  que  la  dis- 
position des  corps,  leur  jeu  réciproque.  la  manière  dont  ils  croisent 
leurs  routes,  et  cela  sans  avoir  égard  ni  à  la  direction  de  ces  lignes,  ni 
au  temps  que  les  corps  mettent  à  les  décrire,  ni  aux  forces  qui  sont 
nécessaires  pour  les  mouvoir.  Telles  sont  plusieurs  machines  ou  mé- 
caniques ingénieuses ,  où  l'on  ne  considère  ni  la  force  ni  la  grandeur 
du  mouvement,  mais  uniquement  la  situation  et  le  mouvement  géo- 
métrique des  différentes  pièces  qui  les  composent.  Mais  il  est  clair  que 
cette  espèce  de  mécanique  serait  toute  fondée  sur  la  géométrie  de  situa- 
tion ,  et  se  confondrait,  pour  ainsi  dire,  avec  elle. 

Quoi  qu'il  en  soit,  vous  voyez  que  les  mathématiques  nous  offrent 
partout  ces  deux  objets  de  spéculation  :  d'un  côté,  la  grandeur  ou  la 
quantité,  c'est-à-dire  la  proportion  ou  la  mesure  des  grandeurs;  de 
l'autre,  le  nombre,  V ordre  et  la  situation  des  choses,  sans  aucune  idée 
de  mesure  ou  de  quantité.  De  sorte  que  les  mathématiques,  considérées 
de  la  manière  la  plus  générale,  pourraient  être  définies  la  science 
qui  a  pour  objet  le  nonihre,  Vordre  et  la  mesure. 

Je  mets  la  théorie  des  nombres  en  premier  lieu ,  parce  quelle  est 
nécessairement  la  première  qui  doive  s'offrir  dans  la  chaîne  naturelle 
de  nos  idées,  et  que  la  science  des  rapports  y  a  elle-même  ses  premiers 
principes.  Et,  en  effet,  il  n'est  guère  de  problème  mathématique,  quel- 
que simple  qu'il  soit,  qui  ne  présente  plusieurs  choses  à  considérer, 
et  qui  n'ait  ainsi  de  premières  difficultés  relatives  au  nombre  de  ces 
choses;  de  sorte  que  les  premiers  principes  de  la  solution  doivent  être 
nécessairement  puisés  dans  la  théorie  des  nombres. 
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Cependant  cette  spéculation ,  que  je  mets  la  première  dans  la  suite 
de  nos  idées,  paraît  ne  s'être  présentée  que  la  seconde  ;  et  même  on  a 
vu  les  diverses  branches  des  mathématiques  s'élever  à  une  assez  grande 
hauteur,  sans  rien  emprunter  à  la  théorie  des  nombres,  qui  est  restée, 
pour  ainsi  dire,  isolée,  et  comme  sans  usage  dans  l'analyse  et  la  géo- 
métrie. Mais  il  y  a  là-dessus  une  remarque  essentielle  à  faire. 

Il  faut  observer  que  la  plupart  des  questions  traitées  jusqu'ici  par  les 
géomètres  ont  exigé  ,  si  j'ose  le  dire,  encore  plus  d'adresse  et  de  saga- 
cité que  de  force  et  de  profondeur.  N'ayant  presque  jamais  en  vue  que 
la  quantilé,  ils  ont  pu  la  saisir,  et  même  la  suivre  jusque  dans  les  af- 
fections des  grandeurs  qui  varient  par  nuances  insensibles.  Dans  les 
premiers  problèmes  qui  nous  intéressent,  il  y  a  si  peu  d'éléments  à 
considérer,  que  les  difficultés  qui  tiennent  au  nombre  et  à  l'ordre  de 
ces  éléments  disparaissent  pour  ainsi  dire  d'elles-mêmes ,  et  ne  peuvent 
guère  retarder  la  solution  qu'on  se  propose  d'obtenir.  Mais  sitôt  qu'on 
a  voulu  résoudre  des  questions  un  peu  moins  simples,  ces  difficultés 
se  sont  fait  sentir,  et  nous  ont  paru  insurmontables.  Dans  ces  sortes  de 
recherches,  on  a  à  peine  effleuré  la  matière  ;  et  les  solutions  particu- 
lières, qu'on  avait  obtenues  dans  quelques  cas  simples,  n'étant  pas 
tirées  des  principes  généraux ,  nont  pu  donner  aucune  lumière  sur  les 
questions  du  même  genre.  C'est  ce  qu'on  peut  voir  et  rendre  sensible 
par  plusieurs  exemples,  et,  entre  autres,  par  cet  exemple  remar- 
quable que  j'ai  cité  plus  haut.  Ainsi  les  Anciens  ont  trouvé  qu'on  pou- 
vait construire,  par  la  règle  et  le  compas,  le  côté  du  triangle  équilatéral, 
et  même  le  côté  du  pentai^one  régulier,  inscrits  à  un  cercle  donné;  et, 
quoiqu'ils  aient  trouvé  dans  ces  deux  cas  des  constructions  exactes , 
ils  n'ont  rien  vu  au  delà,  et  ils  ont  même  cru  qu'on  ne  pouvait  aller  plus 
loin.  Ils  ont  pu  résoudre  le  problème  pour  ces  deux  nombres  premiers 
3  et  5,  parce  que  la  difficvdté  qui  vient  des  nombres  est  ici  presque 
nulle,  et  n'est  pas  même  aperçue.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour 
des  nombres  premiers  supérieurs,  et  ils  ont  été  arrêtés  tout  à  coup 
dans  leur  recherche,  parce  que  les  vrais  principes  de  la  solution,  qui 
ne  peuvent  être  pris  que  dans  la  théorie  des  nombres,  leur  ont  entière- 
ment échappé.  Et,  en  effet,  s'ils  avaient  eu  ces  principes,  ils  auraient 
vu  que  la  possibilité  de  diviser  géométriquement  le  cercle  en  3  ou 
5  parties  égales  tient  essentiellement  à  une  propriété  qui  est  commune 
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à  ces  deux  nombres  premiers,  et  qui  consiste  en  ce  que  chacun  d'eux, 
étant  diminué  de  l'unité,  fait  une  puissance  exacte  de  2;  et  de  là  ils 
auraient  conclu  que  la  solution  est  également  possible  pour  les  autres 
nombres  premiers,  tels  que  17,  267,  etc.,  qui  jouissent  aussi  de  la 
même  propriété;  mais  c'est  ce  que  leur  solution ,  trouvée  dans  le  cas 
de  3  et  5,  ne  leur  avait  pas  même  fait  soupçonner,  parce  que  ce  n'était, 
pour  ainsi  dire,  qu'une  solution  de  fait,  et  qui  ne  venait  pas  de  cette 
propriété  des  nombres,  qui  seule  la  fait  réussir. 

Il  résulte  donc  de  ces  réflexions  que  la  théorie  des  nombres,  qui, 
au  premier  coup  d'œil,  ne  paraît  qu'une  spéculation  singulière  en 
mathématiques,  s'y  présente  au  contraire  dune  manière  naturelle,  et 
qu'elle  forme  même  la  première  partie  essentielle  de  la  doctrine,  comme 
étant  celle  où  la  science  générale  des  rapports  a  elle  même  ses  pre- 
miers fondements.  C'est  par  cette  théorie  de  l'ordre  et  des  nombres 
qu'on  peut  connaître  la  nature  propre  de  l'algèbre,  et  rendre  raison 
de  cette  équivoque,  ou  multiplicité  de  sens ,  qu'elle  attache  à  ses  signes, 
et  qui  nous  présente  souvent  plusieurs  racines  ou  solutions  différentes 
dans  un  problème  où  notre  esprit  n'en  voit  qu'une  seule  :  propriété 
singidière  de  l'algèbre,  dont  on  ne  s'est  point  encore  bien  rendu 
compte,  et  que  je  vais  tâcher  d'approfondir  afin  de  jeter  un  nouveau 
jour  siu-  la  philosophie  de  la  science. 

III. 

Quand  on  applique  l'algèbre  à  la  solution  d'un  problème,  on  trouve 
souvent  une  équation  de  degré  supérieur,  qui  a  plusieurs  racines,  et 
qui  donne  ainsi,  outre  la  valeur  propre  à  résoudre  le  problème  tel  que 
l'esprit  le  considère,  d'autres  valeurs  auxquelles  on  n'avait  pas  songé, 
et  qu'il  paraît  quelquefois  impossible  d'interpréter  par  les  nombres  ou 
par  les  lignes  dont  il  s'agit  dans  la  question  proposée. 

D'Alembert  a  fait  là-dessus  des  réflexions  dans  plusieurs  de  ses  écrits, 
et  notanunent  dans  le  dictionnaire  de  l'Encyclopédie,  au  mot  Équation. 
Il  parcourt  quelques  questions  très-simples,  où  l'algèbre  donne  à  la 
fois  plusieurs  solutions  différentes,  quoique  le  problème  paraisse  n'en 
avoir  qu'une  seule  dans  le  sens  précis  de  son  énoncé  ;  et  il  tâche  d'ex- 
pliquer cette  multiplicité,   en  faisant  voir  que  l'équation  est  souvent 
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plus  générale  que  l'énoncé,  et  qu'elle  est  la  traduction  algébrique  de 
plusieurs  énoncés  différents  dont  l'algèbre  ne  peut  exprimer  la  diffé- 
rence. "  Quelques  algébristes,  dit-il ,  regardent  cette  généralité  comme 
»  ime  richesse  de  l'algèbre,  qui  répond,  non-seulement  a  ce  qu'on 
»  lui  demande,  mais  encore  à  ce  qu'on  ne  lui  demandait  pas  et  qu'on 

»   ne  songeait  pas  à  lui  demander Pour  moi,  ajoute  d'Alembert,  je 

»  ne  puis  m'erapècher  d'avouer  que  cette  richesse  prétendue  me  pa- 
»  raît  un  inconvénient.  Souvent  il  en  résulte  qu'une  équation  monte 
»  à  un  degré  beaucoup  plus  haut  qu'elle  ne  monterait,  si  elle  ne  ren- 
»  fermait  que  les  racines  propres  à  la  vraie  solution  de  la  question  telle 
»  qu'elle  est  proposée.  Il  est  vrai  que  cet  inconvénient  serait  moindre, 
»  et  serait  même,  en  un  sens,  une  véritable  richesse,  si  l'on  avait  une 
»  méthode  générale  pour  résoudre  les  équations  de  tous  les  degrés.  11 
»  ne  s'agirait  plus  que  de  démêler  parmi  les  racines  celles  dont  on 
»  aurait  vraiment  besoin  ;  mais  malheureusement  on  se  trouve  arrêté 
»  dès  le  quatrième  degré.  Il  serait  donc  à  souhaiter,  puisqu'on  ne  peut 
«  résoudre  toute  équation  ,  qu'on  put  au  moins  l'abaisser  au  degré  de 
»  la  question ,  c'est-à-dire  à  n'avoir  qu'autant  d'unités  dans  l'exposant 
»  de  son  degré,  que  la  question  a  de  solutions  vraies  et  directes;  mais 
»   la  nature  de  l'algèbre  ne  paraît  pas  le  permettre.    » 

Telles  sont  à  ce  sujet  les  réflexions  de  d'Alembert ,  philosophe  à  qui 
l'on  doit  sans  doute  beaucoup  de  lumières  sur  d'autres  points  de  la 
science;  mais  il  me  semble  qu'ici  ses  réflexions  manquent  à  la  fois  de 
force  et  de  justesse,  et  qu'elles  ne  vont  point  au  fond  de  la  question 
philosophique  dont  il  s'agit.  Cette  généralité  de  l'algèbre  n'est  ni  une 
richesse  ni  un  inconvénient  :  c'est  le  simple  caractère  d'une  science 
exacte  et  parfaite  ;  car  l'algèbre  ne  nous  donne  exactement  que  ce  qu'un 
raisonnement  parfait  nous  aurait  donné  lui-même. 

Supposons,  eu  effet,  que  le  problème  dont  on  s'occupe  soit  énoncé 
d'une  manière  parfaite  :  l'énoncé  ne  renfermera  que  la  relation  pré- 
cise qui  existe  entre  l'inconnue  et  les  données  du  problème,  et  qui 
seule  forme  entre  elles  une  équation.  Il  est  clair  que  tout  ce  qu'on 
pourrait  ajouter  à  cet  énoncé,  ou  y  sous-entendre ,  serait  au  moins 
inutile,  et  quelquefois  même  pourrait  être  une  contradiction.  Car, 
puisque  l'inconnue  se  trouve  deyd  Jixée  par  cette  seule  partie  de 
l'énoncé  qui  forme  l'équation  ,  il  est  évident  qu'on  nest  plus  le  maître 
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de  rien  ajouter;  comme,  par  exemple,  cette  condition  que  l'inconnue 
sera  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  certaine  quantité,  ou  que  la 
ligne  cherchée  tombera  dans  telle  ou  telle  partie  de  la  figure,  etc.; 
conditions  qui  ne  dépendent  plus  de  nous,  que  l'esprit  peut  supposer 
mal  à  propos,  et  qui  souvent  n'ont  pas  lieu  dans  la  question  proposée. 
On  voit  donc  que  si  l'énoncé  du  problème  est  parfait ,  il  n'est  rien  autre 
chose  que  l'équation  même  qui  le  traduit  en  algèbre.  Si  donc  cette 
équation  nous  présente  plusieurs  racines  ou  valeurs  différentes  de  l'in- 
connue, l'énoncé  lui-même  doit  également  présenter,  à  l'espiit  at- 
tentif, cette  même  multiplicité  de  solutions  dans  le  problème  dont  il 
s'agit. 

L'algèbre  ne  donne  donc  rien  au  delà  de  ce  qu'on  lui  demande;  elle 
n  est  pas  plus  générale  que  la  logique  considérée  dans  sa  perfection,  et 
le  degré  où  l'équation  s'élève  est  le  degré  même  de  la  question,  si  elle 
parfaitement  posée. 

Mais  le  plus  souvent  nos  énoncés  sont  tres-imparfaits;  je  veux  dire, 
qu'indépendamment  de  cette  relation  qui  lie  aux  données  l'inconnue 
et  qui  la  détermine,  iiotre  esprit  y  mêle  encore  certaines  conditions 
inutiles  et  souvent  contradictoires;  et  voici  alors  ce  qui  nous  arrive. 
Comme  ces  sortes  de  restrictions  ne  donnent  point  d'équation ,  et  ne 
sont  pas  ainsi  de  nature  à  s'écrire  en  algèbre,  l'équation  qu'on  tire  de 
l'énoncé  se  trouve  exactement  la  même  que  si  ces  suppositions  n'avaient 
point  lieu,  et,  par  conséquent,  cette  équation  a  les  mêmes  racines  ou 
solutions  différentes  dont  le  problème  est  susceptible  en  le  supposant 
bien  exprimé.  Cependant,  comme  notre  esprit  reste  toujours  préoc- 
cupé par  la  considération  particulière  de  ces  limites  où  U  borne  la 
question,  il  s'étonne  d'abord  de  cette  multiplicité  de  solutions  qu'il 
n'avait  point  en  vue,  et  il  cherche  ensuite  à  les  interpréter  par  les 
lignes,  ou  par  les  quantités  dont  il  s'agit  dans  la  question  proposée. 
S'il  en  vient  à  bout,  il  attribue  à  l'algèbre,  qui  lui  a  donné  ces  solu- 
tions inattendues,  une  généralité  propre  qu'il  n'avait  pas  trouvée  dans 
le  raisonnement  ordinaire;  s'il  ne  peut  expliquer  toutes  ces  valeurs, 
il  reproche  à  l'algèbre  cette  trop  grande  généralité,  comme  un  incon- 
vénient, et  une  imperfection  qui  mêle  la  vraie  valeur  de  l'inconnue  a 
des  valeurs  étrangères.  Mais  on  voit  qu'il  n'y  a  ici  d'autre  imperfec- 
tion que  celle  de  l'esprit  et  du  langage.  L'algèbre,  encore  une  fois,  ne 
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traduit  et  ne  doit  traduire,  de  l'énoncé  du  problème,  que  la  seule 
partie  qui  fait  une  équation^  et  qui  suffit  pour  déterminer  l'inconnue. 
Elle  abandonne  tout  le  reste ,  comme  ces  rapports  vagues  de  majorité 
ou  de  minorité,  qui  ne  peuvent  servir  à  aucune  détermination.  Ainsi 
l'équation  obtenue  ne  renferme  rien  des  imperfections  de  notre  énoncé, 
et  elle  devient  la  question  même  parfaitement  posée.  La  multiplicité 
de  ses  racines  nous  avertit  donc ,  non  pas,  comme  on  le  croit  d'ordi- 
naire, qu'il  faut  étendre  le  premier  énoncé  pour  en  multiplier  les  divers 
sens;  mais  qu'il  faut,  au  contraire,  le  simplifier  et  le  réduire,  en  y  sup- 
primant ce  qu'on  y  avait  mis  de  trop  et  qu'on  n'était  pas  le  maître  d'y 
insérer.  Et  alors  on  peut  voir  qu'il  n'y  a  précisément,  dans  l'équation 
algébrique,  que  la  même  multiplicité  de  solutions  qu'on  aurait  pu 
reconnaître,  sans  algèbre,  dans  l'énoncé  parfait  du  problème. 

Telle  est,  je  crois,  la  vraie  nature  de  l'algèbre,  et  la  vraie  solution 
de  la  question  philosophique  que  j'examine,  et  qui  touche  aux  pre 
miers  fondements  de  la  science  mathématique.  Il  ne  s'agit  pas  de  sa- 
voir s'il  y  a ,  ou  non ,  une  méthode  générale  pour  résoudre  les  équations 
de  tous  les  degrés  :  on  n'en  sait  pas  moins  qu'une  équation  de  degré 
supérieur  a  plusieurs  racines,  et  la  question  était  d'expliquer  cette 
multiplicité,  en  montrant  qu'elle  est  dans  la  nature  même  des  choses, 
et  que  l'algèbre  n'a  pas  plus  de  généralité  qu'un  bon  raisonnement. 

Mais  il  ne  faut  pas  manquer  de  faire  ici  ime  observation  essen- 
tielle :  c'est  que,  à  raison  de  l'ignorance  et  de  la  faiblesse  de  l'esprit 
humain,  qui  ne  marche  guère  qu'à  l'aide  des  images  sensibles,  ou  des 
mots  qui  eux-mêmes  ne  répondent  presque  tous  qu'à  des  images,  l'al- 
gèbre nous  a  été  et  nous  est  encore  d'un  merveilleux  secours.  Car, 
comme  elle  n'exprime  que  les  rapports  qui  déterminent,  et  qu'elle  n'a 
point  de  signes  pour  les  conditions  vagues,  il  en  résulte  que,  quelque 
imparfaits  que  soient  nos  énoncés,  pourvu  qu'ils  renferment  la  loi  de 
rapport  qui  fait  le  nœud  du  problème,  l'équation  que  l'analyse  en  tire 
se  trouve  aussi  parfaite  que  si  elle  provenait  de  l'énoncé  le  plus  parfait  ; 
et,  sous  ce  point  de  vue,  on  peut  dire  que  l'algèbre  a  étendu  et  perfec- 
tionné l'esprit  humain. 

On  voit  donc  que  ce  qui  nous  resterait  à  faire  aujourd'hui  pour 
l'achèvement  de  la  doctrine,  ce  serait  de  chercher  et  de  montrer  dans 
chaque  problème  comment  l'esprit,  à  l'aide  du  seul  raisonnement,  au- 
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rait  pu  s'élever  à  cette  généralité  de  vue  dont  il  n'a  été  averti  que  par 
les  signes  de  l'algèbre,  et  comment  il  aurait  dû  prévoir  ces  multiples 
solutions  qui  coexistent  dans  un  même  problème,  et  qu'aucun  ait  ne 
peut  séparer.  C'est  par  cette  étude  attentive  qu'il  verra  ce  qui  avait 
manqué  jusqu'ici  aux  principes  de  son  anal}  se  logique.  Il  n'avait  songé 
qu'aux  rapports  de  grandeiu-,  et  il  reconnaîtra  qu'il  fallait  avant  tout 
considérer  le  nombre  et  l'ordre  des  choses,  indépendamment  de  toute 
idée  de  grandeur  ou  de  quantité.  Dans  cette  pure  considération  de 
l'ordre,  où  il  verra  que  plusieurs  ordres,  qui  lui  paraissent  différents, 
naissent  pourtant  l'un  de  l'autre  par  une  seule  et  même  loi,  et  se  re- 
produisent sans  cesse,  quel  que  soit  le  premier  ordre  d'où  l'on  veuille 
partir,  il  trouvera  l'origine  naturelle  des  puissances ^  et  la  raison  pro- 
fonde de  ces  multiplet  racines  de  l'unité,  qui  ne  sont  point  des  valeurs, 
mais  de  simples  signes  d'ordre  entre  les  choses  que  l'on  considère.  Par 
ces  nouveaux  principes  il  perfectionnera  l'algèbre  elle-même,  et  l  al- 
gèbre à  son  tour  pourra  jeter  de  nouvelles  lumières  sur  la  théorie  des 
nombres. 

De  toutes  ces  réflexions,  et  d'une  foule  d'autres  que  je  fKJurrais  y 
ajouter,  je  conclus  donc  que  les  principes  de  l'algèbre  et  de  la  théorie 
des  nombres  devraient  être  unis  ensemble  dans  nos  ouvrages  élémen- 
taires, comme  ils  sont  inséparables  par  la  nature  même  de  ces  deux 
sciences.  Ainsi  j'espère  qu'on  me  pardonnera,  et  même  qu'on  me  saïu'a 
quelque  gré  de  revenir  sur  ces  principes  fondamentaux,  d'essayer  de  les 
rendre  plus  clairs  et  plus  sensibles ,  et  de  faciliter  ainsi  aux  jeunes  géo- 
mètres une  étude  très-ardue,  et  en  apparence  très-stérile,  mais  en  effet 
très-féconde,  et  peut-être,  comme  je  l'ai  dit,  la  seule  d'où  l'anahse 
mathématique  puisse  attendre  aujourd'hui  de  véritables  découvertes. 

CHAPITRE  I". 

De  quelques  propositions  Joudainentales  de  la  théorie  des  nombres. 

Je  commencerai  par  établir  le  théorème  général  qui  regarde  le 
nombre  des  racines  ou  solutions  entières  d'une  équation  indéterminée 
de  degré  quelconque.  Ce  théorème  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  qui 
sert  de  base  en  algèbre  à  la  théorie  générale  des  équations ,  et  je  vais 
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les  démontrer  tous  deux  de  la  même  manière.  J'examinerai  ensuite  les 
autres  théorèmes  à  mesure  qu'ils  se  présenteront  dans  le  cours  naturel 
de  ces  réflexions. 

Article  I". 

Sur  le  nombre  des  entiers  qui  peuvent  rendre  un  polynôme  divisible  exactement  par 
un  nombre  premier. 

\.  Considérez  un  polynôme  rationnel  et  entier  du  degré  m,  de  la 
forme 

X'"  -^  A.r'"-'  ^  Ba:'"-=  H 1-  S^  +  T. 

et  que,  pour  abréger,  je  désignerai  par  X.  Prenez  m  quantités  quel- 
conques a,  b,  c,...,  s,  t,  et  divisez  le  polynôme  X  par  le  binôme  .r —  a, 
jusqu'à  ce  que  le  reste  ne  contienne  plus  la  lettre  x,  ce  qui  est  tou- 
jours possible;  vous  aurez  l'équation 

X  =  (x  —  a)  X'  +  Xg, 

le  quotient  X'  étant  un  polynôme  du  degré  m  —  i  en  x,  et  le  reste  X^ 
étant  le  polynôme  proposé  X  où  l'on  aurait  changé  oc  en  a. 

Divisez  de  même  X'  par  x  —  b  et  vous  aurez  de  la  même  manière  un 
quotient  X"  du  degré  m  —  2,  et  un  reste  X'j  qui  sera  le  polynôme  X'  où 
l'on  aurait  changé  :c  en  è;  et  par  conséquent  vous  aurez 

X'=(^-/;)X"  +  X;. 

Continuez  de  même  de  diviser  X'  par  x — c,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au 
dernier  polynôme  X"""'  qui  ne  sera  plus  que  du  premier  degré  en  x, 
et  que  vous  diviserez  par  x  —  t;  et  vous  trouverez  enfin 

X"--'  =  X-  t)-+-  X?-'. 

Substituez  maintenant  dans  la  première  équation ,  à  la  place  de  X', 
sa  valeur  donnée  par  la  seconde,  et  dans  l'équation  résultante,  à  la 
place  de  X",  sa  valeur  donnée  par  la  troisième,  et  ainsi  de  suite;  et 
vous  aurez  l'équation 

X  =  X„  +  (x  —  a) X',, -h{x—a)[x— b^X!', -+-  [x — a)  x—b) {x — c) X" +  — 
-it-{x—  d)îx—b){x  —c)---{x—s){x—t); 
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équation  identique,  c'est-à-dire ,  qui  aura  lieu  (juelles  que  soient  les 
quantités  que  vous  vouliez  prendre  pour  a,  b,  c,...,  s,  t. 

2.  Or  actuellement  supposons  que  la  quantité  désignée  par  a  soit 
telle  qu'étant  mise  au  lieu  de  x  dans  le  polynôme  proposé,  elle  ré- 
duise ce  polynôme  X  à  zéro  ;  alors  le  terme  marqué  par  X„  sera  nul  de 
lui-même,  et  l'équation  précédente  se  réduira  à  celle-ci  : 

X  =  (^  —  d)X,.  +  (.r  —d)[x—  h)X"  '^-{a:  —  a)(pc  —  h) {x  —  c)  X"',  -f- ••• 
-\-  (x  —  à)(x  —  h)  [x  —  c)...{x  —  s)(x  —  t). 

Supposons  ensuite  que  b  soit  aussi  une  quantité  capable  de  réduire  X 
à  zéro;  on  aurait  donc  Xj  =  o;  mais  l'équation  précédente,  en  faisant 
X  ^=  b,  donnerait  Xj  =  (A  —  a)  X',,  ;  donc  si  b  diffère  de  a,  Xj  =  o 
donne  nécessairement  X',,  =  o,  et  la  transformée  se  réduit  encore  et 
devient  ainsi 

X  =  {x  —  a)[x  —  b)  X"  -{-  {x  —  a)  {X  ~  b)  {x  —  c)  X"^-\ — 

-h  {x  —  à){x—  b) {x  —  c)--(x  —  s){x  —  t). 

De  même,  si  x=^c  rend  nul  le  polynôme  X,  on  aura  X"  =:  o,  et  ainsi 
de  suite;  de  sorte  que  si  a,  b,  c,...,  s,  t  sont  m  quantités  qui  puissent 
réduire  le  polynôme  X  à  zéro,  ce  polynôme  peut  être  transformé  identi- 
quement dans  le  produit 

[x  —  a){x  —  b)  {x  —  c)---(x  —  s)  [x  —  t); 

ce  qui  est  le  fondement  de  toute  la  théorie  des  équations. 

5.  On  voit  par  là  qu'il  n'y  a  pas  plus  de  manières  de  réduire  à  zéro 
le  polynôme  X  du  degré  m,  qu'il  n'y  a  de  manières  de  réduire  à  zéro 
le  produit  de  m  facteurs  x  —  a,  x  —  b,  x  —  c,...,  x  —  s,  x  —  t;  or 
il  est  évident  qu'un  produit  ne  peut  jamais  devenir  nul  à  moins  que 
quelqu'un  de  ses  facteurs  ne  soit  nul  en  particulier;  de  plus,  chaque 
facteur  a? — a  ne  peut  devenir  nul  que  d'une  seule  manière,  savoir,  en 
faisant  x  =  a;  donc  un  polynôme  X  du  degré  m  ne  peut  devenir  nul 
pour  plus  de  m  valeurs  de  x,  c'est-à-dire  que  l'équation  X  =  o  «e  peut 
avoir  plu  f  de  racines  qu'il  ny  a  d'unités  dans  le  degré  de  cette  équation. 

4.   Soit  maintenant  p  un  nombre  premier  quelconque,  et  considé- 
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roiis  les  nombres  entiers  x  inférieurs  à  p,  qui  peuvent  rendre  le  poly- 
nôme X  divisible  par  p  :  ces  nombres  entiers  seront  les  solutions  ou  ra- 
cines de  l'équation  indéterminée  X  =  0\ip,  en  désignant  par  OKp  un 
multiple  quelconque  de  ^  ;  et  je  dis  que  cette  équation  ne  peut  avoir 
plus  de  racines  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  degré  m  de  cette  proposée. 
En  effet,  si  nous  reprenons  l'équation  identique 

X  —  X„-h{x  —  a)X,.-i-{x  —  a){a:—b)X',-h{x--a){a:-~b){a:—c)X"l-^-- 
-h{x  —  a)(a-  ~b){x  —  c)--(a:  —  s){x  —  t), 

nous  voyons  qu'en  supposant  a  un  nombre  inférieur  à  p,  qui  rende  X 
divisible  par  p,  de  manière  qu'on  ait  X„—3ïLp,  le  polynôme  X  de- 
vient ,  à  ce  multiple  près  de  p, 

1L=  {x  —  n) X',,  +  {x  —  a) {x  —  b)  X  +  {x  —  a){x  —  b) {x  —c) X'"-f- •■• 
-+-  (x  —  a){x—  b)  [x  —  c)---{x  —  s)  (x  —  t). 

De  même,  si  x  =  b  rend  X  divisible  par  p,  de  manière  qu'on  ait 
Xj  =  DK'p,  comme  l'équation  précédente  donne  Xj  =  (è— a)X'i,  il  en 
résulte  qu'on  aurait  [b  —  a)  X',  =  DV^p  ;  mais  b  et  a  étant  des  nombres 
différents  inférieurs  à  p,  il  est  clair  que  le  facteur  Z>  —  a  ne  peut  être 
divisible  par  p;  donc  l'autre  facteur  X',,  doit  l'être;  donc  X*  =  an./? 
donne  nécessau-ement  Xj,  =  Olip,  et  le  polynôme  X,  à  un  multiple  près 
du  nombre^,  se  réduit  à 

X—X  —  a)  (x  —  b)  x:  +{x  —  d){x  —  b)  [x  —  c)  X^'  +■■• 

-t-  [X  —  a)  {x  —  b)  [x  ~  c)---(x  —  s)  [X  —  t  . 

De  même,  si  le  nombre  x  :=  c  rend  X  divisible  par  p,  on  en  con- 
clura X"  =  OKp,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  si  a,  b,  c,...,  s,  t  sont 
m  nombres  entiers  inférieurs  à  p  qui  rendent  X  divisible  par  p,  ce  polj- 
nôme  X  du  degré  m  sera,  à  des  multiples  près  du  nombre  p,  équivalent 
au  produit  des  mjacteurs  binômes  x—  a,  x—  b,  x—  c,...,  x—s,  x—t. 
Ainsi  il  n'y  aura  pas  plus  de  manières  de  rendre  le  polynôme  divisible 
par  p  qu'il  n'y  en  a  pour  le  produit  équivalent  dont  il  s'agit. 

Or,  p  étant  un  nombre  premier,  ce  produit  ne  peut  devenir  divisible 
par  p,  qu'autant  que  l'un  des  facteurs  le  sera  séparément  ;  mais  il  est 
évident  que  chacun  d'eux,  tel  que  r  —  a,  ne  peut  l'être  que  pour  une 
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seule  valeur  de  x  inférieure  à  p,  savoir,  x  =  a;  donc  l'éc^untioii  indé- 
terminée X  =  3\Lp,  du  degré  m ^  ne  peut  avoir  plus  de  m  racines  ou  so- 
lutions en  nombres  entiers  inférieurs  à  p. 

Remarque  I. 

5.  J'ai  supposé  tout  de  suite  que  le  premier  terme  x'"  de  la  pro- 
posée n'avait  pour  coefficient  que  l'unité,  parce  qu'il  est  aisé  de  voir 
qu'on  peut  toujours  réduire  à  cette  forme  une  équation  quelconque 

Ax"-  +  Bjt"'-'  +  C.r"'-^H h  Sx  -+-  T  =  oiV/j, 

en  ajoutant  aux  coefficients  B,C,...,  T,  des  multiples  convenables 
de  p,  qui  les  rendent  tous  divisibles  par  le  premier  coefficient  A  que 
je  suppose  premier  à  p.  Il  est  évident  que  ces  multiples  de  p  ajoutés 
aux  coefficients  ne  peuvent  changer  en  rien  les  racines  de  la  proposée, 
mais  ils  rendent  tout  le  premier  membre  divisible  par  A,  et  l'on  a  la 
transformée 

x""  -f-  A'x'"-'  +  B'j:'"-^  h 1-  S'x  +  T'  =  d\^p, 

qui  a  les  mêmes  racines  et  dont  le  premier  terme  n'a  d'autre  coefficient 
que  l'unité. 

Si  A  n'était  pas  premier  à  p,  il  serait  donc  de  la  forme  ii.p  et  Ion 
pourrait  alors  supprimer  le  premier  terme  de  l'équation,  laquelle  ne 
serait  ainsi  que  du  degré  wz  —  i  ;  et  de  même  pour  le  coefficient  sui- 
vant R,  s'il  n'était  pas  premier  à/>. 

Si  tous  les  coefficients  A,  B,  C,...,  S,  T  étaient  divisibles  par  p,  le 
polynôme  proposé  serait  toujours  divisible  par  p  pour  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  .r,  ou,  pour  mieux  dire,  il  n'y  aurait  plus  alors 
d'équation. 

6.  Quant  à  ce  multiple  convenable  de  p  qu'il  faut  ajouter  a  lui  coef- 
ficient B,  pour  le  rendre  divisible  par  A,  on  le  trouve  facilement  en 
posant  l'équation  du  premier  degré , 

— T —  =  im  entier  :=  e, 


ek  —  ip  =  B, 
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équation  toujours  possible  si  A  est  premier  à  p,  et  qui  fera  connaître 
les  valeurs  de  /et  de  p  par  la  méthode  connue  [*].  On  opérerait  de  la 
même  manière  pour  rendre  tous  les  autres  coefficients  C,  D,...,  S,  T 
divisibles  par  A.  Ces  transformations  sont  tout  à  fait  analogues  à  celles 
qu'on  emploie  dans  les  équations  algébriques  pour  faire  disparaître  les 
fractions  et  réduire  le  premier  coefficient  à  l'unité. 

Ainsi  nous  considérerons  toujours  les  équations  indéterminées  sous 
cette  forme  très-simple,  où  le  premier  coefficient  est  i,  et  tous  les 
autres  l'éduits  à  des  entiers,  comme  nous  l'avons  supposé  dans  la  dé- 
monstration du  théorème  fondamental  que  nous  venons  de  présenter 
(n»  4). 

Remarque  II. 

7.  Lagrange  est,  comme  on  sait,  le  premier  qui  ait  proposé  et  dé- 
montré ce  théorème,  dans  les  Mémoires  de  rjcadéniie  de  Berlin  pour 
l'année  1768.  Euler,  dans  le  tome  XVIII  <kes  Nouveaux  Commentaires 
de  Saint-Pétersbourg,  l'a  démontré  dans  le  cas  de  l'équation  binôme, 
mais  par  une  méthode  qu'il  est  facile  d'étendre  à  une  équation  quel- 
conque. On  le  trouve  encore  dans  les  Recherches  de  l.egendre  sur 
l'analyse  indéterminée,  dans  sa  Théorie  des  ?iombres,  et  dans  l'ou- 
vrage de  M.  Gauss.  Mais  toutes  ces  démonstrations  sont  à  peu  près  la 
même  présentée  de  différentes  manières  :  la  notre  nous  parait  aussi 
claire  et  aussi  simple  qu'on  puisse  le  tlésirer. 

Remarque  III. 

8.  Cette  démonstration  suppose  essentiellement  que  le  nombre  ou 
module  p  auquel  on  rapporte  l'équation  soit  lui  nombre  premier.  Car 
s'il  s'agissait  d'un  module  composé  N.  le  produit  des  binoines  x  —  a, 
X  —  h,  X  —  (?,...  pourrait  être  encore  divisible  par  N  sans  qu'aucun 
d'eux  le  fiit  séparément.  Il  suffirait  que  l'un  de  ces  binômes  fijt  divi- 
sible par  im  des  facteurs  de  N,  et  un  autre  par  l'autre  facteur,  et  le 
produit  serait  encore  divisible  par  N  :  d'où  l'on  voit  que  l'équation 


[*]  On  donnera  plus  loin  quelques  méthodes  nouvelles  pour  résoudre  les  équations 
indéterminées  du  premier  degré. 
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X  =  -OltN  peut  avoir,  si  N  est  un  nombre  composé,  plus  de  racines 
qu'il  n'y  a  d'unités  dans  l'exposant  de  son  degré.  Il  serait  facile  de 
compter  le  nombre  de  toutes  les  solutions  possibles,  par  le  nombre  de 
toutes  les  manières  possibles  de  décomposer  le  nombre  N  en  différents 
facteurs  premiers  entre  eux;  mais  nous  y  reviendrons,  et  nous  ne  con- 
sidérerons ici  que  le  cas  d'un  module  absolument  premier  et  que  nous 
désignerons  toujours  par  la  même  lettre  p. 

Remarque  IV. 

î).  On  peut  remarquer  encore  que  cette  tiémonstration  sur  le 
nombre  des  racines  entières  de  l'équation  indéterminée  X  =  3ïLp,  est 
tout  à  fait  la  même  que  la  démonstration  relative  au  nombre  des  ra- 
cines des  équations  déterminées  X  =  o.  On  n'y  suppose  al>solument 
que  l'opération  de  la  division  algébrique ,  et  ce  théorème  fondamen- 
tal.  démontré  par  Euclide,  que  si  deux  nombres  sont  premiers  par 
rapport  à  un  troisième,  leur  produit  est  aussi  premier  à  ce  troisième 
nombre.  Il  résulte  donc  des  premiers  principes  du  calcul  qu'une  équa- 
tion indéterminée  du  degré  /», 

x'"  H-  kx'"-'  +  Bx'"-=  -+-•■■=  an-y,, 

ne  peut  avoir  plus  de  m  racines  ou  solutions  en  nombres  entiers  in- 
férieurs k  p;  car  une  fois  qu'on  lui  en  supposerait  m,  on  prouverait 
tout  de  suite  qu'elle  est,  aux  multiples  près  de  p,  identique  avec 
iéquation 

{x  —  a){x  —  b)  (jc  —  c)—  =  y(Lp. 

laquelle  ne  peut  avoir  d'autres  racines  que  a,  h,  c,  etc.  Par  la  même 
démonstration  on  voit  encore  qu'une  équation  X  =  OX^p,  du  de^ré  m, 
peut  avoir  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  m  de  ce 
degré;  car  on  peut  sur-le-champ  former  une  équation 

Jt'"  -I-  kx'"-'  +■■■=  .Te/;. 

qui  aurait  m  racines  données  a,  h,  c,  etc.  :  il  n'y  aurait  qu'à  taire  le 
produit  {x  —  a){x  —  b){x  -  c)...  et  à  l'égaler  à  un  multiple  quel- 
conque de  p.  .\insi  il  y  a  une  infinité  d'équations 

x'"  -+-  kx""-'  -^  ■■  =  :J\lp, 
Tome  X.  -  Janvier  iS^S.  o 
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qui  ont  effectivement  m  racines,  et  il  ne  peut  y  en  avoir  aucune  du 
degré  m  qui  ait  plus  de  m  racines;  mais  voilà  tout  ce  qui  résulte  de 
la  démonstration  précédente.  Lorsqu'on  propose  une  équation  du  de- 
gré m,  on  ne  peut  savoir  en  général  si  elle  a  ou  non  des  solutions  en 
nombres  entiers.  Il  n'y  a  qu'un  cas  particulier,  fort  remarquable,  où 
l'on  connaisse  toujours  le  nombre  et  les  valeurs  des  racines  par  la 
forme  même  de  l'équation  proposée;  c'est  le  cas  de  l'équation  binôme 
3(f~*  —  I  =  d\Lp,  laquelle  a  toujours  pour  racines  les  /?  —  i  nombres 
entiers  i,2,3,4i5,...,/>—  i,  inférieurs  à  p  :  ce  qui  est,  en  d'autres 
termes,  l'expression  du  fameux  théorème  de  Fermât. 

Corollaire. 

10.  Mais,  de  ce  théorème,  qui  sera  démontré  plus  loin,  on  peut  tirer 
une  conséquence  générale  sur  le  nombre  des  racines  entières  que  peut 
admettre  une  équation  quelconque 

x'"  +  kx""-'  +  Bj^'"-*  +••■=  3K/J. 

Car  puisque,  aux  multiples  près  de  p,  le  binôme  xp~^  —  i  est  identique 
avec  le  produit 

{x  —  i)  {x  —  ■i)[x  —  3)---(a:  —  ^  —  i  ). 
il  en  résulte  que,  si  la  proposée 

x"'  -+-  A.r"-^'  +■••=  SXLp 

a  m  racines  entières,  e,  e',  e",  etc.,  inférieures  à  p,  le  premier  membre 
x"*  -H  k.xf"'*  +...  est  nécessairement  un  diviseur  du  binôme  xf"'  —  f  ; 
ou  plus  généralement,  que  si  elle  a  un  nombre  B  de  racines  entières, 
le  polynôme  x'"  -+-  kx'"'^  -\-...  aura  nécessairement  avec  x^'^  —  i  un 
commun  diviseur  du  degré  9 ,  et  la  réciproque  est  manifeste.  D'où  je 
conclus  qu'on  pourra  toujours  reconnaître  si  une  proposée 

x'"  4-  Ajc"''  +  •■•  ^  j'f^-p 

a  des  racines  entières,  et  quel  est  le  nombre  de  ces  racines,  en  cher- 
chant le  plus  grand  commun  diviseur  du  polynôme  x'"  -+-  kx'"~*  4-... 
et  du  binôme  .r*^' —  r.  Si  ce  commun  diviseur  existe,  et  qu'il  soit  du 
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degré  6,  la  proposée  aura  5  racines  entières;  s'il  n'y  a  pas  de  couiiiiiiii 
diviseur,  la  proposée  n'admettra  aucune  racine  entière.  On  voit  donc 
que  toutes  les  équations 

qui  admettent  m  racines,  ne  sont,  aux  multiples  près  de  la  hase  ou 
module  p,  que  des  diviseurs  de  l'équation  binôme  xP~'  —  i  :=  ^R-/^; 
et  qu'ainsi  cette  équation,  qui  semblait  particulière,  est  au  fond  très- 
générale  et  renferme  en  quelque  sorte  toutes  les  autres;  ce  qui  fait 
sentir  d'abord  toute  l'importance  du  théorème  de  Fermât  dans  l'ana- 
lyse indéterminée. 

Article  II, 

Sur  te  théorème  de  Fermât. 

11.  Ce  théorème  a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  Euler,  et 
depuis  par  presque  tous  ceux  qui  se  sont  occupés  des  propriétés  des 
nombres.  J'en  proposerai  encore  dans  ce  Mémoire  deux  démonstra- 
tions nouvelles  extrêmement  simples.  Mais,  auparavant,  je  suis  bien 
aise  d'indiquer  celle  que  Lagrange  en  a  donnée  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  pour  l'année  1 77 1 ,  et  qui  paraît  assez  naturellement  déduite  des 
premiers  principes  du  calcul. 

12.  Cet  illustre  auteur  fait  voir  que,  si  l'on  forme  l'équation 

{pc  -\){x-  2)(x  -  3)  (X  -  4)  {x  -  sy-ix  -^t)  =0, 

p  étant  un  nombre  premier,  et  qu'on  représente  le  polynôme  qui  en 
résulte  par 

xf-'  ■+■  Ajr''-*  -f-  BxP-^  H h  T  -  I  =  o, 

tous  les  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  T,  seront  divisibles  par  le  nombre 
premier  p. 

Ainsi  tous  les  coefficients  peuvent  être  représentés  par  a.p,  îp,  yp,  etc., 
xp;  de  sorte  que  l'équation  qui  a  pour  racines  les  nombres  i,  a,  3, 
4,  5,...,  p  —  i,  est  de  cette  forme 

xP-*  +  apx'^'^  -h  SpxP-^  H H  T/j  —  i  =0. 
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Or,  jjar  la  théorie  des  équations,  on  sait  que  le  dernier  terme  t/j—  i  est 
égal  au  produit  de  toutes  les  racines  1,2,  3,  4»  5,...,  p  —  i  ;  ainsi  l'on  a 

1.2.3.4.5...^  —  i  =z  rp  —  I , 
ou 

1 .2.3.4-5.../J  —  1  +  i  ^  -p, 

et  par  conséquent  le  produit  He  tous  les  nombres  i ,  2,  3,  4,  5, ...,  /?  —  i , 
augmenté  de  l'unité,  est  toujours  divisible  par  p,  quand  p  est  un  nombre 
premier  :  ce  qui  donne  d'abord  le  beau  théorème  qu'on  attribue  à 
Wilson,  et  que  personne  n'avait  encore  démontré. 

Ensuite  la  même  équation  précédente,  mise  sous  la  forme 

jaP-*  —  I  =  —  {ax''~^  -h  èxP'^  +  etc.  +  T)p, 

fait  voir  que  le  binôme  ûcP~'  —  1  est  toujours  divisible  par  p.  quelque 
valeur  i,  2,  3,  It,  5,...,  p  —  1,  qu'on  veuille  donner  à  x. 

Donc  l'équation  indéterminée  x^'^  —  i  =  Sflp  a  toujours  p  —  i 
racines  ou  solutions  entières,  qui  sont  1,  2,  3,  4)  5?  etc.,  p  —  f,  ou, 
si  l'on  veut .  |!jl;j  + 1,  fA/J  +  2,  jul/j  +  3,  p.p  -(-  4,  etc.,  p.p  -h  p—i  :  car, 
en  négligeant  les  multiples  de  p,  une  puissance  quelconque  de  [xp  -h  e 
revient  à  la  même  puissance  de  e. 

Ainsi  le  binôme  x^^^  —  i,  où,  p  est  un  nombre  premier,  est  toujours 
divisible  par  p,  en  prenant  pour  x  un  nombre  quelconque  premier  à  p. 

C'est  le  fameux  théorème  de  Fermât. 

15.  On  déduirait  encore  de  cette  même  équation  , 

(x  —  i)  (a-  —  2) {x  —  3)...(j:  —  p^^\  )  =  xP-'  +  apxP-""  h h  t/;  —  i , 

que  la  somme  de  tous  les  nombres 

I,  2,  3,  4,  5,...,  p  —  i, 

la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  la  somme  de  leurs  produits 
trois  à  trois,  etc.,  sont  divisibles  par  p,  lorsque  p  est  un  nombre  pre- 
mier. 

Ainsi  le  théorème  de  Fermât,  le  théorème  de  Wilson  et  ceux  qu'on 
vient  d'ajouter,  sont  des  corollaires  d'une  même  équation  qu'on 
démontre  assez  facilement  par  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés,  et  par  la    considération  des  coefficients  du  binôme  ou    des 
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n.p  —  I     p.p — \-p — 2  , 

termes /J,    —i- ■,'—!- ~ — -,    etc.,    qui,    lorsque  p   est    premier, 

sont    tous   entiers:    et   divisibles   par    p,    à   l'exception    du    dernier 

P-P  —ip—       .1    ^^jj  ^gj.  ^g^j  ^  l'unité. 


.2.3. 


■P 


Article  III. 

Théorème  df  Fermât  généralisé. 

14-.  Au  reste,  le  théorème  de  Fermât  peut  être  en  quelque  sorte  gé- 
néralisé, c'est-à-dire  étendu  à  un  nombre  quelconque  N,  premier  ou 
composé,  et  s'exprimer  de  la  manière  suivante  : 

Si  n  marque  combien  il  j  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  N , 
on  a  toujours  x"  —  i  divisible  par  ^,  ou  x"  —  \  =  '^^^,  pourvu  que  x 
soit  un  nombre  premier  à  N. 

Ce  théorème  a  été  démontré  assez  directement  par  Euler  dans  les 
Nouveaux  Commentaires  de  Saint-Pétersbourg  (années  1760  et  1761). 

Si  le  nombre  N  est  premier,  alors  il  est  clair  que  //  est  égal  à  N  —  i , 
et  l'on  peut  prendre  pour  x  tel  nombre  qu'on  voudra  qui  ne  soit  pas 
un  multiple  de  N  ;  et  ce  cas  revient  exactement  au  théorème  de  Fermât. 

15.  En  général,  l'équation  x"  —  \  =  3TlN  a  n  racines  entières  qui 
sont  les  n  nombres  inférieurs  et  premiers  à  N;  et  il  est  aisé  de  voir 
qu'elle  n'en  peut  avoir  d'autres.  Car  soit ,  s'il  est  possible,  tme  racines* 
qui  aurait  avec  N  un  commun  diviseur  9,  de  manière  qu'on  eût 

x  =  ej     et     N=:9P; 
on  aurait  donc,  par  hj'pothèse  , 

5".j«—  I  =  on.i5P), 
d'où  il  résulterait 

i9«-<  v"  —  1  =  jrtp, 

équation  impossible,  à  moins  que  6  ne  soit  égal  à  l'unité,  et  que,  par 
conséquent,  x  et  N  ne  soient  premiers  entre  eux.  Ainsi  l'équation 
j?"  —  I  =  .TI^N  ne  peut  être  résolue  que  par  les  nombres  premiers  à  N, 
et   n'a  que  n  racines  en  nombres  entiers  inférieurs  à  N.  Quant   aux 
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autres  solutions  en  nombres  supérieurs  à  N,  nous  ne  les  considérerons 
point ,  puisque,  rabaissées  au-dessous  de  N  par  la  division ,  elles  re- 
viendraient aux  premières  que  nous  désignerons  généralement  par 

1,  a,  h,  c.  etc.,  N  —  i. 

Remarqui;  I. 

1().  Ce  qu'on  vient  de  dire  est  d'autant  plus  remarquable  que  si  le 
binôme  x"—  i  est  résoluble  en  facteurs  rationnels  de  degrés  inférieurs, 
quelques-uns  de  ces  facteur?,  étant  séparément  égalés  à  un  multiple  de  N , 
peuvent  avoir  plus  de  solutions  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  plus  haut 
exposant  de  l'inconnue  x .  ce  qui  ne  peut  jamais  arriver  quand  N  est 
un  nombre  premier. 

Mais  dans  le  cas  de  N  nombre  composé  ,  si  quelque  facteur  de 
oc"  —  \  égalé  à  un  multiple  de  N  a  plus  de  solutions  qu'il  n'y  a  d'unités 
dans  l'exposant,  les  autres  facteurs  en  auront  nécessairement  moins, 
puisque  la  proposée  x"  —  \  =  ORN  ne  peut  avoir  en  tout  plus  de  n 
racines. 

17.  Pour  éclaircir  la  chose  par  un  exemple,  considérons  le  nombre 
N  =  I  ^,  on  aura 

I,   2,  4?   7:   8,    II,    i3,    i4 

pour  les  huit  nombres  inférieurs  et  |)remiers  à  i5;  par  conséquent 
n  =  8,  et  l'on  a  l'équation 

j:*  —  I  =  flic  1 5  ; 

mais  le  binôme  j:'  —  i  se  décompose  de  cette  manière  : 

{x^  —  1]  [x^  +  I  )  (x*  -f-  i)  ; 

or,  pour  le  premier  facteur  x'^  —  i  qui  n'est  que  du  second  degré, 
il  y  a  quatre  manières  de  le  rendre  divisible  par  i5,  savoir,  en  fai- 
sant 

X  =  I ,     ou     x  =  I  4,     ou     .r  =  4,     ou     O'  =  1 1 . 
Le  second  facteur  x^  -^i  ne  peut  être  rendu  di\isible  par  1 5  d'aucune 
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manière,  ni  le  troisième  facteur  x*  +  \ ,  de  sorte  que  les  équations 

X*  +  I  =  3iVi5     et     jc*  -h  I  =  3îii5 

ne  peuvent  avoir  aucune  solution;  mais  l'équation  résultante  du  pro- 
duit des  deux  premiers  facteurs,  savoir, 

(jc^  —  i)  (jT^  +  i)  =  X*  —  I  =  on.i5, 

a  encore  les  quatre  solutions 

2,   7,   8,    i3, 

parce  que  chacun  de  ces  nombres  rend  le  premier  facteur  divisible 
par  3,  le  second  par  5,  et  par  conséquent  le  produit ,  divisible  par  3.5 
ou  I  5  ;  ainsi  l'équation  x*  —  i  =  OlLi  5  a  les  mêmes  huit  solutions  que 
l'équation  jr'  —  i  =  0TLi5  ;  et  le  facteur  jc'  +  i,  égalé  à  un  multiple 
de  1 5 ,  n'en  a  aucune. 

Voici  le  résultat  de  la  substitution  des  différents  nombres  premiers 
à  I  5,  dans  le  produit  des  trois  facteurs 

(JC*—  l){X^-hl){x*-lrl)=  X*~  i; 

X  =:    i   donne  (o)     (a)      ^3)      =o.i5, 

a-  =   4  donne  (3.5)    (17)     (257)     =  31ti5, 

.r=ii   donne  (3.5.2')(2.6i)(2.732i)=  31ti5, 

X  =\^  donne  (3.5.t3)(\g'])(^i.g3'j)  =  3n.ï5, 

où  l'on  voit  que  ces  quatre  nombres  .r  rendent  le  seul  premier  facteur 
x^  —  I  divisible  par  i5. 
Ensuite 

j:  =   2  donne  (3)       {^)      (  17)   =  D1lï5, 

.r  =   7  donne  (3.2*)    (5*. 2)  (2.1201)=  3T^i5, 

x  =   8  donne  (3^7)    (5.i3)  (17.2/,!)  =  3Tt,5, 

j:=i3  donne  (3.2'.7)(5.2.i7)(2.7'.i7)  =  oriiS, 

où  l'on  voit  que  ces  quatre  nouveaux  nombres  x  rendent  le  piemier 
facteur  x'  —  i  divisible  par  3,  et  en  même  temps  le  second  x'  -h  i 
divisible  par  5;  mais  le  troisième  facteur  x*  -h  i  n'est  rendu  divisible 
ni  par  3  ni  par  5,  par  aucun  des  huit  nombres  inférieurs  et  premiers 
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à  i5,  et  par  conséquent  ne  peut  le  devenir  par  aucun  nombre  possible  ; 
de  sorte  que  léquation  x*  +  i  :=  ^n. 1 5  n'a  aucune  solution  en  nom- 
bres entiers. 

Remarque  II. 

18.  Quand  N  est  un  nombre  premier^,  l'équation  x"  —  i=  OTtN 
devient  r''  '  —  i  =;  ^f^p,  et  si  l'on  décompose  le  premier  membre 
x''~*  —  I  en  différents  facteurs  rationnels,  chacun  d'eux  égalé  à  un 
multiple  de  ^  a  toujours  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
degré  de  ce  facteur,  et  n'en  a  ni  plus  ni  moins.  Cela  tient  à  ce  que  le 
nombre  p  étant  premier,  un  produit  ne  peut  jamais  être  divisible  par  p, 
à  moins  que  quelqu'un  des  facteurs  ne  le  soit  séparément.  Or  un  fac- 
tein- (jc* -1-  ),  du  binôme  proposé,  ne  peut  devenir  divisible  par/?, 
pour  plus  de  5  valeurs  de  x,  comme  on  l'a  démontré;  d'un  autre  côté, 
il  ne  peut  l'être  pour  moins  de  Q  valeurs,  car  il  faudrait  alors,  ce  qui 
est  impossible,  que  l'autre  facteur,  qui  est  du  degré  p  —  i  —  5.  le  fût 
potu-  plus  àe  p  —  I  —  5  valeurs,  afin  qu'on  retrouvât  les  p  —  i  ra- 
cines entières  qui  satisfont  toujoin-s  à  la  proposée. 

19.  Ainsi  l'on  a  toujours,  non-seulement  l'équation  x''~'  —  i  =  ;)rc/; 
qui  a  p  —  I  racines  entières,  mais  encore  les  équations  x^  —  i  =  sr\.p 
qui  en  ont  précisément  5,  quand  9  est  une  aliquote  de  p  —  i  :  car,  dans 
ce  cas,  il  est  clair  que  .r** —  i  est  un  diviseur  rationnel  de  x''~'  —  i .  Mais 
nous  reviendrons  avec  détail  siu'  la  théorie  de  ces  équations. 

Auparavant,  je  veux  montrer  que  le  théorème  de  Wilson  peut  être 
aussi  généralisé,  ou  étendu  d'un  nombre  premier  p  à  un  nombre  quel- 
conque N,  et  démontré  directement  de  la  manière  suivante. 

Article  IV. 

Théorème  de  fVilson  «énéralisé. 

20.  Soient  i ,  a,  A,  f,  (/,  etc.,  N  —  i  les  nombres  inférieurs  et  premiers 
à  un  nombre  quelconque  N.  il  est  clair  que  ces  mêmes  nombres  pour- 
ront être  mis  sous  la  forme 

I  -4-  ;m >'        14-  JKN        1  -h  on.N 
-, 5      etc.. 
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de  manière  qu'on  aura 

a,  ê,  etc.,  étant  les  mêmes  que  a,  h,  etc.,  mais  en  général  dans  un 
autre  ordre,  excepté  pour  le  dernier  qui,  dans  tous  les  cas,  donnera 
toujours 

IN  —  I  ' 

on  aura  donc  toujours,  quel  que  soit  N, 

i+JltN  H-31VN  i-f-OlVN  iH-aiLN 


h  c  ■  ■  ■     N- 


g7...N-  I  r=aAc.  ..N 


d'où  l'on  tire  (en  multipliant  les  deux  membres  par  abc  ...  N  —  i, 
et  réduisant  le  premier  membre  à  la  forme  i  +  3KN) ,  l'équation 

I  +31LN  =z{ahc..  .  N-  0% 
ou  bien 

c'est-à-dire  que  le  carré  du  produit  de  tous  les  nombres  inférieurs  et  pre- 
miers à  un  nombre  quelconque  N,  étant  diminué  de  l'unité,  est  toujours 
divisible  par'^,  théorème  général  qui  s'étend  à  tous  les  nombres  N, 
simples  ou  composés. 

'21.  Mais  il  y  a  plus:  l'équation  précédente  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

[[abc  ...W^)  +  lîKa^c.N-  i)  -  ij  =  aitN, 

et  l'on  peut  démontrer  que  l'un  ou  l'autre  des  facteurs  qui  forment  le 
premier  membre  est  séparément  divisible  par  N  ;  et  l'on  peut  distinguer 
ainsi  tous  les  nombres  N  en  deux  classes  qui  appartiennent  à  l'un  ou 
à  l'autre  de  ces  deux  cas.  Ceci  mérite  d'être  examiné  avec  soin. 
Je  reprends  les  expressions  précédentes, 

_-_  =  «,      — ^  =  ê,     etc.,     -^^_-  =  N-,; 

ToineX.—  Janvier  i845.  H 


26  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

et  j'observe  que  si  a  était  toujours  différent  de  a;  ê  différent  de  b.  etc., 
de  manière  qu'on  eût,  par  exemple, 

i-t-OKN  _  , 
a  ' 

et  puis,  en  prenant  un  nouveau  nombre  c, 

i  +  aitN        , 

et  ainsi  des  autres ,  il  suffirait  de  considérer  la  moitié  de  ces  expressions 
pour  voir  dans  le  produit  tous  les  nombres  différents  a,  b,  c,  etc.,  de 
sorte  qu'on  aurait 

ahcd ...  =  I  +  3n.N , 

et  multipliant  de  part  et  d'autre  par  N  —  i,  il  en  résulterait 
abcd ...  N  —  I  =  —  I  4-  -în-N. 

Mais  s'il  arrivait  qu'un  des  nombres  a  fi'it  égal  au  nombre  a,  de  ma- 
nière qu'on  eût 

la  conclusion  précédente  ne  pourrait  plus  avoir  lieu.  Mais  alors,  au 
lieu  de  faire 

I  -+-  3K.TS 

ce  qui  donnerait  a  =  «,  on  pourrait  faire 

—  i-(-DR,N 

■ =  a, 

a 

et  de  cette  manière,  a  serait  différent  de  a,  et  égal  à  N  —  a,  comme 
cela  est  manifeste. 

On  peut  donc  toujours  associer  les  nombres  a,  b,  c,  etc.,  deux  à 
deux,  de  manière  que  leur  produit  soit  ou  i  +  3n,N  ou  —  i  -h  -^rcN  ; 
ainsi  l'on  peut  dire  que,  quel  que  soit  N,  le  produit  de  tous  les  nombres 
inférieurs  et  premiers  à  N  est  toujours  de  la  forme  rt  i  -+-  5IVN,  et  que 
par  conséquent  l'un  ou  l'autre  des  facteurs 


a.b.c.  . . .  N  —  I  +  I ,      ou       a.b.c.  ...  N  —  i 
est  divisible  par  N  comme  nous  l'avions  avancé. 
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22.  I]  s'agit  maintenant  de  reconnaître  ces  deux  cas.  Nous  avons 
deja  remarqué  que  parmi  les  nombres  a,  h,  c,  d.  etc.,  N  -  ,  il  y  a 
toujours  deux  nombres  ^  et  N  -  ^  qui  sont  tels  qu'on  a  ' 

H-31LN 

— - —  =x     nu      ,  -^  3R.N  =  a:^  ; 

ce  sont  les  deux  nombres  i  et  N  -  ,  ;  niais  il  peut  y  en  avoir  d'autres 
suivant  la  nature  du  nombre  N. 

Or,  s.  N  est  tel  qu'il  y  ait  un  nombre  pair  de  ces  couples  qui  puissent 
forme  '  '  ^  ""^  "  ""^^  ''  '  '"'"  ""  "^"^^''^  P'''"  ^'^''P''^««-n^  ^e  la 

—  I  +  OItN  =  .r  (N  —  x)  ; 
le  produit  total  sera  dojnc^e  la  forme  .  +  or.N,  et,  dans  ce  cas  ce  sera 
le  facteur  a.A.c.r/...  N-i  -  1  qui  sera  divisible  par  IS 

Mais  SI  le  nombre  de  ces  couples  dont  le  produit  est  de  la  forme 
-1+  Ji^N,  est  impair,  le  produit  total  sera  aussi  de  la  forme  -i+JTcN 
et^^alors  ce  sera  le  facteur   a.b .c.d...^r-r\  ^  ,    q,;  ,,,,  ^,,.^,^1^ 

23^  Ainsi  tout  se  réduit  à  reconnaître,  dapres  la  nature  du  nom- 
bre W  ,  SI  1  équation 

•r'  —  1  =  3TLN 

a  des  solutions  conjuguées  ^  et  N  -  ^,  en  nombre  pair  ou  en  nombre 
impair.  ^  "«"ic 

Or,  je  dis  que  l'équation 

x""  ~  i  =  3IiN,     ou     {x-h  \)[x  —  i]  =  .mN, 

a  autant  de  couples  de  ces  solutions  conjuguées,  qu'il  v  a  de  manières 
de  partager  N  en  deux  facteurs  P  et  Q  premiers  entre  eux,  ou  n'ayant 
tout  au  plus  que  le  commun  diviseur  2. 

En  effet,  il  est  clair  que  les  deux  binômes^  +  .  et  x  -  1  ou  sont 
premiers  entre  eux,  ou  n'ont  pas  de  plus  grand  comu.un  diviseur 
que  2.  Donc  leur  produit  ne  peut  être  divisible  par  N  qu'autant  qu'un 
de  ces  binômes  ^  +  1  le  sera  par  un  facteur  P  de  N,  et  le  second  bi- 
nôme X  -,  par  l'autre  facteur  Q  .ces  deux  facteurs  étant  ou  premiers 


4- 


28  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

entre  eux,  ou  sans  autre  commun  diviseur  que  2).  Et  réciproquement, 
on  voit  qu'à  chacune  de  ces  décompositions  de  N  dans  les  deux  fac- 
teurs P  et  Q,  répondra  un  couple  de  valeurs  de  x,  pour  la  résolution 
de  l'équation 

(x  +  i)(x—  î)=  3rcN. 

Et  si  l'on  veut  trouver  ces  valeurs,  on  fera  d'abord 

jc  -h  ^  =  mP,     et  en  même  temps     x  —  i  =  m'Q, 

ce  qui  donne 

//zP  —  m'Q  =  2 , 

équation  toujours  possible  puisque  P  et  Q  sont  premiers  entre  eux,  ou 
le  deviennent  en  les  divisant  par  le  nombre  2  qui  forme  le  second 
membre;  on  en  tirera  donc  les  valeurs  des  multiples  m  et  m',  et  de  là 
la  valeur  de  x. 

Ensuite,  changeant  l'ordre  des  facteurs  P  et  Q,  on  ferait 

X  -h  i  =  /jlQ,      et     .r  —  I  =  |ji.'P, 

et  l'on  trouverait  de  même 

fxQ  —  /x'P  =  2, 

d'où  l'on  tirerait  les  nouveaux  multiples  fz  et  /x',  et  de  là,  la  valeur 
conjuguée  de  x;  mais  ce  calcul  est  inutile,  puisque  cette  seconde  va- 
leur est  évidemment  PQ  —  x.  En  effet,  si  des  deux  binômes  x  -h  i, 
a:'  —  I ,  le  premier  est  divisible  par  P  et  le  second  par  Q ,  il  s'ensuit 
qu'en  changeant  x  en  PQ  —  x,  le  premier,  au  contraire,  devient  di- 
visible par  Q  et  le  second  par  P. 
Ainsi  donc  on  a  pour  l'équation 

x^  —  i  —  OIlN,     ou      I  -4-  ortN  —  x^, 

autant  de  couples  de  valeurs  de  x  qu'il  y  a  de  manières  de  partager  N 
en  deux  facteurs  soit  premiers  entre  eux ,  soit  dépour\us  de  tout  autre 
commun  diviseur  que  2. 

2i.  Or,  soit  d'abord  N  impair  ou  double  d'un  impair;  il  n'y  a  lieu 
qu'à  des  décompositions  de  ce  nombre  en  facteurs  premiers  entre  eux  : 
et  si  k  marque  le  nombre  des  facteurs  simples  qui  entrent  dans  N,  on 
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sait  que  le  nombre  de  ces  décompositions  est  marqué  par  2*-'.  J'^oyez 
plus  loin  le  n"  29.)  Ainsi  ce  nombre  est  toujours  pair,  excepté 
lorsqu'on  a  A  =  i ,  ce  qui  répond  au  cas  où  le  nombre  N  n'a  qu'un 
seul  facteur  simple,  c'est-à-dire  est  de  la  forme  /j"",  p  étant  un  nombre 
premier. 

Donc,  pour  N  =  /j'",  c'est-à-dire  pour  une  puissance  (jueUonque  m 
d'un  nombre  premier  p  impair,  on  a  toujours 

I  .a.h.c.d . .  .  N  —  T  -4-  I  =  aiLN; 

ce  qui  renferme,  comme  cas  particulier,  le  théorème  de  Wilson,  en 
faisant  /n  =  i . 

Si  N  =  np"",  on  a  bien  deux  décompositions  possibles  de  N  en  deux 
facteurs  premiers  entre  eux,  savoir,  i  et  ip'",  et  puis  ■>.  et  p'";  mais  ces 
deux  décompositions  répondent  aux  mêmes  solutions  de 

j:^  _  ,  —  on.  (  2^""  ) , 

puisque  si  l'un  des  binômes  x  +  i  et  a:  —  1  est  divisible  par  ip"'  et 
par  conséquent  par  2,  l'autre  est  aussi  divisible  par  x.  Ainsi,  dans  le 
cas  de  N  :=  ip"',  p  étant  un  nombre  premier  quelconque,  excepté  2,  il 
n'y  a  encore  qu'un  seul  couple  de  solutions  possibles  pour 

x'  —  \  =  arcN  ; 

et  partant,  on  a,  comme  ci-dessus, 

I  .a.b.c.d. . .  N  —  I  -t-  I  =  ar^-N; 
mais  pour  tous  les  autres  cas  de  iN^  impair  ou  simplement  pair,  on  a 


i. a.b.c.d.  ..  N  —  I  —  I  =  OKN. 

20.  Soit  à  présent  N  pairement  pair  ou  d'un  degré  supérieur  de  pa- 
rité; et  soit  k  le  nombre  des  facteurs  simples  qui  entrent  dans  la  com- 
position de  N;  on  aura  d'abord  2*~'  pour  le  nombre  de  toutes  les  dé- 
compositions possibles  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux,  et  puis 
encore  2*^'  pour  le  nombre  des  décompositions  en  deux  facteurs  non 
premiers  entre  eux,  mais  sans  autre  connnun  diviseur  que  2;  donc  le 
nombre  total  des  décompositions  sera  2.2*"'  ou  2*,  et  par  conséquent 
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foujoius  pair,  et  l'on  aura 


ï. a. b.c. d etc.  N  —  i—  i  =  ,mN. 

26.  On  exceptera  pourtant  le  cas  du  nombre  N  =  2.u  ou  4;  car  a 
cause  de  la  propriété  de  chacun  des  binômes  x  -h  i  et  a.  —  i ,  qui  est 
de  ne  pouvoir  être  divisi])le  par  2,  sans  que  l'autre  ne  le  soit  en  même 
temps,  il  est  clair  que  les  deux  solutions  de  jt*  —  i  :=  SK/t  sont  les 
mêmes,  soit  pour  la  décomposition  de  4  en  i  et  4>  soit  pour  la  dé- 
composition de  4  en  2  et  2.  comme  on  l'a  déjà  remarqué  plus  haut, 
pour  le  cas  de  N  =  ip"'. 

27.  Ainsi,  pour  nous  résumer,  le  produit  de  tous  les  noinbns 
i,  a,  h.  c,  etc.,  N  —  i,  iujérieurs  et  premiers  à  N,  étniit  augmenté  de 
l'unité,  est  divisible  par  N  ilnns  tous  les  cas  r/p  N  =  /?  ou  ip,  p  étant 
un  nombre  premier  quelconque;  et  dans  le  cas  de  N  ^  p'"  ou  2//", 
j>  étant  un  nombre  premier  quelconque ,  mais  autre  que  le  nombre  2. 

Pour  tous  les  autres  cas,  le  produit  des  nombres  injérieurs  et  pre- 
miers à  N,  étant ,  au  contraire,  diminué  de  l  unité,  est  toujours  divi- 
sible par  ^. 

28.  M.  Gaii.ss.  dans  ses  Disquisitiones  arithmeticœ,  a  indiqué  cette 
extension  du  théorème  de  Wilson,  pour  des  nombres  quelconques  N; 
mais  comme  il  n"a  point  ajouté  la  démonstration  des  différents  cas,  il 
m'a  paru  assez  intéressant  d'éclaircir  ce  théorème  qui  dépend  essen- 
tiellement de  la  résolution  de  l'équation  binôme 

,r^  -  1  =  OKN, 

et  du  nombre  des  racines  qu'elle  admet  suivant  la  nature  du  nombre 
donné  N.  On  a  vu  d'ailleurs  comment  cette  équation  indéterminée  se 
résout  tout  de  suite  au  moyen  d'une  autre  qui  n'est  que  du  premier 
degré,  et  dont  la  solution  s'obtient  par  les  méthodes  connues. 

Article  V. 

Sur  toutes  les  décompositions  possibles  d'un  nombre  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux. 

29.  J'ai  dit  plus  haut  que  le  nombre  de  manières  de  décomposer 
N=  a'^b^c'...,  en  deux  facteurs  P  et  Q  premiers  entre  eux,  était 
marqué  par  2*"',  A"  étant  le  nombre  des  facteurs  simples  a,  b.  c....  qui 
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entrent  dans  la  composition  de  N.  On  peut  facilement  démontrer  ce 
théorème  ,  comme  le  fait  Legendre,  en  le  tirant  comme  cas  particulier 
d'un  autre  théorème  où  l'on  considère  tous  les  diviseurs  possibles  du 
nombre  N;  mais  on  peut  aussi  le  démontrer  directement  et  de  la  ma- 
nière la  })lus  simple ,  par  la  considération  suivante.  Et  d'abord ,  puis- 
que P  et  Q  sont  supposés  premiers  entre  eux,  on  voit  que  chacun  des 
diviseurs  simples  a,  b,  c,...  ne  peut  jamais  entrer  que  dans  un  seul  des 
deux  facteurs  P  et  Q.  Et  par  conséquent  les  exposants  a,  g,  7,...  de  ces 
diviseurs  simples  n'influent  en  aucune  sorte  sur  le  nombre  cherché, 
qui  est  le  même  que  si  l'on  avait  simplement  N  =  abc...  et  qui  ne  dé- 
pend ainsi  que  du  nombre  k  de  ces  diviseurs  simples  a,  b,  c,  etc.; 
or,  si  l'on  veut  compter  maintenant  en  combien  de  manières  ce  produit 
abc...  peut  être  partagé  en  deux  facteurs  P  et  Q,  il  n'y  a  qu'à  voir  de 
combien  de  manières  on  peut  prendre  les  lettres  a,  b,  c,...  une  k  une, 
ce  qui  donne  d'abonl  le  nombre  k;  et  puis  ces  mêmes  lettres  ■>.  à  2,  ce 

qui  donne  — - — ;   et  puis  ces  mêmes  lettres  3  à   3,   ce  qui  donne 

A-.* — i.^ — a  •      ■    I 

j-3 ;  et  ainsi  de  suite  jusqu  aux  combinaisons  A  —  1  n  k  —  i  : 

et  l'on  aura  d'abord  le  nombre 


2.3 


etc.. 


qui  sera  double  du  nombre  des  décompositions  que  l'on  considère, 
puisque  celles  qui  répondent  aux  combinaisons  i  à  1,  2  à  2,  3 
a  3,  etc.,  sont  les  mêmes  qui  répondent  respectivement  aux  combi- 
naisons k  ~  i  ii  k  -  i,  k  -  a  k  k  -  2,  k  -  i  à  k  -  i,  etc.  Donc,  si 
l'on  ajoute  au  nombre  précédent  le  nombre  2  ou  1  +  1 ,  pour  compter 
aussi  deux  fois  la  dernière  décomposition  de  N  dans  les  facteurs  pre- 
miers entre  eux  i  et  N,  on  aura 


etc. 


qui  sera  double  de  toutes  les  décompositions  possibles  que  nous  cher- 
chons. Mais  il  est  évident  que  cette  suite  n'est  autre  chose  que  (  i  -+-  1/ 
ou  2*;  donc,  en  divisant  par  2,  on  a  pour  le  nombre  cherché  2*-', 
comme  nous  l'avions  supposé. 
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CHAPITRE  II. 

Démonstrations  nouvelles  des  théorèmes  qui  précèdent . 

Quoique  les  démonstrations  que  j'ai  indiquées  plus  haut  soient  assez 
claires,  il  me  semble  qu'on  en  pourrait  encore  désirer  de  plus 
simples  et  de  plus  directes,  surtout  pour  des  théorèmes  si  élégants  et 
si  utiles  dans  la  science  des  nombres. 

Voici  donc,  en  premier  lieu,  une  nouvelle  démonstration  très-simple 
du  fameux  théorème  de  Fermât,  que  j'étendrai  sur-le-champ  à  un 
nombre  quelconque  N  simple  ou  composé. 

Article  I". 

Théorème  de  Fermât  généralisé. 

1 .   Soient 

i.  a,  b,  c,  d,  etc.,  N  —  i, 

les  n  nombres  inférieurs  et  premiers  à  un  nombre  quelconque  N. 

Multipliez  tous  ces  nombres  par  l'un  quelconque  d'entre  eux,  x, 
autre  que  l'unité;  ce  qui  donnera 

jc,     ax,     bx,     ex.     dx,     etc.,     N  —  i.x, 

il  est  clair  que  ces  n  produits  seront  tous  différents  entre  eux,  et  de 
plus  premiers  à  N;  et  que ,  par  conséquent ,  étant  rabaissés  au-dessous 
de  N  par  la  division,  ils  ramèneront  dans  un  autre  ordre  la  première 
suite 

1 ,  a,  h,  c,  nf,  etc.,  N  —  i . 

Donc  le  produit  de  ces  nouveaux  nombres  x,  nx,  bx,  etc.,  qui  est 
x"  {abc...  N  — i),  sera  équivalent  au  produit  des  premiers(aècr/...N  — i) , 
relativement  au  nombre  N;  de  sorte  qu'on  aura 


X"  abcd...  IN  —  i)  =  [abcd...  N  —  i  )  -h  3n.N, 

et,  divisant  de  part  et  d'autre  par  (abcd...^  —  i),  qui  est  un  produit 
premier  à  N,  il  viendra 

x"  —  î  -+-  3TLN, 
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.OIL  désignant  un  multiple  nécessairement  entier.  C'est-à-dire  que  la 
puissance  n  d'un  nombre  quelconque  x  premier  à  N,  étant  diminuée 
de  l'unité,  est  toujours  divisible  par  ]N  ;  de  sorte  qu'on  a  toujours 

X"  —  i  =  OTlN  , 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Article  II. 

Théorème  de  Wilson  généralisr,  etc. 

'2.  On  peut  démontrer  d'une  manière  aussi  simple  le  théorème  gé- 
néral analogue  au  théorème  de  Wilson,  que  j'ai  présenté  plus  haut, 
mais  qui  endjrasse  à  la  fois  tous  les  nombres  N  simples  ou  composés. 

Formez  tous  les  produits  n  —  i  k  n  —  i ,  des  n  nombres  \ .  a,  b. 
c,  d,  etc.,  N  —  I,  inférieurs  et  premiers  à  N;  et  vous  aurez  ii  produits 
différents  entre  eux,  tous  premiers  à  N,  et  qui,  étant  rabaissés  au- 
dessous  de  N  par  la  division,  reviendraient  aux  n  premiers  nombres 
proposés  I,  a,  b,  c,  d,  etc.,  N —  i,  mais  dans  un  nouvel  ordre, 
ce  qui  est  indifférent  pour  notre  objet.  Or  il  est  évident  que  le  pro- 
duit de  ces  n  produits  différents  est  (aZ'CY/...  N  — 1)"~' ;  et  comme 
ce  produit  doit  revenir  au  même,  relativement  à  N,  que  le  simple  pro- 
duit [abcd...  N  —  I  )>  il  s'ensuit  qu'on  a 


{abcd...  N  -  I  )"-'  =  {abcd...  N  - 1  )  +  OTlN, 
ou  bien 

{abcd...  N  —  I  )"    =  {abcd...  N~^  Y  -<-  Oî^N. 

Mais  pai"  le  théorème  précédent,  le  premier  membre  [abcd...  N  —  iV' 
est  égal  à  l'unité;  donc  on  a 

{abcd../^"^^^\  )''  —  i  =  3ItN; 

c  est-à-dire  que  le  carré  du  produit  de  tous  les  nombres  injérieurs  et 
premiers  à  un  nombre  quelconque  N,  étant  diminue  de  l'unité,  est  tou- 
jours divisible  par  N. 

3.   En  considérant  les  puissances  quelconques 


I,  al,   b"!,  f',   etc.,  N  —  r^ 

Tome  X.  —  Février  i8-45. 
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on  dénionlrerait  de  même  que  leur  somme  donnerait,  relativement  à  N, 
le  même  reste  que  la  somme  des  nombres 

xi,  x^ni,  xih'i,  x^ci,  etc.,  xi'^  —  \\ 

et  que,  par  conséquent,  la  différence 


(xi  —  i)  (i  +rt?+  /)'  +  elc.  +  N—  r) 

est  toujours  divisible  par  N. 

Si  N  est  xm  nombre  premier  p,  et  q  une  puissance  inférieure  à 
p  —  I,  le  facteur  binôme  jr'  —  i,  qui  ne  peut  devenir  divisible  par  p 
pour  plus  de  q  valeurs  de  x,  ne  le  sera  donc  point  pour  tous  les 
nombres  x,  i ,  2,  3,  4»  etc.,  jusqu'à  p  —  i-  Donc,  en  employant  pour  x 
une  des  valeurs  qui  ne  donnent  point  x^  —  i  divisible  par  p,  on  en 
conclura  que  la  somme  des  puissances  q  de  tous  les  nombres 

I,  2,  3,  4,  5,  6,  etc.,  p  —  ï , 

est  toujours  divisible  parp,  q  étant  inférieur  ii  p  —  i  ;  et  même,  comme 
on  le  verra  plus  loin,  q  étant  un  nombre  quelconque,  mais  non  divi- 
sible par  p  —  i- 

Remarque  sur  ces  démonstrations  et  tur  les  deur  principes  qui  leur  servent  de  base. 

4.  Les  démonstrations  précédentes  sont  d'autant  plus  remarquables 
qu'elles  ne  supposent  absolument  que  ces  deux  principes  d'arithmé- 
tique :  l'un ,  que  le  résultat  d'un  produit  est  toujours  le  même  daus 
quelque  ordre  que  l'on  multiplie  les  facteurs  ;  l'autre,  que  si  deux 
nombres  sont  premiers  par  rapport  à  un  troisième,  leur  produit  est 
aussi  premier  par  rapport  à  ce  troisième  nombre. 

o.  Le  premier  principe,  qui  permet  de  changer  à  volonté  l'ordre  de 
plusieurs  facteurs  a,  b,  c,  d,  e,  h,  sans  troubler  le  résultat  final  de 
l'opération,  est  pour  ainsi  dire  évident.  Car  on  voit  d'abord  qu'on 
peut  changer  l'ordre  de  deux  facteurs  voisins. 

Je  suppose,  en  effet,  que  l'opération  soit  faite  en  suivant  cet  ordre 

a.h.c.d.e.h, 
et  qu'on  change  l'ordre  des  deux  facteurs  voisins  c  et  d,  en  sorte  qu'on 
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ait  actuellement 

a.h.(l.c  .e.h, 

je  dis  que  les  produits  seront  les  mêmes.  Car,  supprimez  le  dernier 
facteur  h,  ce  qui  ne  trouble  pas  l'égalité,  si  elle  existe;  supprimez  en- 
suite, et  par  la  même  raison  ,  le  facteur  e;  il  suffit  de  démontrer  l'éga- 
lité des  produits  abcd  et  abdc;  or,  soit  p  le  résultat  connnun  ab,  et 
il  ne  reste  qu'à  prouver  l'égalité 

p.c.d  =  p.d.c; 

mais  le  premier  produit  peut  se  figurer  ainsi  : 


PPPPPPPP, 
P  P  P  P  P  P  P  P, 
PPPPPPPP, 
PPPPPPPP, 

où  l'on  voit/j  pris  c  fois  dans  la  ligne  horizontale,  et  toute  cette  ligne 
p  X  c  prise  d  fois. 

Mais  on  y  voit  également  p  pris  d  fois  dans  la  ligne  verticale,  et 
toute  celte  ligne /j  x  d  prise  c  fois. 

Ainsi,  le  produit  pxcxd,  non-seulement  est  égal  au  produit 
px  dy<c,  mais  il  est  encore  identù/ue  avec  lui  :  c'est  la  même  cliose 
vue  de  deux  manières  différentes. 

Actuellement  il  est  clair  que  le  produit  de  tant  de  facteurs  quon 
voudra  est  identique  avec  le  produit  des  mêmes  facteurs  pris  dans  un 
nouvel  ordre  quelconque.  Car,  parle  théorème  précédent,  vous  pou- 
vez amener  un  facteur  quelconque  à  la  place  de  son  voisin ,  et  par 
conséquent,  de  proche  en  proche,  à  telle  place  que  vous  voudrez. 
Vous  pourrez  donc,  sans  changer  l'un  des  deux  produits,  mettre  ses 
différents  facteurs  précisément  dans  l'ordre  ou  ils  sont  écrits  dans 
l'autre,  auquel  cas  l'identité  de  ces  deux  produits  est  manifeste. 

6.  Le  second  principe  se  trouve  démontré  dans  les  Éléments  d'Eu- 
clide;f'en  ai  donné,  il  y  a  longtemps,  une  démonstration  facile,  qui 
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a  déjà  passé  dans  quelques  ousrages,  et  que  je  crois  devoir  rapporter 
ici,  à  cause  de  sa  simplicité. 

Si  deux  nombres  a  et  h  sont  premiers  à  N.  leur  produit  sera  aussi 
premier  à  N. 

En  effet,  faites  !a  même  opération  que  si  vous  cherchiez  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  a  et  N;  comme,  par  hvpothèse,  ils  n'en  ont 
pas  d'autre  que  l'unité ,  vous  trouverez  une  suite  d'équations  telles  que 
celles-ci  : 

a  =  N.^  4-  R, 
N  =  R.q'  +  R', 


R  =  W.f  +  1 , 

ou  la  dernière  présentera  nécessairement  pour  dernier  reste  l'tuiité. 
Multipliez  toutes  ces  équations  par  /;,  et  vous  aurez 

ab  =  b^q  +  ^'R, 
èN  =  AR  9'  +  bW, 


bR  =  bWq"  -+-  b. 

Or,  s'il  existait  un  commun  diviseur  0  entre  ab  et  N,  vous  voyez,  par 
la  première  équation,  qu'il  diviserait  nécessairement  bR;  et  par  la 
deuxième  équation,  qu'il  diviserait  nécessairement  bW,  etc.;  et  par  la 
dernière  enfin ,  qu'il  diviserait  nécessairement  b  :  ainsi,  0  diviserait 
nécessairement  N  et  b,  ce  qui  ne  se  peut,  puisque  b  est  premier  à  N. 
Donc  ab  est  premier  à  N. 

Mais  on  peut  encore  tirer  ce  théorème  de  principes  plus  simples 
puisés  dans  la  considération  de  Vordre^  comme  nous  le  verrons  dans 
le  chapitre  suivant. 

Article  III. 

Sur  le  nombre  qui  mfirqite  combien    il  j  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  nn 
nombre  donné. 

7.  Quant  au  nombre  n  qui  marque  combien  il  y  a  de  nombres  in- 
férieurs et  premiers  à  un  nombre  donné  N.  on  sait  qu'il  dépend  de  N 
et  des  facteurs  simples  qui  entrent  dans  sa  composition  :  de  sorte  que  si 
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ces  facteurs  simples  sont  représentés  par  a,  ê,  y,  etc.,  on  a  toujours 


n(i 


etc. 


Eiiler  a  démontré  le  premier  ce  théorème  en  plusieurs  endroits  des 
Mémoires  de  Saint-Pétersbourg.  M.  Legendre  et  M.  C.aiiss  en  ont  aussi 
donné  la  démonstration  dans  leurs  ouvrages;  mais  il  me  semble  qu'on 
en  peut  encore  présenter  une  autre  plus  simple,  et  qui  s'offre,  pour 
ainsi  dire,  d'elle-même  dans  la  question  proposée. 

En  effet,  si  de  la  suite  des  nombres  i,  2,  3,  4v-  jusqu'à  N,  on  ote 
tous  les  midtiples  de  a;  que  des  nombres  restants  on  ôte  tous  les  mul- 
tiples de  S,  et  ainsi  de  suite  ;  il  est  clair  qu'on  aura  ôté  tous  les  nombres 
qui  peuvent  avoir  avec  N  quelque  commun  diviseur.  Ainsi  les  nombres 
restants,  qui  ne  peuvent  contenir  aucun  des  facteurs  simples  de  N, 
seront  nécessairement  premiers  à  N.  Il  s'agit  donc  d'examiner  combien 
il  doit  rester  successivement  de  ces  nombres,  à  mesure  qu'on  retran- 
cherait de  la  suite 

I,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,...,  N 

tous  les  mtdtiples  de  a;  et  du   reste  tous  les  multiples  de  c;  et  du 

nouveau  reste  les  multiples  de  y,  et  ainsi  de  suite. 

Or,  il  est  évident  que  le  nombre  des  multiples  de  a ,  contenus  dans  la 

suite  précédente,  est  le  sous-multiple  a  du  nombre  N  de  tous  les  ternies, 

N 
c'est-à-dire  est  -  :  car  on  ne  trouve  ces  multiples  de  a,  qu'en  prenant 

les  termes  de  a  en  a,  à  partir  du  premier  1  ;  on  aura  donc,  pour  If- 
nombre  N'  des  fermes  restants,  quand  on  ôte  les-  multiples  de  a, 

a 

ou  bien 

N'=  N  fi  - 


Actuellement,  de  ces  W  nombres  il  faut  ôter  les  multiples  de  ê;  or  je 
dis  qu'il  y  en  a  la  même  partie  aliquote  que  dans  les  N  premiers,  c'est- 

à-dire  qu'il  y  en  a  y-  En  effet,  je  puis  voir  ces  N'  termes  comme  coin- 
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posés  de  la  suite  des  N  premiers,  moins  la  suite  des  multiples  de  a  qu'on 
a  soustraits;  or,  dans  la  première  suite,  il  y  a  -  multiples  de  ê,  et 
dans  la  seconde,  qui  est  aussi  une  progression  arithmétique,  il  est  clair 
qu'il  y  en  a  la  même  aliquote.  Donc,  dans  les  N'  termes  qui  font  comme 
la  différence  des  deux  suites,  il  y  en  a  aussi  la  même  aliquote,  c'est-à- 

dire  -^-  Donc  on  a,  comme  plus  haut,  en  marquant  par  N"  le  nombre 
des  termes  qui  restent. 

N"=N'(,  -I). 

Maintenant,  de  ces  nombres  restants  il  faut  ôter  tous  les  multiples  de  7: 
or  je  dis  que  dans  ces  N  termes  restants,  il  y  en  a  encore  la  même  ali- 
quote que  dans  les  N  premiers  et  dans  les  N'  seconds;  c'est-à-dire  qu'il 

N" 
y  en  a  —    Car  je  puis  voii-  ces  N"  termes  restants  comme  composés 

IN' 
des  N'  précédents,  moins  les  —  multiples  de  S  qui  y  sont  contenus. 

Oi-,  dans  la  première  suite  des  N'  termes,  il  est  clair,  comme  ci-des- 

N' 
SUS,  qu'il  y  a  —  multiples  de  7;  et  dans  la  seconde,  qui  est  compo- 

N' 
sée  des  j-  multiples  de  ê,  il  est  facile  de  voir  qu'il  y  en  a  aussi  la  même 

aliquote  (car  cette  suite  n'est  autre  chose  que  les  multiples  de  o  pris 

dans  N,  moins  les  multiples  de  ê  pris  dans  les  -  multiples  de  a)  ;  donc, 

N" 
dans  la  différence  N",  il  y  a  —  multiples  de  7;  donc,  en  étant  les  mul- 
tiples de  7,  on  aura  pour  le  nombre  N  '  de  ceux  qui  restent  : 

N~  =  N-(,-i), 

et  anisi  de  suite. 
Ainsi  l'on  a 

N'=N(t-l), 
.     N'"  =  N('i  -  -\  (i  -  iUi  --1  etc 
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et  par  conséquent 

"  =  M'-0('-O('-0-- 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque  I. 

8.  Cette  démonstration  très-simple  résulte,  comme  on  voit,  de  ce 
principe  que,  dans  les  diverses  suites  de  nombres  que  l'on  considère, 
il  y  a  toujours  la  même  aliquote  des  multiples  d'un  même  facteur. 
Ainsi,  quand  des  N  premiers  nombres  ou  multiples  de  i  ,  on  veut  ôter 
les  multiples  de  a  et  compter  ceux  qui  restent,  il  faut  retrancher  une 

partie  -  de  ces  N  nombres,  ou  multiplier  N  par  i :  et  parmi  ces 

nombres  restants,  il  y  a  encore  proportionnellement  autant  de  mul- 
tiples de  ê,  qu'il  y  en  a  dans  les  N  premiers,  et  par  conséquent  il  y  en 
a  une  partie  g-  Donc,  si  l'on  veut  les  ôter  et  compter  ceux  cjui  restent. 

il  faut  multiplier  le  premier  résultat  N  (  i  —  -|  par  i  —  ^^  et  ainsi  de 
suite. 

Dans  les  Mémoires  de  Saint-Pétersbourg  pour  1780,  je  trouve 
qu'Euler  a  présenté  une  démonstration  semblable  qu'il  regarde,  avec 
raison,  comme  la  plus  simple,  et  dont  l'idée  lui  avait  été  donnée  par 
la  manière  même  dont  se  compose  la  formule  précédente,  qu'il  avait 
déjà  trouvée  par  une  autre  analyse.  Mais  il  y  a  une  remarque  impor- 
tante à  faire  sur  cette  dernière  démonstration  :  c'est  qu'Euler  y  suppose 
précisément  ce  qui  en  fait  toute  la  force,  je  veux  dire,  qu'il  y  a  tou- 
jours la  même  aliquote  des  multiples  d'un  même  facteur  dans  ces 
diverses  suites  où  le  nombre  des  termes  est  N,  N',  N",  etc.  Or  cela  ne 
se  voit  clairement  que  pour  la  première  suite,  car  les  autres  cessent 
d'être  des  progressions  par  différence,  et  deviennent  de  plus  en  plus 
irrégulières.  Ainsi  l'auteur  omet  le  seul  point  essentiel  de  la  démons- 
tration, le  reste  n'ayant  aucune  difficulté,  et  le  théorème  ne  se  trou- 
vait point  par  là  solidement  établi. 

Remarque  II. 

9.  Le  nombre  N  étant  par  hypothèse  de  la  forme  N  =  a^g."7'..., 
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l'expression  précédente  de  «,  qui  est 

peut  se  réduire  à  celle-ci 

n  =  a'^'  (a  —  i).S/'-'  (S  —  i).7»-'  (7  —  i)..., 

où  l'on  voit  facilement  que,  si  le  nombre  N  =  u^'  §/'  7"...  est  partagé  en 
facteurs  quelconques  P,  Q,  R,.--  premiers  entre  eux,  le  nombre  n,  qui 
marque  combien  il  j  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  N,  est  égal 
cm  produit  de  ceux  qui  marqueraient  de  même  combien  il  j  a  de 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  chacun  des  facteurs  P,  Q,  R,.-  de  N. 
Ainsi  en  indiquant ,  comme  le  fait  Euler,  par  le  signe  ç  N)  la  multi- 
tude des  nombres  inférieurs  et  premiers  à  un  nombre  N,  si  l'on  sup- 
pose ce  nombre  décomposé  d'une  manière  quelconque  en  facteurs  P, 
Q,  R.  etc.,  premiers  entre  eux,  on  a  ce  théorème  élégant 

ç)  (N)  =  <p  (PQR...)  =  (p  (P).9  (Q).9  (R).... 

Remarque  III. 

iO.  Si  l'on  décomposait  N  dans  les  deux  facteurs   i  et  N  qui  sont 
piemiers  entre  eux ,  on  aurait  donc 

?(N)  =  <p(i)?(N), 

d'où  l'on  voit  qu'il  faut  compter  ^3(1)  comme  égal  à  i.  Cependant  on 
ne  peut  pas  dire  qu'il  y  ait  aucun  nombre  irférieur  et  premier  à  i  ; 
mais  on  peut  dire  qu'il  y  a  im  nombre  premier  à  i  et  noti  plus  grand 
que  I,  et  qui  est  i  lui-même;  car  ces  deux  nombres  i  et  i,  quoiqu'ils 
soient  égaux,  doivent  être  regardés,  suivant  la  définition,  comme 
premiers  entre  eux ,  puisqu'ils  n'ont  d'autre  commun  diviseur  que 
l'unité.  C'est,  au  reste,  une  propriété  qui  n'appartient  qu'à  ces  seuls 
nombres  égaux.  Donc,  si  l'on  veut  envelopper  aussi  ce  cas  unique 
dans  la  même  expression  commode  que  j'ai  employée  jusqu'ici,  il 
faut  entendre ,  par  nombre  premier  et  inférieur  à  un  autre  ,  un 
nombre  premier  à  cet  autre  et  non  plus  grand.  Et  de  cette  manière,  ce 
cas  singulier  qui  regarde  l'unité  se  trouvera  compris  parmi  tous  les 
autres. 
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Rem   rq  lie  IV. 

M.  L'expression  générale  du  nombre  n  fait  voir  encore  que  n  est 
toujours  pair,  excepté  dans  le  cas  de 

N  =  I     et         N  =  2, 

où  l'on  a 

s  ('  I  )  =  I      et     œ  (2)  =  1 . 

Si  N  =  2I,  1  étant  un  nombre  impair,  on  a 

y  (N,  =  9(1)9(2), 
et  parlant 

9(2l)  =  <p(I). 

Ainsi  il  n'y  a  pas  plus  de  nombres  inférieurs  et  premiers  au  doidjle  d'un 
impair,  qu'à  cet  impair  lui-même.  En  géométrie,  j'ai  fait  voir  qu'il  \ 
a  autant  d'espèces  de  polygones  réguliers  de  N  côtés,  qu'il  y  a  de 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  N,  ou  simplement  la  moitié,  si  l'on 
ne  veut  compter  que  les  polygones  qui  font  à  nos  yeux  des  images  dif- 
férentes. On  voit  donc  que,  pour  les  polygones  de  2I  côtés,  il  n'y  a 
pas  plus  d'espèces  différentes  que  poiu-  les  polygones  d'un  nombre  l 
de  côtés,  deux  lois  moindre.  Ainsi,  il  n'y  a  pas  plus  d'espèces  dhexa- 
gones  que  d'espèces  de  triangles;  pas  plus  de  décagones  que  de  penta 
gones,  etc. ,  mais  ce  sont  les  seuls  cas  où  la  chose  ait  lieu  ;  car  1  est. 
après  l'unité  ,  le  seul  nombre  qui  donne  $  (2^  =  1 . 

Article  IV. 

Sur  le  nombre  Je  tous  les  diviseurs  possibles  d'un  nombre  ilo/int'-. 

12.  Considérons  maintenant  tous  les  diviseurs  possibles  que  peut 
avoir  un  nombre  N  =  a^ê""/'...,  en  y  comprenant  1  et  le  nombre  N 
lui-même.  Il  est  clair  que  ces  diviseurs  ne  sont  autre  chose  que  les  dif- 
férents termes  du  produit  fait  de  ces  progressions  géométriques 

I  -t-  a  -f-  a^  +  a'  +  a*  -i-...-t-  a\ 
1 -h  g  H- g*  -)- ê'  -)-  ê*  +...-^g'% 
I  -f-  7  -+-  7*  -^  7'  +7*  -H.  .+  7', 
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D'où  l'on  voit,  par  la  théorie  des  combinaisons,  que  le  nombre  total 

de  ces  termes  est  exprimé  par 

(X  +  i)(fi  -I-  i)<y  +  i).... 

Quant  à  la  somme  de  ces  mêmes  termes ,  elle  est  le  produit  de  nos 
progressions  géométriques,  et  par  conséquent 

a^-t-i—,    g/'-t-'— I    'l'^^  —  i 


Sur  le  nombre  qui  marque  combien  il  y  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  tous  les 
diviseurs  possibles  d'un  nombre  donné. 

13.  Mais  supposons  ici  qu'on  veuille  compter  combien  il  y  a  de 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  tous  ces  diviseurs  possibles.  Si  l'on 
ne  regarde  d'abord  que  les  diviseurs  élémentaires  qui  forment  les 
termes  de  nos  progressions,  on  aura  ces  différentes  suites: 

I  +  G>  (a)  +  9  [o.^)  -+-  CD  {câ)  +...+  9  (a'), 
I  +<p(g)  +  <p(g=)  +  ©(g')+...+  e(ê.-), 
I  +  (p  (7)  +  <p  (7=)  +  (f  [f)  +...+  ?  (7'\ 


Or,  en  vertu  du  théorème  précédent  (n"  9^,  il  est  manifeste  que  si  l'on 
fait  le  produit  de  ces  séries,  ou  aura  pour  résultat  une  suite  de  termes 
dont  chacun  marquera  combien  il  y  a  de  nombres  inférieurs  et  pre- 
miers à  chaque  terme  du  produit  de  nos  progressions,  et  par  consé- 
quent ,  à  tous  les  diviseurs  possibles  de  N  ;  mais  chaque  série 

vaut  I  -I-  (a  —  i)  -t-  a  (a  —  i)  -I-  a*  (a  —  l'i  +...-t-  a'  -'   a  —  1  , 

c'est-à-dire  vaut  i  plus  une  progression  géométrique  dont  la  somme 
est  a^  —  I  ;  donc  la  première  série  vaut  en  somme  i  +  a^  —  i,  c'est-à- 
dire  a  ^.  De  même  la  deuxième  série  vaut  en  somme  ê",  et  la  troi- 
sième 7'  ,  et  ainsi  des  autres;  donc  le  produit  de  ces  suites,  ou  le  nombre 
cherché,  est  a^ê'*7"...,  c'est-à-dire  le  nombre  N  lui-même. 

On  a  donc  ce  théorème  remarquable  et  qui  nous  sera  utile  dans  la 
théorie  des  racines  primitives  : 

Si  l'on  considère  tous  les  diviseurs  possibles  d'un  nombre  quelcon- 
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cjue  N ,  cl  ([lion  veuille  compter  combien  ilj  a  de  nombres  iiijerieurs  el 
premiers  à  chacun  d'eux,  on  trouvera  en  somme  totale  le  nombre  N 
lui-même. 

M.  Gauss  est ,  je  crois,  le  premier  qui  ait  donné  ce  théorème  dans  ses 
Disqnisitio/ies  nrithmeticœ;  mais  sa  démonstration,  qui  nous  a  paru  un 
peu  difficile ,  diffère  en  entier  de  la  précédente.  Il  me  semble  que  la 
nôtre  est  aussi  directe  et  aussi  claire  qu'on  puisse  le  désirer. 

14.  Avant  de  quitter  ce  sujet,  j'ajouterai  encore  une  proposition 
très-simple  qui  peut  aussi  servir  dans  la  théorie  des  nombres. 

On  a  fait  voir  plus  haut  que,  si  un  nombre  quelconque  N  est  résolu 
en  différents  facteurs  premiers  entre  eux,  P,  Q,  R,  etc.,  le  nombre  «, 
qui  marque  combien  il  y  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  N. 
s'exprime  facilement  au  moyen  de  ceux  qui  marquent  combien  il  y  a 
de  nombres  inférieurs  et  premiers  aux  différents  facteurs  P.  Q.  R,... 
de  sorte  qu'on  a  cette  formule  élégante 

«  =  ç(N)  =  fp;PQR...)  =  y(P).©(Q).9(R,).... 

Or  je  vais  démontrer  que  ces  nombres  premiers  à  N  peuvent  aussi 
.s'exprimer  à  l'aide  de  ceux  qui  sont  premiers  aux  facteurs  P,  Q,  R,  .. 
de  ce  nombre  composé  N 

lii.  Soient  e  un  nombre  quelconque  premier  à  N;  el  ^,  ^,  /•,...  des 
nombres  respectivement  premiers  à  ses  facteurs  P,  Q,  R,...;  je  dis 
(pioTi  aura,  pour  l'expression  des  nombres  e  premiers  à  N, 

e=pQR  +  ,/PR  +  rPQ  +.... 

En  effet,  il  est  aisé  de  voir  que  le  second  membre  sera  toujours  pre- 
mier à  N.  Car  soit,  s'il  est  possible.  5  un  nombre  qui  divise  à  la  lois 
la  somme 

/jQR  +  7PR  +  rPQ-h... 
«t  le  nombre 

N=  PQR...; 

5  diviserait  nécessairement  un  des  facteurs  P.  Q,  R,...  puisque  ces  fac- 
teurs sont  premiers  entre  eux  par  l'hvpothèse.  Or,  dans  l'expression 
de  e.  qui  est 

/jQR-f-7PR  -H /PQ-f-..., 

6.. 
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ce  facteur  P,  que  6  diviserait,  entre  dans  tous  les  termes,  hors  dans  un 
seul;  tous  ces  termes  sont  donc  divisibles  par  0;  la  somme  entière  doit 
l'être  aussi  par  hypothèse;  donc  le  seul  terme  pQR  où  P  n'entre  pas 
doit  l'être  aussi  :  mais  ni  Q,  ni  R,  etc.,  ne  peuvent  l'être  par  6  puis- 
qu'ils sont  premiers  à  P;  donc  p  devrait  être  divisible  par  ù,  aussi  bien 
que  P  ;  donc  p  ne  serait  pas  premier  à  P,  contre  l'hypothèse.  Donc 

e  =  pQR  +  ^PR  +  rPQ  +.... 

est  premier  à  PQR...,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

16.  En  prenant  pour  p,  q,  / ,...  tous  les  nombres  respectivement  in- 
férieurs à  P,  Q,  R,...,  on  aura,  par  la  théorie  des  combinaisons, 

y(P).<p(Q).y(R).. 

pour  le  nombre  des  valeurs  de  e;  et  il  est  aisé  de  voir  que  toutes  ces 
valeurs  seront  différentes  entre  elles  relativement  au  module  N. 
En  effet,  soient,  s'il  est  possible,  deux  valeurs 

/>  QR  +  7  PR^-  /•  PQ  +  ..., 
yî'QR  +  7'PR  +  7'PQ  +  ..., 

qui  donneraient  le  même  nombre  e  premier  à  N;  il  faudrait  que  la  dif- 
férence 

[p  —  P')Q^-^  </  —  <?')  PR  +  r—  r')PQH-.... 

fût  divisible  par 

N  =  PQR... 

et  je  dis  que  cela  est  impossible,  à  moins  qu'on  n'ait 

p  =  p',     q  ^=  q'.      r  ^  r'.     etc. 

Car  si  cette  différence  est  divisible  par  PQR...,  à  plus  forte  raison  le  sera- 
t-elle  par  le  facteur  P  ;  mais  tous  les  termes  le  sont  par  P,  hors  le  pre- 
mier [p — p'  QR;  donc  il  faudrait  que  celui-ci  le  fiit;  mais  Q,  R....  sont 
premiers  à  P;  donc  il  faudrait  que  p  — p'  fût  divisible  par  P,  ce  qui 
ne  se  peut,  puisque  p  et  p'  sont  deux  nombres  différents  inférieurs  à  P. 
Ainsi  les  deux  expressions  précédentes  ne  peuvent  donner  le  même 
nombre  e.  à  moins  qu'on  n'ait  p'  =  /?;  et,  par  une  raison  toute  sem- 
blable, q'  =  </,  r'  =  r,  etc..  auquel  cas  ces  expressions  se  confondent. 
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Donc  la  foriDule 

e  =  /jQR  +  (/PR  +  rPQ  +..., 

en  y  prenant  pour  p  un  nombre  inférieur  et  premier  à  P,  pour  q  un 
nombre  inférieur  et  premier  à  Q,  etc.,  est  l'expression  générale  des 
nombres  e  premiers  à  N  =  PQR...,  et  elle  n'en  donne  qu'un  nombre 
9(P).çi(Q).ç(R)...  àe  différents ,  conune  cela  doit  être. 

CHAPITRE  III. 

Démonstrations  nonveUes  tirées  de  la  considération  de  l'ordre. 

Il  semble  que  les  démonstrations  précédentes  sur  les  premières 
propriétés  des  nombres  soient  aussi  simples  qu'on  puisse  le  désirer. 
Elles  rattachent  les  théorèmes  à  quelques  principes  élémentaires,  et 
elles  en  font  voir  en  quelque  sorte  la  liaison  et  la  dépendance  mutuelle. 
Cependant  il  faut  convenir  que  l'esprit  n'est  pas  encore  conduit  dans 
cette  matière  par  une  analyse  bien  directe,  et  qu'on  ne  voit  pas  ce  qui 
a  pu  donner  l'idée  de  ces  théorèmes  qui  paraissent  si  curieux  et  si  im- 
portants dans  la  théorie  des  nombres.  Sans  doute  la  considération  des 
resles  que  donne  la  division  des  puissances  successives  d'un  nombre 
par  un  même  diviseur  premier  se  présente  assez  naturellement  en 
arithmétique,  et  c'est  par  là  que  les  géomètres  paraissent  a%'oir  com- 
mencé cette  première  partie  de  la  théorie  des  nombres.  Mais  il  me 
semble  que  ces  théorèmes  ont  une  source  plus  profonde  clans  la  science 
des  mathématiques,  et  qu'ils  doivent  tenir  à  des  principes  d'un  ordre 
plus  élevé,  de  manière  à  ce  qu'on  voie  que  ce  n'est  point  par  hasard 
que  l'esprit  s'est  attaché  à  ces  spc'culations,  qu'elles  ne  sont  point  de 
pure  curiosité,  mais  puisées  dans  la  nature  même  des  choses,  et 
qu'elles  forment  une  partie  fondanicntale  de  la  science  mathématique 
considérée  de  la  manière  la  plus  générale:  et,  pour  en  donner  une 
idée,  je  vais  présenter  de  nouvelles  démonstrations,  uniquement  ii- 
rées  de  la  considération  de  ïordre  qu'on  peut  observer  actuellement 
entre  plusieurs  objets. 

i.  Considérons  donc  plusieurs  objets  <7,  b,  c,  d,  e,  etc.,  situés  d'une 
manière  quelconque  dans  l'espace,  et  regardons-les  d'abord  dans  un 
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certain  ordre  tel  que  celui-ci  :  a,  b,  c,  d,  e,  etc.,  de  manière  qu'après  n 
vienne  b,  ensuite  c,  ensuite  r/,  etc.  :  et  comme  ici  nous  n'avons  en  vue 
que  le  nombre  et  l'ordre,  supposons  que  tous  ces  objets  soient  égaux, 
à  égales  distances  l'un  de  l'autre,  et  simplement  représentés  par  Is 
points  a,  b,  c,  d.  etc..  rangés  en  cercle,  et  formant  ainsi  les  som- 
mets d'un  polygone  régulier  de  N  côtés. 

Cela  posé,  si  à  partir  de  l'un  d'eux  ,  comme  du  point  a  par  exemple, 
on  va  de  l'un  à  l'autre  en  les  prenant  successivement  de  a  en  :;  ,  ou  de 
3  en  3,  ou  en  général  de  h  en  h,  et  que  cet  intervalle  constant  h  pai 
lequel  on  saute  soit  premier  àN,  je  dis  qu'on  passera  nécessairement 
par  tous  les  points  a,  b.  c,  d,  etc.,  avant  de  revenir  au  point  {i  d'où 
l'on  est  parti. 

En  effet ,  supposons  qu'on  ne  passe  que  par  une  partie  de  ces  ÎS' 
points  ou  sommets  ,  c'est-à-dire  par  un  nombre  n  d'entre  eux,  n  étant 
inférieur  à  N;  on  aurait  donc  formé  un  polygone  régidier  de  n  côtés, 
et  dont  chaque  côté  répondrait  à  un  nombre  h  de  côtés  consécutifs  sur 
le  premier  polygone.  En  suivant  le  contour  entier  de  ce  polygone,  ce 
qui  vous  fera  faire  une  ou  plusieurs  fois  le  tour  du  cercle ,  vous  pour- 
liez  donc  compter  un  nombre  nh  de  points  sur  la  route  parcourue;  et 
comme  vous  êtes  revenu  au  point  de  départ ,  par  hypothèse  ,  vous  au- 
riez ainsi  ce  nombre  nh  égal  à  un  multiple  exact  des  N  points  de  la 
circonférence  entière.  Ainsi  il  faudrait  que  fth  fût  un  multiple  de  N  ; 
mais  h  est  premier  à  N  et  //  est  inférieur  à  N  ;  donc  le  produit  nh  n'est 
pas  divisible  par  N,  et  par  conséquent  n'en  peut  être  un  multiple. 

Donc,  pour  que  le  produit  nh  soit  un  multiple  exact  de  N,  tel  que 
(/N.  il  faut  nécessairement  que  7i  soit  égal  à  N,  et  alors  il  s'ensuit  que  y 
est  égal  à  h.  D'où  l'on  conclut  ce  théorème  : 

Si  l'on  a  N  points  rangés  en  cercle,  et  qu'on  les  joigne  de  h  en  h, 
h  étant  premier  àl^,o/i  passe  nécessairement  par  tous  les  1^  points  avant 
de  retomber  sur  le  point  de  départ;  et  l'on  /ail  nécessairement  h  fois  le 
tour  entier  de  la  circonjérence. 

2.  Réciproquement,  si  en  joignant  N  points  de  h  en  h,  on  passe  par 
tous  ces  points  avant  de  revenir  au  premier,  h  sera  nécessairement 
premier  à  N.  Car  alors  h  ne  pourra  mesurer  exactement  de  multiple 
de  ^,  qui  soit  moindre  que  A  x  N;  et  par  conséquent  la  plus  grande 
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aliquote  de  h  qui  puisse  mesurer  N,  sera  l'aliquote  j  ou    l'unité;    et 

par  conséquent  h  et  N  seront  premiers  entre  eux. 

Si  donc  en  joignant  ainsi  plusieurs  points  par  des  intervalles  quel- 
conques égaux,  on  ne  peut  jamais  revenir  au  premier  sans  avoir  passé 
par  tous  les  autres,  on  peut  assurer  que  tous  ces  points  sont  en  nombre 
premier  absolument  :  ce  qui  donne  ime  espèce  de  définition  géomé- 
trique d'un  nombre  premier. 

3.  Si  h  et  ^  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  je  dis  qu'en  joignant 

les  N  points  de  1i  en  h,  on  ne  passera  que  par  -  d'entre  eux  ;  5  étant 

le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  nombres  h  et  ^. 

Il  est  bien  aisé  de  déduire  cette  proposition  de  la  première,  où  h 
et  N  sont  premiers  entre  eux;  mais  on  peut  aussi  la  démontrer  direc- 
tement de  la  manière  suivante,  et  comprendre  ainsi  en  un  seul  les 
deux  théorèmes  dont  il  s'agit. 

Démonstration.  Portez  h  sur  la  circonférence  N  jusqu'à  ce  que  vous 
reveniez  au  point  de  départ  (ce  qui  ne  peut  jamais  manquer  d'arriver 
après  avoir  fait  h  fois  le  tour  du  cercle  au  plus);  vous  aurez  donc  fait 
un  certain  nombre  de  fois  q.  le  tour  de  la  circonférence,  et  vous  aurez 
le  plus  petit  multiple  <jfN  que  vous  puissiez  mesurer  par  le  nombre  h; 

donc  la  plus  grande  aliquote  de  h  qui  pourra  mesurer  N  sera-^  et  par 

conséquent  -  sera  égal  au  plus  grand  commun  diviseur  de  h  et  de  N; 

de  sorte  qu'on  aura 

h  h 

-    =    3.         OU        (1    =    -r- 
q  '  ') 

Or,  si  l'on  désigne  par  x  le  nombre  des  côtés  h  du  polygone  quon 
aura  formé ,  lequel  nombre  x  marquera  aussi  celui  des  sommets  ou 
points  par  lesquels  on  aura  passé,  on  aura  évidemment  le  produit  xh 
égal  au  multiple  «yN  de  la  circonférence  N  :  ce  qui  donne,  à  cause  de  q 

égal  à  \. 

xh  =:  —5      et  par  conséquent,      a:  =  -• 
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Ainsi  l'on  ne  passera  que  par  un  nombre  x  de  points  marqué  par  ^  i 
et  l'on  aura  fait  le  tour  entier  de  la  circonférence  im  nombre  de  fois  <y, 
marqué  par  -;  ce  qiiiljàllait  démontrer. 

4.  Cette  démonstration  est  générale  pour  deux  nombres  quelcon- 
ques A  et  N.  Si  leur  plus  grand  commun  diviseur  9  est  égal  à  l'unité, 
les  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  ,  et  alors,  à  cause  de  Ô  ^  i , 
on  ax  ^  N,  et  </  =  h;  ce  qui  redonne,  comme  conséquence,  le  pre- 
mier théorème  qu'on  avait  démontré. 

5.  On  peut  remarquer  encore  que  celte  démonstration  ne  suppose 
aucune  propriété  des  nombres  ni  aucun  théorème  d'arithmétique  ,  pas 
même  cette  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  que  nous  devons 
a  Euclide.  Elle  donnerait  même,  au  besoin,  pour  la  recherche  de  ce 
commun  diviseur,  une  règle  nouvelle  qu'on  pourrait  suivre  en  arith- 
métique et  en  géométrie,  et  qui  ne  paraît  pas  moins  élégante. 

Ré^/r  nnuvcllc  pour  trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux  grandeurs,  ou  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  donnés. 

(î.  Soit  à  trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux  gran- 
deurs A  et  B;  portez  l'une  d'elles  A  sur  l'autre  B,  et  si  elle  y  est  con- 
tenue exactement  un  certain  nombre  de  fois,  la  grandeur  A  sera  elle- 
même  la  commune  mesure.  Mais  s'il  y  a  un  reste,  au  lieu  de  prendre 
ce  leste  et  de  le  porter  sur  la  première  A,  comme  on  le  fait  ordinai- 
rement ,  portez  toujours  la  même  grandeur  A,  non  plus  sur  la  grandeur 
simple  B,  mais  sur  le  double  de  B;  s'il  n'y  a  pas  de  reste,  la  moitié 
de  la  première  A  mesure  la  seconde  B,  et  c'est  la  plus  grande  commune 
mesure.  S'il  y  a  encore  un  reste,  continuez  toujours  de  porter  A, 
mais  sur  le  triple  3B  de  la  seconde  B;  si  elle  y  tombe  un  nombre 
exact  de  fois,  le  tiers  de  A  sera  la  commune  mesure  de  A  et  B,  et  ainsi 
de  suite  :  de  sorte  que  si  la  première  grandeur  A  ne  commence  à  me- 
surer juste  que  le  midtiple  mB  de  la  seconde,  —  sera  nécessairement  la 

|)l!!S  grande  commune  mesure  des  deux  grandeurs  A  et  B. 

Et,  en  effet,  s'il  v  avait  une  autre  aliquote  de  A  qui  put  mesurer  B, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  49 

telle  que  l'aliquote  ^,  et  qui  fiit  plus  grande  que  ^,  ce  qui  donnerait 
ni!  <  m;  alors,  comme  —,  mesurerait  B,  il  est  évident  que  A  mesurerait 
exactement  m'B,  et  par  conséquent  un  multiple  de  B,  plus  petit  que 
le  multiple  mB:  or  cela  ne  se  peut,  puisque  wB  est  le  premier,  et  par 
conséquent  le  plus  petit  multiple  de  B  que  vous  ayez  pu  mesurer  par 
la  grandeur  A.  Donc  -  est  la  plus  grande  commune  mesure  Q  des  deux 
grandeurs  A  et  B. 

Si ,  au  lieu  de  prendre  Ja  grandeur  A  pour  la  porter  sur  B,  on 
prend  B  pour  la  porter  sur  A,  ou  2 A,  ou  3A,  ou  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on 
rencontre  le  plus  petit  multiple  nk  que  B  mesure  exactement ,  on  aura 
de  même  -  pour  la  plus  grande  commune  mesure  des  deux  grandeurs 
proposées. 

D'où  l'on  voit,  en  comparant  cette  seconde  expression  à  la  pre- 
mière, que  le  rapport  -  sera  exprimé  par  la  fraction  -,  fraction  qui 
se  trouvera  toute  réduite  à  sa  plus  simple  expression. 

7.  En  opérant  sur  les  nombres,  on  diviserait  le  nombre  B  par  A,  on 
aurait  un  certain  quotient  et  un  reste;  on  ajouterait  à  ce  reste  le  divi- 
dende B,  et  l'on  continuerait  de  diviser  par  A,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  qu'on  parvînt  à  une  division  sans  reste;  alors  on  diAnserait  A  par  le 

nombre  m  de  divisions  effectuées,  et  -  serait  la  plus  grande  partie 
de  A  capable  de  mesurer  B,  ou  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  nombres  A  et  B.  Mais  le  procédé  serait  plus  long  que  par  la  mé- 
thode ordinaire. 

8.  En  Géométrie,  on  prendrait  une  ligne  indéfinie  sur  laquelle  on 
porterait  successivement  des  parties  égales  à  l'une  B  des  deux  lignes 
données;  on  porterait  ensuite  l'autre  ligne  A,  a  partir  d'un  point  de 
division  ,  jusqu'à  ce  qu'on  retombât  sur  un  autre  point  de  division,  et 
si  cela  arrivait  après  avoir  mesuré  la  longueur  wB.  -  serait  la  coni- 
mune  mesure. 

Tome  X.  —  Février  1845. 
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9  Mais  comme  il  faut  toujours  ajouter  la  ligne  B  à  elle-même,  ou 
prendre  sur  une  ligne  indéfinie  tous  les  multiples  de  B,  il  est  bien  plus  clair 
et  plus  simple  de  représenter  la  ligne  B  par  une  ligne  fermée  rentrante 
sur  elle-même,  telle,  par  exemple,  que  la  circonférence  d'un  cercle; 
ou,  si  B  marque  un  nombre,  de  le  représenter  par  B  points  rangés  régu- 
lièrement sur  cette  circonférence;  alors  on  trouve  sur  la  même  figure 
finie,  l'infinité  des  multiples  de  cette  ligne,  ou  de  ce  nombre,  en  faisant 
toujours  le  tour  du  même  cercle.  Ainsi  l'on  portera  la  longueur  ou  le 
nombre  A  sur  la  circonférence  B,  à  partir  d'un  point  quelconque, 
jusqu'à  ce  qu'on  revienne  au  point  de  départ;  alors  on  aura  fait  un 
certain  nombre  m  de  fois  le  tour  de  la  circonférence ,  et  l'on  aura  le 
plus  petit  multiple  /nB  qu'on  puisse  mesurer  par  la  grandeur  A  ;  et  par 

A 
conséquent,  on  aura—  pour  la  plus  grande  commune  mesure  de  A 

etB. 

De  cette  manière,  l'opération  est  plus  simple  que  l'opération  or- 
dinaire; car,  suivant  le  procédé  connu,  il  faut  porter  A  sur  B,  et  puis 
le  reste  r  sur  A,  et  puis  le  nouveau  reste  /'  sur  le  précédent  r,  et  puis  r" 
sur  r',  et  ainsi  de  suite  ;  mais  ici  vous  portez  toujours  la  même  gran- 
deur A  sur  la  même  grandeur  B,  rentrante  en  elle-même,  jusqu'à  ce 
que  vous  retombiez  au  point  de  départ ,  ce  qui  ne  fait  qu'une  seule  et 
même  opération.  Il  ne  s'agit  donc  que  de  compter  combien  de  fois  vous 
avez  fait  le  tour  de  B,  et,  si  ce  nombre  est  m,  la  m''"""  partie  de  A  est  la 
plus  grande  commune  mesure.  Si  l'opération  n'a  pas  de  fin,  les  deux 
grandeurs  sont  incommensurables. 

Mais  je  passe  à  d'autres  propriétés  des  nombres,  toujours  déduites 
de  la  simple  considération  de  l'ordre. 

10.  Et  d'abord,  ce  théorème  d'Euclide,  rappelé  au  n°  6  du  cha- 
pitre précédent,  peut  se  voir  de  la  manière  la  plus  évidente. 

Car  soient  toujours  nos  N  points  rangés  en  cercle  dans  l'ordre  a,  b, 
c,  d,  e,  etc.;  si,  à  partir  de  l'un  d'eux,  vous  prenez  ces  points  en  les 
joignant  de  a  en  a,  a  étant  un  nombre  inférieur  et  premier  à  N,  vous 
passerez,  comme  on  l'a  dit,  par  tous  les  autres,  et  vous  formerez  ainsi 
un  nouveau  polygone  régulier  de  N  côtés.  Actuellement,  si  dans  ce 
nouveau  polygone  vous  prenez  les  points  de  ê  en  o,  S  étant  aussi  pre- 
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mier  à  N,  vous  aurez  un  troisième  polygone  de  N  côtés.  Or  il  est  évi- 
dent que  prendre  d'abord  les  sommets  de  a  en  a,  et  ensuite,  dans  le 
polygone  qui  en  résulte,  les  prendre  de  ê  en  S,  revient  au  même  que 
de  prendre  tout  d'un  coup  les  sommets  de  aS  en  aS  dans  le  premier 
polygone  qu'on  a  considéré.  Donc,  puisqu'en  prenant  de  aê  en  aê,  on 
passe  par  tous  les  N  points,  il  s'ensuit,  n"  *I,  que  le  produit  aS  est  un 
nombre  premier  à  N.  On  a  donc  ce  principe  fondamental  dans  la 
théorie  des  nombres  :  Si  deux  nombres  a  et  S  sont  premiers  à  un  troi- 
sième nombre  N,  leur  produit  aê  est  aussi  premier  à  ce  troisième.  D'où 
l'on  peut  tirer  cette  suite  de  conséquences  : 

Que  tant  de  nombres  qu'on  voudra,  premiers  à  un  autre  nombre  N, 
donnent  leur  produit  aussi  premier  par  rapport  à  ce  nombre  N; 

Que  a  étant  premier  à  N,  toutes  les  puissances  a-,  a',  a",  etc.,  sont 
aussi  premières  à  N; 

Qu'un  nombre  quelconque  N  ne  peut  se  résoudre  que  d'une  seule 
manière  en  facteurs  premiers  ; 

Que  les  racines  des  puissances  imparfaites  ne  peuvent  être  exprimées 
par  des  fractions,  et  que,  par  conséquent,  elles  sont  incommensu- 
rables avecl'unité;  etc.,  etc. 

11.  Le  théorème  général  d'Euler.  exprimé  par  l'équation 

X"  -  I  =on.]N, 

où  n  marque  combien  il  y  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  N  , 
et  3f^N  un  multiple  quelconque  de  N,  peut  aussi  se  démontrer  d'une 
manière  simple  et  lumineuse  par  cette  même  considération  de  l'ordre. 
Car  soient  N  points  a,  h,  c,  d,  e,  J,  g,  etc.,  ro,  rangés  en  cercle  et 
formant  ainsi  les  sommets  d'un  polygone  régulier  de  N  côtés,  et  sup- 
posons que  X  désigne  un  nombre  quelconque  inférieur  et  premier  à  N. 
Prenez  ces  sommets  à  partir  de  l'un  quelconque  d'entre  eux ,  en  les 
joignant  de  x  en  x,  ce  qui  vous  donnera  un  second  polygone  régidier 
de  N  côtés.  De  ce  second  polygone  tirez-en  un  troisième,  en  y  prenant 
encore  les  lettres  de  j:  en  JC;  et  de  celui-ci,  par  la  même  loi,  un  qua- 
trième, et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  vous  retombiez  sur  le  premier 
polygone  doù  vous  êtes  parti;  vous  aurez  formé  ainsi  un  certain 
nombre  n'  de  polygones  tous  différents.  Or,  ou  ces  polygones  feront 

7- 
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tous  ceux  qu'on  peut  former  en  joignant  les  sommets  par  tous  les  in- 
tervalles possibles  inférieurs  et  premiers  à  N ,  et  alors  on  aura 

n'  r=  n; 

ou  bien  ils  n'en  feront  qu'une  partie,  et  alors  je  dis  que  cette  partie 
sera  une  aliquote  de  n,  de  sorte  qu'on  aura 

n"3  ^  n. 

En  effet ,  prenez  un  des  n  polygones  qui  n'existe  pas  dans  le  groupe 
des  n'  polygones  différents  que  vous  avez  formés,  et  ùrez-en,  par  la 
même  loi  que  tout  à  l'heure ,  n!  polygones  réguliers;  il  est  clair  d'abord 
qu'ils  seront  tous  différents  entre  eux;  et  ensuite,  il  est  aisé  de  voir 
qu'ils  seront  tous  différents  des  premiers,  car  si  un  seul  polygone  de 
ce  second  groupe  pouvait  revenir  à  l'un  de  ceux  qui  sont  dans  le  pre- 
mier, comme  on  déduit  toujours  par  la  même  loi,  le  groupe  entier  re- 
viendrait nécessairement  au  premier,  ce  qui  est  impossible  puisqu'on 
y  part  d'un  polygone  qui  n'est  point  dans  le  premier  groupe  par  hy- 
pothèse. On  démontrera  de  même,  s'il  reste  encore  d'autres  polygones 
réguliers,  qu'il  y  en  aura  «'  nouveaux,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'il  n'en  reste  plus.  Et  comme  il  n'y  a  en  tout  que  n  polygones  dif- 
férents de  N  côtés,  il  en  résulte  que  le  nombre  ii'  de  ceux  qu'on  as- 
semble en  prenant  les  sommets  de  j::  en  x  est  nécessairement  une  partie 
aliquote  du  nombre  n. 

12.  Or,  il  est  évident  que  si  dans  un  polygone  on  prend  les  som 
mets  de  x  en  x,  et  que  dans  le  polygone  qui  en  résulte,  on  prenne 
encore  de  x  en  x,  et  ainsi  de  suite ,  ce  procédé  revient  au  même  que 
que  si  l'on  tirait  directement  tous  les  polygones  du  seul  premier,  mais 
en  y  prenant  les  sommets  :  i  "  de  or  en  a- ;  2°  de  j:*  en  j:*  ;  3°  de  x^ 
en  ,r',  etc.,  et  enfin  de  x"  en  x"  .  Mais,  par  hypothèse,  en  prenant  les 
sommets  de  x"  en  x"\  on  retombe  sur  le  polygone  même  d'où  l'on 
est  parti  comme  si  l'on  y  eût  pris  simplement  les  sommets  de  i  en  i  ; 
donc  l'intervalle  x'^  par  lequel  on  saute  d'un  point  à  l'autre,  revient 
à  l'unité  relativement  au  nombre  N,  c'est-à-dire  est  égal  à  i  plus  un 
multiple  de  N;  de  sorte  que  l'on  a 

x"  =  i  -^  3TIN. 
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Or,  puisque  x"  revient  à  l'unité,  il  est  évident  qu'une  puissance  quel- 
conque de  jc"'  revient  aussi  à  l'unité;  donc  {x"Y,  ou  x",  revient  à  i 
relativement  à  N,  c'est-à-dire  qu'on  a  toujours  l'équation 

X"  —  i  :=  aiLN, 

quel  que  soit  le  nombre  entier  x  premier  à  N;  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Ainsi  l'on  a  de  ce  beau  théorème  une  démonstration  puisée  dans  les 
premiers  principes  de  la  chose,  et  rendue,  pour  ainsi  dire,  sensible  par 
la  considération  des  divers  polygones  réguliers  d'un  même  nombre 
de  côtés.  Cette  idée  simple  de  passer,  par  la  même  loi ,  d'un  polygone 
à  l'autre,  en  y  marchant  toujours  par  le  même  intervalle,  nous  mène 
directement  à  l'idée  des  puissances,  des  résidus,  des  multiples  racines 
de  l'unité,  etc.  D'où  il  paraît,  comme  je  l'ai  déjà  remarqué  dans  d'autres 
Mémoires,  que  la  théorie  de  l'ordre  est  la  source  naturelle  des  propriétés 
des  nombres,  et  des  principes  fondamentaux  de  l'analyse  :  vérités  qui 
recevront  sans  cesse  un  plus  grand  jour. 

13.  En  attendant,  nous  pouvons  encore  démontrer  de  la  même 
manière  que  si  a,  i,  c,  d,  etc.,  N  —  i  sont  les  n  nombres  inférieurs 
et  premiers  à  un  nombre  quelconque  N,  l'un  ou  l'autre  des  deux 
nombres 

I  .a.b  c.deic.  N  —  i  it  i 

est  toujoiu's  divisible  par  N. 

En  effet,  soient  N  lettres  rangées  en  cercle  et  marquant  les  angles 
d'un  polygone  régidier  de  N  côtés.  Prenez  les  angles  de  a  en  a,  et 
comme  fl  est  premier  à  N,  vous  formerez  un  second  polygone  régidier 
de  N  côtés.  Actuellement ,  dans  ce  second  polygone,  il  est  évident  que 
vous  pouvez  prendre  les  lettres  de  j?  en  x,  de  manière  à  retomber  sur 
le  premier  polygone;  mais,  par  ces  deux  opérations,  vous  aui'ez  pris 
les  lettres  de  ax  en  ax;  donc,  puisque  vous  retombez  sur  le  premier 
polygone,  prendre  les  lettres  de  ax  en  ax  revient  à  les  prendre  de  i 
en  I . 

Donc,  si  a  est  premier  à  N,  il  y  a  toujours  im  autre  nombre  x  aussi 
premier  à  N  et  qui  est  tel  que 

ax  =  31tN  4-  I. 
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14.  Mais  il  peut  arriver  que  le  nombre  x  soit  encore  le  même 
que  a,  alors  on  aurait 

a^  =  3kN  -I-  1 . 

Dans  ce  cas,  prenez  les  lettres  de  a  en  a,  comme  ci-dessus;  mais  dans 
le  second  polygone  qui  en  résulte,  au  lieu  de  les  prendre  encore  de  a 
en  a  pour  retomber  sur  le  premier,  prenez  de  N  —  «  en  N  —  a,  et  vous 
retomberez  sur  le  premier  polygone  renversé^  et  par  conséquent,  vous 
aurez  le  produit  a  (N  —  a)  qui  reviendra  à  —  i ,  c'est-à-dire  qu'on 
aura 

a  X  N  —  a  =  31LN  —  i . 

IJonc.  dans  tous  les  cas,  les  nombres 

I,   a,  b.  c,  d,  etc.,   N  —  i 

peuvent  toujours  s'associer  deux  à  deux  de  manière  que  leur  produit 
revienne  à  ±  i  ;  donc  aussi  le  produit  total  a.b.c.d  etc.  N  —  i  revien- 
dra nécessairement  à  it  i ,  c'est-à-dire  sera  de  la  forme  DK.N  ±:  i  ;  ce 
(fuiljallait  démontrer. 

13.  Quand  N  est  un  nombre  premier  p  ou  une  puissance  wi'""^  d'un 
nombre  premier  p  supérieur  à  •!  ,  vous  ne  pouvez  jamais  trouver  que 
les  nombres  i  et  N  —  i  qui  soient  tels  que  leurs  carrés  reviennent  a 
l'unité;  sans  quoi  vous  auriez 

X^  —  I  =  [x  +  i){x  —  \) 

divisible  de  plus  de  deux  manières  par  p  ou  p'",  ce  qui  ne  se  peut, 
puisque,  jt  +  i  et  .r  —  i  ne  pouvant  avoir  au  plus  que  le  commun  di- 
viseur 2,  vous  ne  pouvez  rendre  le  produit  de  ces  binômes  divisible 
par  p  ou  p™  qu'en  faisant,  ou  a?  +  i  =:  OILN,  ou  a:  —  i  =  3li]S.  ce  qui 
ne  peut  donner  que  deux  valeurs  de  x  au-dessous  de  N  :  ainsi,  quand 
N  =  />  ou  /)'",  on  a  l'équation 

a.b.c.d...  =  OKN  -H  i , 

puisque  ces  nombres  a,  b,  c,  etc.,  s'associent  toujours  deux  à  deux,  de 
manière  que  le  produit  revient  a  -}-  i  ;  donc,  en  multipliant  par  i  et 
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N  —  I ,  on  aura 


i.rt.è.c.r/...  N  -  I  =  OîtN-  I, 


i.a.b.c.d...  N  —  I  +  I  =  3U-N. 
On  ferait  voir  la  même  chose  pour  le  cas  de  N  ^  -ip'"  (p  étant  >  a). 

Solutions  nouvelles  de  l'équation  indéterminée  du  premier  degré  à  deux  inconnues. 

16.  De  cette  même  considération  de  l'ordre  on  peut  tirer  une  so- 
lution nouvelle,  et  en  quelque  sorte  géométrique,  de  l'équation  indé- 
terminée du  premier  degré  à  deux  inconnues  x  et^-.  Cette  solution 
n'est,  en  effet,  qu'un  corollaire  de  la  proposition  énoncée  plus  haut  à 
la  fin  du  n"  15,  mais  il  n'est  pas  inutUe  d'en  présenter  ici  la  démons- 
tration expresse. 

La  forme  générale  de  l'équation  indéterminée  dont  il  s'agit  est, 
comme  on  sait, 

1.x  -  Mjr  =  N, 

où  l'on  doit  supposer  les  deux  coefficients  L  et  M  premiers  entre  eux  ; 
car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur  0  autre  que  l'unité,  il  faudrait 
que  N  fijt  axissi  divisible  par  0,  sans  qiioi  l'équation  serait  évidem- 
ment impossible  en  nombres  entiers  x  et  j.  Si  donc  l'équation  est 
possible,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  coefficients  de  x 
etj^  divise  toute  l'équation;  de  sorte  qu'en  le  supprimant,  on  a  une 
autre  équation  équivalente  où  les  nouveaux  coefficients  L  et  M  sont 
premiers  entre  eux.  11  suffit  même  de  résoudre  la  simple  équation 

L  x  —  Mj-  =:  I  , 

parce  que  si  l'on  en  trouve  les  racines  x  etj,  on  n'aura  qu'à  les  mul- 
tiplier par  N,  ce  qui  donnera  Nx  et  Nj*  pour  les  racines  de  la  proposée. 

Première  solution. 

17.  Soit  donc  à  résoudre  l'équation  indéterminée 

hx  —  Mj  —  I , 
et  supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  avoir  d'abord  la  valeur  6e x. 
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le  prends  une  suite  de  points 

a  h  c  d  e  f  ^■■-  w, 

en  nombre  M  coefficient  de  l'autre  inconnue  j",  et,  à  partir  du  pre- 
mier point  a,  je  joins  ces  points,  non  pas  de  suite,  mais  en  sautant  de 
l'un  à  l'autre  par  l'intervalle  constant  L  qui  est  le  coefficient  de  x  ;  et 
comme  L  est  premier  à  M  par  hypothèse ,  je  passe  nécessairement  par 
tous  les  points  avant  de  retomber  sur  le  point  de  départ,  et  je  forme 
ainsi  un  nouvel  ordre  ou  polygone  du  même  nombre  M  de  sommets. 
Or,  si  dans  ce  nouvel  ordre  je  joignais  les  points  en  allant  de  l'un  à 
l'autre  par  l'intervalle  À  qui  y  sépare  a  de  Z>,  il  est  clair  que  je  retom- 
berais sur  le  premier  ordre  a  h  cdej...,  comme  si  dans  ce  premier 
ordre  j'avais  pris  simplement  les  points  de  suite  ou  de  i  en  i .  Donc , 
puisque  la  double  opération  d'aller  de  L  en  L  dans  le  premier  ordre , 
et  puis  de  X  en  1  dans  le  second ,  revient  à  marcher  tout  d'un  coup 
de  L).  en  L)>,  le  produit  LX  revient  à  l'unité  relativement  au  nombre  M. 
c'est-à-dire  qu'on  a 

LÀ  =  I  plus  un  certain  multiple  de  M, 

et  par  conséquent 

j:  =  /. 

pour  la  plus  petite  valeur  de  x  qui  satisfasse  à  la  proposée;  et  de  là 
on  tirerait  sur-le-champ 

LX—  1 
J  =  -M-   =  P- 

pour  la  plus  petite  valeur  /u,  de  y,  conjuguée  à  cette  valeur  ).  de  x. 

Au  reste,  il  est  clair  qu'on  pourrait  trouver  la  valeur  de  j  aussi 
directement  que  celle  de  x.  en  considérant  un  polygone  de  L  sommets 
a  b  c  d...  w,  et  les  joignant  de  M  en  M  coefficient  de  j^  ;  ce  qui  donne- 
rait un  nouvel  ordre  de  ces  L  sommets.  Car,  dans  ce  nouvel  ordre ,  si 
l'on  prenait  l'intervalle  p.  qui  y  sépare  a,  non  pas  de  b  qui  suivait  a 
dans  l'ordre  primitif,  mais  de  w  qui  l'y  précédait,  il  est  clair  qu'on 
retomberait  sur  le  polygone  renversé  a  co...  e  de  b,  comme  si  l'on  avait 
marché  de  —  i  en  —  i    dans  l'ordre  primitif.   Donc  p  sera  la  plus 
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petite  valeur  de  j-  qui  résoudrait  l'équation 

Mf  —  L.T  =  —  f , 

et  par  conséquent  l'équation 

Lx  —  Mj  =  I , 

qui  est  la  proposée  même. 

Connaissant  les  deux  plus  petits  nombres  ).  et  fx  qui  satisfont  en- 
semble à  la  proposée ,  on  aura ,  pour  toutes  les  autres  valeurs  pos- 
sibles de  X  et  j  qui  jouissent  de  la  même  propriété , 

X  =  1  +  iM, 
j  =  lj.-h  ih; 

i  étant  un  nombre  entier  quelconque ,  positif  ou  négatif,  mais  qu'on 
doit  toujours  prendre  le  même  dans  les  deux  expressions. 

Exemple. 

18.  Pour  éclaircir  la  règle  par  une  application  très-simple,  soit, 
par  exemple,  à  résoudre  l'équation  indéterminée 

i^x  —  ']jr  ^  i; 

je  prends  7  points  dans  l'ordre 

a  b  c  d  e  J  g, 

et  de  cet  ordre,  en  y  allant  de  11  en  12,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  5  en  5  (à  cause  de  12  =  5  à  un  multiple  près  de  7),  je  tire  l'ordre 
nouveau 

a  f  d  h  g  e  c, 

où  je  vois  que  l'intervalle  qui  sépare  rt  de  è  est  3  ;  que  par  conséquent 
le  plus  petit  nombre  x  qui  satisfait  à  la  proposée  est  r  =  3  :  et  de  là  , 
par  la  proposée  même,  je  tirerais  tout  de  suite ^  :=  5  pour  la  plus  pe- 
tite valeur  de  jr  conjuguée  à  la  valeur  de  x. 

Si  l'on  avait  voulu  trouver  directement  j,  on  aurait  pris  une  suite 
de  points 

nhcdejghitx  l  m, 

Tome  X.—  Février  i845  ..  g 
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au  nombre  de  lu,  coefficient  de  l'autre  inconnue  x;  et,  les  joignant 
de  7  en  7,  on  aurait  trouvé  l'ordre  nouveau 

ahckemgbidlf, 

où  l'on  voit  que  la  distance  qui  sépare  a,  non  pas  de  b  qui  le  suivait 
dans  l'ordre  primitif,  mais  bien  de  m  qui  l'y  précédait,  est  égale  au 
nombre  5  :  d'où  résidte  y  ^  ^  pour  la  plus  petite  valeur  de  j  qui  ré- 
soudrait l'équation 

-jj  —  \ix=  —  i, 
ou,  en  changeant  les  signes, 

1 2  X  —  "jj  z=  i, 

qui  est  la  proposée  même. 

On  peut  faire  d'autres  exemples,  et  l'on  trouvera  que  la  méthode 
est  assez  prompte,  pourvu  qu'un  des  deux  coefficients  L  et  M  soit  un 
nombre  peu  considérable.  Car,  en  se  bornant  alors  à  ne  chercher,  par 
cette  voie,  que  l'inconnue  affectée  du  grand  coefficient,  on  n'aura 
besoin  de  marquer  des  points  a,  h,  c ,...,  (,),  qu'en  nombre  égal  au  plus 
petit,  ce  qui  fera  connaître  la  première  inconnue;  après  quoi  l'on  pourra 
tirer  l'autre  de  l'équation  même.  Mais  si  les  coefficients  étaient  tous  deux 
un  peu  grands,  il  faudrait  ranger  par  ordre  beaucoup  de  points  a,  b,  c, 
d,  e,...,  u,  ce  qui  serait  long  et  fastidieux,  ou  même  impraticable. 
Toutefois  la  solution  n'en  est  pas  moins  curieuse  dans  la  théorie,  par 
les  rapprochements  qu'on  en  peut  faire  avec  les  solutions  arithmé- 
tiques déjà  connues. 

Seconde  solution. 

19.  Au  reste,  on  peut  encore  déduire  du  théorème  donné  au  11"  11, 
une  nouvelle  solution  de  l'équation  indéterminée 

Ljc  —  Mj  =  I . 

Car,  dans  le  polygone  de  M  côtés,  joignez  les  sommets  de  L  en  L,  ce 
qui  donne  un  deuxième  polygone  :  dans  celui-ci,  joignez  encore  de  L 
en  L,  ce  qui  donnera  un  troisième  polvgone;  et  continuez  ainsi  jus- 
qu'à l'opération  m^'""^  qui  vous  fera  retomber  sur  le  polygone  primitif. 
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Comme  le  résultat  de  ces  m  opérations  sera  le  même  que  si  vous  aviez 
marché  tout  d'un  coup  de  L'"  en  L'",  il  s'ensuit  que  l'intervalle  L" 
revient  à  l'unité  relativement  à  M.  Donc,  pour  trouver  .r,  au  lieu 
d'écrire  que  hx  doit  revenir  à  i,  vous  pouvez  écrire  que  Lx  doit  re- 
venir à  L*" ,  et  alors  il  est  évident  que  x  revient  à  L™~'. 

Ainsi  la  plus  petite  valeur  de  x  peut  se  trouver  en  formant  le  m—  \'""' 
polygone  dérivé,  y  prenant  deux  sommets  consécutifs,  et  regardant  à 
quelle  distance  ces  deux  sommets  se  trouvent  l'un  de  l'autre  dans  le 
polygone  primitif;  cette  distance  sera  le  nombre  cherché  x. 

Voilà  donc,  en  apparence,  une  seconde  solution  géométrique  de 
l'équation  indéterminée 

La-  —  Mj  =  I  ; 

mais  il  est  aisé  de  voir  que  cette  solution  (abrégée  comme  elle  peut  l'être) 
ne  diffère  point  de  celle  qu'on  a  donnée  plus  haut.  Car  ici  le  polygone 
primitif  pouvant  être  regardé  comme  étant  le  m'^""^  dérivé,  et  par 
conséquent  comme  celui  qui  vient  après  le  m  —  i'*""^,  il  est  clair  que 
les  deux  polygones  qu'on  emploie  ici  pour  avoir  x  sont  deux  poly- 
gones dérivés  consécutifs.  Or,  puisque  tous  nos  polygones  naissent 
l'un  de  l'autre  par  la  même  loi ,  on  peut  employer  de  même  deux  autres 
polygones  consécutifs  quelconques ,  tels  que  le  premier  et  le  second;  ce 
qui  nous  ramène  précisément  à  la  solution  géométrique  du  n"  !7. 

20.  Mais,  en  arithmétique,  l'expression 

X  =  L'"-' 

nous  donne  cette  règle  nouvelle  jjour  trouver  x  :  Faites  les  puissances 
successives  L,  L-,  L%  etc  ,  en  rabaissant  a  mesure  au-dessous  de  M 
par  la  division,  et  continuez  ainsi  jusqu'à  ce  que  vous  trouviez  le 
reste  i  ;  le  reste  précédent  sera  la  plus  petite  valeur  de  x  qui  résout 
la  proposée 

Ljr  —  Mj  —  1 . 

Quant  à  cette  puissance  m  jusqu'à  laquelle  il  faudra  monter  pour 
obtenir  L""  =  i,  elle  dépend  des  nombres  M  et  L.  Si  l'on  désigne 
par  fj.  le  nombre  qui  marque  combien  il  y  a  de  nombres  L  inférieurs 
et  premiers  à  M.  on  peut  dire,  en  général,  que  m  sera  toujours  une 

8. 
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aliquote  du  nombre  ^,  et  cette  aliquote  ne  pourra  s'élever  jusqu'au 
nombre  (x  lui-même  que  dans  le  cas  où  M  serait  un  nombre  premier, 
ou  une  puissance  de  nombre  premier,  ou  le  double  d'une  telle  puis- 
sance; et,  même  dans  ces  cas,  on  n'aura  m  ^  p.  que  pour  autant  de 
nombres  L  qu'il  y  aura  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  /x.  Dans 
tous  les  autres  cas,  m  sera  inférieur  à  p.;  il  en  sera  tel  ou  tel  sous-nnd- 
tiple,  suivant  la  nature  du  nombre  L  comparé  au  module  M. 

On  trouverait  de  même ,  pour  l'expression  directe  de  l'autre  incon- 
nue/, 

J  =  -  (M'-'), 

/  étant  la  puissance  de  M  qui  donnera  M'  =  i ,  relativement  au  mo- 
dule L;  etc.,  etc. 

CHAPITRE  IV. 

Théorie  des  équations  binômes. 

Je  reviens  ici  à  la  tbéorie  des  équations  binômes,  et  je  vais  cher- 
cher les  propriétés  de  leurs  racines  par  la  forme  même  de  ces  équa- 
tions. 

Article  I". 

Des  équations  binômes  rapportées  à  un  module  premier  p. 

1.   Soit  l'équation  binôme  indéterminée  a;"  —  i  =  3n./>,  et  dési- 
gnons par  r  une  quelconque  des  racines  de  cette  équation. 
Je  dis  d'abord  qu'o?i  ne  peut  avoir  en  même  temps 

r"  =  I  -♦-  3V.p,     et     r"  =  I  -)-  S^p, 
à  moins  qu'on  nait  aussi 

B  étant  le  plus  gra?id  commun  diviseur  de  n  et  h. 

Car  soit  i  le  reste  de  la  division  de  n  par  h,  de  manière  qu'on  ait 

n  =  hq  -h  i , 
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il  est  clair  que  des  deux  équations  supposées,  on  tirerait 

r'  =  i  ■+-  DTLp; 
et,  en  effet,  la  première  pourrait  se  mettre  sous  la  forme 

mais,  à  cause  de  la  seconde  équation 

r''  =  i  -h  OTLp, 

le  facteur  (r*)'  revient  à  i  +  SïLp-  donc  l'équation 

(/•'')*  X  r'  =  I  H-  3Kp 
reviendrait  à 

r'  =  I  +  OTL/7. 

Mais ,  pareillement ,  des  deux  équations 

r*  =  I  -t-  3Kp,     et     r'  =  I  +  3Tt;>, 
on  tirerait 

r''  =  i  +  DTLp, 

;■'  étant  le  reste  de  la  division  de  h  par  i,  et  ainsi  de  suite  :  d'où  il  ré- 
sulte qu'on  aurait  enfin 

r»  =  I  +  [fïlp, 
6  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  h. 

Cette  démonstration  est  tout  à  fait  la  même  que  celle  qu'on  ferait 
pour  prouver  que  les  deux  binômes  x"  —  i  et  j:^  —  i  ne  peuvent  avoir 
de  commun  diviseur  plus  élevé  que  le  binôme  a:*  —  i,  5  étant  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  n  et  h. 

2.  Si  n  et  h  sont  premiers  entre  eux,  c'est-à-dire  si  5  =  i ,  les  deux 
équations 

x"  —  i  =  DMp,     et    oc^  —  i  —  dr^p^ 

ne  peuvent  avoir  d'autre  racine  commune  que  l'unité. 
Mais,  en  vertu  du  théorème  de  Fermât,  l'équation 

JCP-'  —   I  =  31V  n 
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a  toujours  p  —  i  racines  entières  inférieures  à  p,  et  ces  racines  font 
ainsi  tous  les  nombres  de  la  suite  naturelle  i,  2,  3,  4,  5,...,  />—  i- 
Donc  aucune  équation 

j:"  —  I  =  OK  p 

ne  peut  avoir  de  racines  entières  autres  que  l'unité,  à  moins  qu'il  n'\ 
ait  entre  «  et  ^  —  i  un  commun  diviseur  0  autre  que  l'unité. 

5.  Si  n  est  premier  k  p  —  i,  jc"  —  i  =^'^  p  n'a  donc  aucune  autre 
racine  réelle  que  l'unité. 

Si  entre  n  et  p  —  i ,  il  y  a  le  plus  grand  commun  diviseur  5  >  i  , 
x"  —  I  ^  DtLp  aura  nécessairement,  parmi  les  nombres  i,  2,  3,  4? 
5 — tP  —  I,  0  racines  réelles.  Car  le  binôme  x*  —  i  sera  un  diviseur 
rationnel  de  a:''~'  —  i ,  et  par  conséquent  sera  divisible  par  p  pour  Q 
valeurs  de  x  inférieures  à  p. 

Lors  donc   que  l'on  considère  une  équation  binôme  indéterminée 

jc"  —  I  :=  au.  p, 

il  n'y  a  pas  d'autres  racmes  réelles  à  chercher  que  celles  qui  convien- 
nent à 

:r«  —  I  =  31V  ^, 

9  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  «  et  p  —  i .  Il  est  donc  inu- 
tile de  considérer  d'autres  équations 

x"  —  I  =  3K.p, 

que  celles  où  l'exposant  n  est  un  diviseur  de  p  —,i  ■ 
Si ,  par  exemple ,  on  proposait  les  équations 

x'  —  I  =:  31V  i3,     x^°  —  1  ^  31V  i3,     jr"  —  I  =  on.  i3,     etc., 

cela  reviendrait  à  proposer  les  équations  respectives 

a?  —  I  =  31V  1 3,      x^  —  I  =  3r^  i3,      jc*  —  I  =  31V  i3,     etc., 

car  ces  dernières  renferment  les  seules  racines  entières  que  puissent 
avoir  les  équations  données. 

4.   Considérez  les  puissances  successives  r,  r',  ;•%  /*,  etc  ,  de  l'une 
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quelconque  des  racines  /•  de  l'équation 

X"  —  i  =  3Xlp  ; 

il  est  clair,  par  la  forme  même  de  l'équation ,  que  toutes  ces  puissances 
en  seront  aussi  des  racines  :  car  si 

/■«  =  I  +  DV^p, 

on  aura  aussi 

(r»)«,     ou     (r"Y=  i  -h3\ip;         {r')",     ou     {r"f  =^  i  +  njip; 
et,  en  général, 

Or,  actuellement,  je  dis  que  deux  quelconques  de  ces  puissances 
r",  r*  ne  pourront  être  équivalentes ,  c'est-à-dire  donner  un  même  reste 
relativement  kp,  k  moins  que  la  racine  r  qu'on  aura  employée  ne  soit 
en  même  temps  racine  d'une  équation  inférieure 

a?"—  I  =  OK,p, 

d  étant  un  diviseur  de  l'exposant  n. 

Et,  en  effet,  soit  e  >  e',  e  et  e'  étant  d'ailleurs  au-dessous  de  n.  Si 
l'on  avait 

r"  —  r"   =  31"»- p, 
on  en  tirerait 

r'  (r"-*'  -  i)  =  arip; 

mais  le  l'acteur  r*"  n'étant  pas  divisible  par  p,  puisque  r  est  premier 
k  p,  il  faudrait  que  l'autre  facteur  r"-''  —  i  fût  divisible  par  p,  et  par- 
tant, qu'on  eût,  en  faisant  e  —  e'  =  //, 

r^  —  I  =DKp; 

mais  cette  équation  ne  peut  avoir  lieu  en  même  temps  que  la  proposée, 
k  moins  que  h  n'ait  un  commun  diviseur  d  avec  n,  et  par  conséquent  à 
moins  que  r  ne  soit  une  racine  de  l'équation  binôme  de  degré  inférieur 

x''  —  i  =  onp. 
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Article  II. 

Des  racines  primitives  de  l'équation  af  —  i  =  SïLp. 

5.  Imaginez  donc  qu'on  prenne  poin-  /■  une  racine  de 

X"  —  1  —  3]-^  p., 

mais  qui  n'appartienne  pas  en  même  temps  à  une  autre  équation 
binôme 

X''  —  i  =  OK.p 

de  degré  inférieur  d,  diviseur  de  n;  alors  toutes  les  puissances  r,  r^,  r^, 
r '',...,  r",  de  cette  racine  r,  seront  différentes  relativement  à  p,  et  par 
conséquent  cette  racine  r  sera  propre  à  former  par  ses  puissances  suc- 
cessives la  suite  complète  de  toutes  les  racines  de  la  proposée.  Ce  sera 
ce  qu'on  peut  appeler  une  racine  primitive  de  l'équation 

x"  —  1  —  src/,, 

o'est-à-dire  une  racine  uniquement  propre  à  cette  équation. 

Si  l'exposant  n  est  un  nombre  premier,  on  voit  tout  de  suite  que 
cette  racine  primitive  existe ,  et  même  que  toutes  les  racines  de 

x"  —   I  =  ST<.p, 

autres  que  l'unité,  sont  des  racines  primitives  :  car  aucune  d'elles  ne 
peut  appartenir  à  aucune  équation  inférieure 
X''  —  ï  =  3n.p, 

puisque  n.  étant  premier,  ne  peut  avoir  d'autre  diviseur  rf  que  l'unité. 

6.  Ainsi,  quand  n  est  un  nombre  premier,  toutes  les  racines  de 

x"  —  i  =  0]ip, 

autres  que  l'unité,  sont  uniquement  propres  à  cette  équation,  c'est-à- 
dire  ne  résolvent  aucune  équation  binôme  de  degré  inférieur  à  n; 
chacune  d'elles,  par  ses  puissances  successives  i,  i,  3,  4?  5,  6,...,  n, 
fournit  la  suite  complète  de  toutes  les  racines  différentes  de  la  pro- 
posée; elle  ne  donne  l'unité  qu'à  la  puissance  «'""*  ;  après  quoi  toutes 
les  racines  reparaissent  périodiquement  dans  le  même  ordre  à  l'infini. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  65 

Mais  quand  l'exposant  n  est  un  nombre  romposé,  il  n'y  a  plus 
qu'une  partie  des  racines  qui  soient  uniquement  propres  à  l'équa- 
tion 

.r"  —  I  =:  S^'^p, 

ou  qui  en  soient  des  racines  j)riniitives  ;  car  les  autres  résolvent  en 
même  temps  des  équations  binômes  de  degrés  inférieurs  marqués  par 
les  différents  diviseurs  de  h;  de  sorte  que  leurs  puissances  successives 
ramènent  l'unité  avant  la  puissance  n'^""*,  et  ne  peuvent  ainsi  former 
la  suite  complète  des  n  racines  différentes  de  la  proposée. 

De  l'existence  des  racines  primitives  et  de  leur  nombre. 

7.  Voyons  donc  d'abord  si  l'équation  ce"  —  i  ^  3Tl  p  a  toujours 
des  racines  primitives,  quel  que  soit  le  nombre  n,  et  combien  il  y  a 
de  ces  racines. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que,  pour  ini  exposant  a  premier,  il  y  a 
a  —  I  racines  primitives;  et,  en  effet,  l'exposant  a  n'ayant  pas  d'autre 
diviseur  que  l'unité,  le  binôme  x"  —  i  n'a  pas  d'autre  diviseur  binôme 
de  degré  inférieur,  que  le  binôme  jc  —  i .  Ainsi  toutes  les  racines  de 

x"  —  i  =r:  on.p, 

excepté  la  racine  x  =  i,  sont  uniquement  propres  à  cette  équation, 
et,  comme  on  l'a  dit,  en  sont  des  racines  primitives. 

Si  l'on  a  n  =  fl*,  a  étant  toujours  un  nombre  premier,  l'exposant  n 
n'a  pas  au-dessous  de  lui  de  plus  grand  diviseur  que  a,  et  par  con- 
séquent, le  binôme  x"' —  i  n'a  pas,  au-dessous  de  lui,  de  diviseur 
binôme  plus  élevé  que  x"  —  i .  En  rejetant  donc  de  la  proposée  les 
a  racines  tle  l'équalion 

x"  —  I  =  SKp, 

il  en  restera  a^  —  a  qui  seront  uniquement  propres  a  l'équation 

x"'  —    I    :=   Otlp. 

Si  l'on  0  «  =  a' ,  on  trouvera  de  même  qu'en  rejetant  les  a^  ra- 
cines de  l'équation 

x"'  —  I  =  01V  y9, 
Tome  X.  —  Février  1845.  n 
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on  aura  rejeté  toutes  celles  qui  peuvent  résoudre  les  équations  bi- 
nômes de  degrés  inférieurs,  et  que,  par  conséquent,  il  en  reste  a^  —  a^ 
qui  sont  uniquement  propres  à  la  proposée 

JC"'  —   I  =  an.  yy. 

En  général,  soit  n  =  rt^,  et  par  conséquent 

jc""  —   I  =  OR  /) 

l'équation  proposée.  Si  l'on  rejette  les  racines  de  l'équation  ijinime 

on  aura  rejeté  toutes  celles  qui  résolvent,  en  même  temps  que  la  pro. 
posée ,  des  équations  binômes  de  degrés  inférieurs  ;  et ,  par  conséquent, 
les  racines  restantes, qui  seront  au  nombre  de  n'-  —  a^~^,  seront  toutes 
des  racines  primitives. 

Ainsi ,  pour  un  exposant  n  qui  est  une  puissance  quelconque  a  d'un 
nombre  premier  a,  l'équation 

x"  —  I  =  31"»-/; 

a  toujours  des  racines  primitives;  et  le  nombre  en  est 

a"  ~  0"^^     on      a'-'~^{a—i), 

c'est-à-dire  qu'il  y  en  a  autant  que  de  nombres  inférieurs  et  premiers 
à  Ki'n"  7,  chap.  II). 

8.  Ce  théorème  est  général  pour  un  nombre  quelconque  /*;  et 
d'abord  il  serait  bien  facile  de  le  reconnaître  pour  le  cas  de  «  =  a'  b^, 
a  et  b  étant  deux  nombres  premiers  quelconques.  Car  de  l'équation 

X"'"^  -  I  =  3K/,, 

qui  a  un  nombre  a"' Z?^  de  racines,  imaginez  qu'on  rejette  les  a^—^b^ 
racines  de  l'équation  inférieure 

.r""""'  '^  —  I  =  011  p, 
et  puis  les  a"i^-'  racines  de  l'équation  inférieure 
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il  est  évident  qu'on  aura  rejeté  toutes  les  racines  qui  peuvent  résoudre 
des  équations  binômes  de  degrés  inférieurs  à  la  proposée  et  diviseurs 
de  n.  Ainsi  l'on  trouverait  d'abord  qu'il  doit  rester 

racines;  mais  ce  nombre  est  trop  faible:  car,  par  la  double  opération 
précédente  ,  il  est  clair  qu'on  a  ôté  deux  fois  les  racines  communes  aux 
deux  équations 

racines  commiuies  qui  sont  au  nombre  de  «=■-'  è^~'  ;  donc,  au  résul- 
tat précédent,  il  faut  ajouter  a"-'^  è^-',  et  l'on  trouve  ainsi,  pour  le 
nombre  des  racines  qui  appartiennent  uniquement  à  la  proposée, 

a" b^  —  a"-'  b^  —  a"  b^-^  -t-  a"—^  h^-  ', 

ce  qui  se  réduit  à 

d'où  l'on  voit  qu'il  y  a  encore  autant  de  racines  primitives  que  de 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  n. 

La  même  démonstration  pourrait  s'étendre  au  cas  de  n^^a'^b^  c^...  ; 
mais  nous  allons  présenter  la  cliose  d'une  manière  plus  claire,  et  qui 
peut  même  servir  à  trouver  les  racines  primitives. 

9.  Soit  donc,  en  général,  «  =:  a"  h^C...  et  l'équation  binùnie 

Je  considère  les  équations 

x""  —  1  =  y!^  p,     x'"''  —  I  =  ov^p,     x''  —  I  =  ,m/»,.-., 

et  je  suppose  que  x'  soit  une  racine  primitive  de  la  première,  x"  une 
racine  primitive  de  la  seconde,  x'"  une  racine  primitive  de  la  troi- 
sième, etc.  ;  alors  je  dis  que  le  produit  ,x'x"x"'...  est  une  racine  pri- 
mitive de  la  proposée.  En  effet,  il  est  clair,  en  premier  lieu,  que  ce 
produit  est  racine  de  l'équation 

j:"  —  I  =  ^r>-  p  ; 

9- 
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c'est-à-dire  qu'étant  élevé  à  la  puissance  n^a^h'^c'...,  il  donne 
1  -+■  OTi^ p,  ou  simplement  i,  en  négligeant  les  multiples  de  p.  Mais,  en 
second  lieu ,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  ne  peut  donner  l'unité  pour  au- 
cune puissance  d  inférieure  à  n:  car  si  l'on  avait 

[jc' x" ûc'" . .  .Y  =1  -H  or^p, 

l'exposant  d  serait  nécessairement  diviseur  de  n  (n°  4);  mais  ci  étant 
plus  petit  que  n,  il  y  a  au  moins  quelque  facteur  simple  de  n,  tel  que  a. 
je  suppose,  qui  entre  une  fois  de  moins  dans  le  nombre  d  que  dans  le 
nombre  n;  ainsi  userait  diviseur  dea='~'  h^cy ...  ;  donc,  puisque  x'jc"x".  . . 
élevé  à  la  puissance  d  donne  i  ,  ce  même  produit  à  la  puissance 
^a-i  ^6^,/  _    qj,i  çsf  multiple  de  d,  donnerait  aussi  i  ;  donc  on  aurait 

{jc'x"  x'"  ...Y"'~'''"  ''^■■-  =  I  +  dX^p: 

mais ,  à  cause  de 

j?"  °  =  I  -t-  SV^p,      x'"'"  =  r  +  ^'Tt^,     etc. , 

cette  équation  se  réduit  à 

x'  —  I  +  ,m/>; 

or.  par  hypothèse,  on  a 

x'      =1-1-  Jl»./7: 

donc  on  aurait  aussi,  en  prenant  le  commun  diviseur  a '~'  des  deux 
exposants  de  ces  équations  in"  3), 

donc  x'  donnerait  l'unité  avant  la  puissance  a",  et  partant,  ne  serait 
pas  racine  primitive  de  l'équation 

X"'^  —    1  =;  OR  p, 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Donc  le  produit  x'x"x"'...  ne  peut  donner  l'unité  pour  aucune 
puissance  d  inférieure  à  n'^V'cy...\  donc  il  est  racine  primitive  de 
l'équation  proposée 

Ce  qu'il  jnllait  démontrer. 
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Ainsi  donc ,  toute  équation 

jc"  —  \  =  sfr^p 

a  des  racines  primitives,  et  le  nombre  en  est  au  moins  égal  a  celui  de 
tous  les  produits  différents  jc'j!:"x"'...  qu'on  peut  faire  en  combinant 
les  racines  primitives  x',  x'\  .r'"....  des  équations  respectives 

jt""  —  i  =z  DK p,     x''"  —  I  :=  an./?,     jC"  —  I  =  y^^ p,     etc.; 

or,  le  nombre  des  racines  primitives  x' de  la  première  équation  est 
rt""'  {a. —  i);  les  racines  primitives  x"  de  la  deuxième  sont  au  nombre 
de  b^~' (b —  1);  les  racines  primitives  x'"  de  la  troisième  sont  au 
nombre  de  c">'~'  (c  —  i  ),  etc.  :  donc,  par  la  théorie  des  combinaisons, 
les  racines  primitives  de  la  proposée 

.r"  —  I  —  x«"*^ '"■'•••  —  I  =  :^np 

sont  au  moins  au  nombre  de 

n'-'  {a  —  i).b^-'   b  ~  i  ).6'/-'  (f  —  1).... 

c'est-à-dire  qu'il  y  en  a  au  moins  autant  que  de  nombres  inférieurs  et 
premiers  k  n;  et  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'il  n'y  en  a  pas  davantage. 

10.   Au  reste,  dès  qu'on  suppose  l'existence  d'iuie  seide  racine  pri- 
mitive de 

x"  —  1  =  ^^'^  p, 

on  peut  démontrer  tout  de  suite  qu'il  y  en  a  préciséuienl  le  nombre 
qu'on  vient  de  dire.  Car,  soit  r  cette  racine  primitive,  et  formez  la  suite 
des  puissances 

r,    r-,   r^,    /•%   r'',    /'",...,    r"'  '.    /•"; 

il  est  clair  qu'on  aura  la  suite  complète  des  n  racines  différentes  de  la 
proposée;  or,  si  l'on  considère  un  nombre  quelconque  e  inférieur  et 
premier  à  n,  et  qu'on  prenne  les  racines  dans  cette  même  suite,  en  al- 
lant de  l'un  à  l'autre  de  e  eu  e;  comme  l'intervalle  e  par  lequel  on  saute 
est  premier  à  //,  on  sera  obligé  de  passer  par  toutes  les  racines  avant 
de  revenir  à  la  racine  /  d'où  l'on  est  parti  ;  donc  la  suite 

/•%  (r'Y,   (r'Y,  (/■')%...,  (r')" 
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nous  donne  aussi,  aux  multiples  prés  de  p,  toutes  les  différentes  ra- 
cines de  la  proposée  :  donc  /*  est  aussi  racine  primitive. 

Donc,  si  l'on  suppose  une  seule  racine  primitive  r  de  l'équation 

jc"  —  i  =  srip, 

il  s'ensuit  qu'il  y  en  a  autant  que  de  nombres  e  inférieurs  et  premiers 
à  n.  Et  l'on  voit  en  même  temps  qu'il  n'y  en  a  pas  davantage  :  car  si 
l'on  va  d'une  racine  à  l'autre ,  par  un  intervalle  constant  h  qui  ait 
avec  n  un  commun  diviseur  ^  >  i ,  on  ne  passera  jamais  que  par  un 
nombre-  de  ces  racines;  de  sorte  que  /'''  ne  peut  jamais  être  racine 

primitive  de 

x"  —  I  =  DU  p. 

Mais  il  est  évident,  par  la  même  démonstration,  que  /''  sera  racine 
primitive  de  l'équation  inférieure 

x^  ^  i  =  0\l  p, 

1  i.  On  voit  ici  se  présenter  tout  naturellement  l'idée  et  la  raison  du 
théorème  établi  au  n"  18  du  chapitre  II,  mais  qui  paraissait  un  peu  isolé. 
En  effet,  je  remarque  que  de  toutes  les  racines  de  l'équation 

JC"  l    =:  31V  p, 

il  n'y  en  a  pas  lUie  seule  qui  ne  soit  racine  primitive,  ou  de  la  pro- 
posée, ou  de  quelque  autre  équation  inférieure 

a"*  —  I  =  OVl  p  , 

d  étant  lui  diviseur  de  «.  Car  prenez  au  hasard  une  racine  o  de 

a"  —   I  =  'M  p, 

et  faites-en  les  puissances  successives  p,  p-,  p%  p%---,  vous  tomberez 
nécessairement  sur  quelque  puissance  p''  qui  vous  donnera  l'unité  re- 
lativement à  p,    et  alors  p  sera  racine  primitive  de  l'équation 
x''  —  i  =  D]-Lp. 

De  plus,  on  voit  que  p  ne  peut  être  racine  primitive  d'aucune  autre 
équation  semblable  d'un  degré  marqué  par  un  autre  diviseiu'  de  n. 
Or,  cette  équation 

j:''  —  I  =  DK.  p 
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a  autant  de  racines  primitives  qu'il  y  a  de  nombres  inférieurs  et  pre- 
miers à  (l;  donc,  si  l'on  voulait  compter  combien  il  y  a  en  tout  de  nom- 
bres inférieurs  et  premiers  à  chacim  de  tous  les  diviseurs  possibles  t^ 
d'un  nombre  donné  n,  sans  excepter  le  diviseur  i  et  le  nombre  n  lui- 
même  ,  on  trouverait  qu'il  y  en  a  autant  que  l'équation 

■  *  ■ 

a  de  racines,  c'est-à-dire  précisément  n.  Ce  qui  est  le  théorème  dont 

il  s'agit. 

12.  Mais,  réciproquement,  de  ce  dernier  théorème  qui  est  d'ail- 
leurs démontré  d'une  manière  directe,  on  peut  conclure  l'existence 
des  racines  primitives  de  toute  équation 

x"  —  \  —  riXLp. 

Car,  en  considérant  toutes  les  racines  qui  sont  au  nombre  de /?,  s'il  n  v 
en  avait  point  de  primitives,  c'est-à-dire  qui  fussent  uniquement  pro- 
pres à  cette  équation,  il  faudrait  donc  qu'elles  fussent  toutes  des  ra- 
cines propres  à  des  équations  inférieures 

x"*  —  1  =  dWp 

dont  les  degrés  seraient  les  différents  diviseurs  d  de  //,  le  nombie  n 
étant  excepté  de  ces  diviseurs.  Mais  chaque  équation 

jt"  —  1  =  yn./^ 

ne  peut  avoir  plus  de  racines  primitives  qu'il  n'y  a  de  nombres  inté- 
rieurs et  premiers  à  d;  donc  vous  ne  pourriez  jamais  compter  plus  de 
racines  différentes  qu'il  n'y  a  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  cha- 
cun des  diviseurs  de  n,  le  nombre  n  étant  excepté;  or  cela  ferait  né- 
cessairement un  nombre  moindre  que  72,  puisque  vous  n'en  trouveriez 
que  n,  en  n'omettant  aucun  diviseur.  Donc  .  puisque  l'équation 

x"  —  1  =  an./^ 

a  11  racines,  vous  ne  pouvez  pas  supposer  qu'elles  appartiennent  toutes 
à  des  équations  binômes  de  degrés  inférieurs  d  diviseurs  de  n  ;  donc  il 
y  en  a  quelques-unes  qui  appartiennent  uniquement  a  l'équation 

x"  —    l   —  3\Lp, 
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et  (iés  qu'on  en  suppose  une  seule,  il  est  clair  (n"  10)  qu'il  y  en  a  au- 
tant que  de  nombres  inférieurs  et  premiers  à  n. 

15.  On  voit  donc  par  la ,  de  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus 
lumineuse,  que  toute  équation 

a  des  racines  primitives;  qu'une  quelconque  de  ces  racines  étant 
nommée  /■,  toutes  les  autres  sont  exprimées  par  /  *■,  /'",  r^  ....,  les  ex- 
posants c,  e',  e",...  étant,  après  l'unité,  tous  les  nombres  inférieurs 
et  premiers  à  n;  enfin,  que  toute  puissance  r''  d'exposant  h  non  pre- 
mier avec  n,  est  simplement  une  racine  primitive  de  l'équation  infé- 
rieure 

X*  —  I  =  an./;, 
9  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  h  et  n. 

14.  Si  le  nombre  n  diviseur  de  p  —  i  est  le  nombre  p  —  i  lui- 
même,  on  a  l'équation  or''"'  —  i  =  Dïi^p,  qui  répond  au  théorème  de 
Fermât,  et  dont  les  racines  primitives  s'appellent  simplement  les  racines 
primitives  du   nombre  premier  p. 

Comme  cette  équation  renferme  toutes  les  équations  semblables 
x"  —  I  =  ari.^. 

où  n  est  une  aliquofe  de  p  —  i ,  il  s'ensuit  qu'il  suffit  de  connaître 
une  seule  racine  primitive  de  p.  non-seulement  pour  avoir  toutes  les 
autres,  comme  on  vient  de  le  voir,  mais  encore  pour  avoir  les  racines 
primitives  des  équations 

X"    I     =  dVi-p. 

d'un  degré  n  diviseur  de  p  —  i . 

Et,  en  effet .  soit  a  une  racine  primitive  de 

x'^*  —  I  =  0\i.p,     et  faisons     - — ^  =  /;. 

il  est  évident  que  /■  =:  a''  sera  une  racine  primitive  de  l'équation 

x"  —  I  =  on.  p  ; 
et  de  cette  racine  on  conclura  toutes  les  autres. 
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Article  III. 

■Méthode  assez  simple  pour  trouver  les  racines  primitives  d'un  nombre  premier  donné, 

15.  Quant  à  la  manière  de  trouver  les  racines  primitives  d'un  nombre 
j)ren)ier  donné,  voici,  je  crois,  la  règle  la  plus  simple,  et  que  j'expli- 
querai d'abord  sur  un  exemple.  Supposons  qu'il  s'agisse,  entre  autres, 
du  nombre  premier  y?  ^61. 

Gomme  le  nombre  inférieur  p  —  1 ,  qui  est  ici  60,  a  pour  facteurs 
simples  2,  3  et  5,  je  remarque  que  les  racines  primitives  de  61,  ou  de 
l'équation 

x""  -   I  =31L6i, 

ne  peuvent  être  ni  des  carrés,  ni  des  ciihes,  ni  des  cinquièmes  puis- 
sances. Car,  à  cause  des  diviseurs  simples  2,  3  et  5  du  nombre  60,  les 
carrés  étant  élevés  aux  puissances  successives  i,  2,  3,  4?  etc.,  ramène- 
raient l'unité  au  moins  dès  la  trentième  puissance;  les  cubes  la  ramène- 
raient au  moins  dés  la  vingtième,  et  les  autres  dès  la  douzième.  Ainsi, 
pour  avoir  les  racines  primitives  de  61 ,  c'est-à-dire  les  nombres  qui  ne 
|)euvent  ramener  l'imité  avant  la  soixantième  puissance,  il  suffît  dex- 
clure  des  soixante  nombres  de  la  suite  naturelle 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  etc.,  Go, 

tous  ceux  qui  sont  des  carrés,  des  cubes  et  des  cinquièmes  puis- 
sances, ou  plutôt  des  résidus  de  ces  puissances  par  rapport  à  61.  Or, 
au  moyen  des  carrés,  on  exclut  d  abord  la  itioitic  de  tous  les  nombres; 
au  moyen  des  cubes  fie  ceux  qui  restent,  on  en  exclut  le  tiers;  et  par 
les  cinquièmes  puissances  de  ceux  qui  restent,  on  en  rejette  encore  le 
cinijuième ,  et  il  ne  reste  plus  que  les  seize  racines  primitives  de  61. 

Et  il  est  évident  qu'il  en  serait  de  même  pour  un  nombre  premier 
quelconque  p,  en  excluant  des/^  —  i  nombres  i.  2,  3,  4»  ^-  6,  7.  etc.. 
p  —  I ,  les  puissances  marquées  par  les  facteurs  simples  2,  ii.  h.  c,  etc.. 
du  nombre  composé  p  —  i .  D'où  l'on  voit  encore  jiourquoi  il  y  a 
précisément  autant  de  ces  racines  primitives  cpiil  y  a  de  nombres  in- 
férieurs et  premiers  àyj  —  i . 

Cette  règle  nous  parait  facile,  et,  dans  laiiplicatioii .  on  peut  iluiger 

TomcX    —  Février  i845.  lO 
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ie  caJcul  de  manière  à  ne  pas  faire  plus  d'opérarions  qu'il   n'y  a  de 
nombres  à  exclure. 

itV  Soit,  par  exemple,  à  trouver  les  racines  primitives  du  nombre 
premier  3 1 . 

On  voit  d'abord  qu'il  suffit  de  faire  les  quinze  carrés  des  nombres 
I,  2.  3,  4?  etc.,  i5:  car  les  autres  reviendraient  à  ceux  de  —  i,  —  >,. 
—  3  ,  etc.,  —  [  5,  qui  donneraient  les  mêmes  carrés. 

Supprimant  donc  dans  la  suite  des  trente  nombres  i,  i,  3,4» 
5,  etc.,  3o,  les  quinze  nombres  qui  sont  des  carrés,  il  reste  les  quinze 
non  carrés,  dont  il  faut  faire  à  présent  les  cubes. 

Alais,  comme  on  ne  doit  trouver  que  cinq  cubes  différents,  on  peut 
viter  les  opérations  inutiles,  en  rangeant  d'abord  les  quinze  non  ré- 
sidus dans  l'ordre  où  ils  suivraient  une  même  raison  géométrique. 
Qu'on  prenne,  par  exemple,  la  raison  2,  et  les  quinze  non   résidus 
pourront  s'ordonner  de  cette  manière  : 

3,     6,    12,  24,   17     I    i5,   3o,  29,  27,     23    I    i3,   26,  21,    II,  22. 

où  ces  non-résidus  se  trouvent  distribués  en  trois  groupes  de  cinq 
termes  en  progression  géométrique,  et  dont  les  cubes  sont  : 

27,  3o,  23,  29,   i5    I   27,  3o,  23,  29,    i5     |   27,  3o,  23,  99,    1 5, 

c'est-à-dire  les  mêmes  pour  chaque  groupe. 

Il  suffit  donc  de  foriuer  les  cinq  cubes  des  nombres  contenus  dans 
un  quelconque  des  trois  groupes. 

En  supprimant  ces  cubes,  il  reste  pour  les  nombres  qui  ne  sont  ni 
carrés,  ni  cubes, 

3,     6,   12,  24,   17       I       i3î  26,  21.    11,   22. 
Si  l'on  en  fait  les  cinquièmes  puissances ,  on  trouve 

26,  26,  26,  26,  26       I         6,     6,     6,     6,     6, 

c'est-à-dire  qu'il  suffisait  de  faire  la  cinquième  puissance  d'un  terme 
pris  dans  le  premier  groupe,  et  celle  d'un  terme  pris  dans  le  second.  En 
effaçant  ces  deux  puissances  cinquièmes  26  et  6,  il  reste  les  huit  racines 
primitives  de  3i  ,  savoir: 

3,    12,   24,    17,    i3,   21,    II,  22. 
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17.  Dans  les  Nouveaux  Cominerila'ues  de  Sriirif- Péteishouig 
(tome  XVIII),  Eiiler  dit,  en  plusieurs  endroits,  qu'on  ne  voit  encore 
aucun  moyen  de  déterminer  ces  racines;  que  la  d(''nionstration  qui 
pioiive,  dans  tous  les  cas,  leur  existence,  u'mdique  pourtant  aucune 
méthode  pour  les  découvrir  :  et  ailleurs ,  on  ne  peut ,  dit-il ,  saisir  entre 
un  nombre  premier  et  les  raciries  primitives  qui  lui  appartiennent,  au- 
cune relation  rl'oii  l'on  puisse  déduire  au  moins  une  seule  de  ces  racines  ; 
de  sorte  que  la  loi  qui  règne  entre  elles  paraît  aussi  profondément  ca- 
chée que  celle  qui  peut  exister  entre  les  nombres  premiers  eux-mêmes. 

Il  nous  semble  que  la  méthode  précédente  ne  laisse  plus  rien  à  dé- 
sirer à  cet  égard.  Car  on  ne  peut  chercher  scpaiémi'iit  aucune  de  ces 
racines,  puisqu'elles  jouissent  de  propriétés  semblables,  et  qu'on  ne 
peut  concevoir  aucune  méthode  qui  conduise  à  l'une  plutôt  qu'à 
l'autre.  Mais  on  les  trouve  toutes  à  la  fois  par  cette  opération  arithmé- 
tique dont  je  viens  de  parler,  et  à  peu  près  de  la  mém?  manière  qu'on 
obtiendrait  tOTis  les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  un  nombre 
donné.  Or,  il  me  semble  qu'on  n'a  jamais  trouvé  qu'il  y  eût  une  diffi- 
ctdté  particulière  à  déterminer  actuellement  ces  derniers  nombres. 
Quand  on  veut  les  avoir,  on  considère  les  facteurs  simples  du  nombre 
donné;  et  de  la  suite  naturelle  i,  -i,  3,  4?  5,  etc.,  on  exclut  tous  les 
nndtiples  de  ces  facteurs  simples.  Ici,  au  lieu  de  ces  multiples,  il  faut 
exclure  toutes  les  puissances  d'exposants  marqués  par  ces  mêmes  fac- 
teurs :  c'est,  comme  on  voit ,  une  opération  du  même  genre,  mais  d'un 
ordre  plus  élevé. 

Article  IV. 

.V«/'  l'ordre  rititiirel  dans  Ut/ii):/  doivent  être  rangées  les  racines  des  er/itations  binômes. 
18.  Considérons  l'équation 

xP  —  i  =  ,m  P, 

ou  l'exposant  p  est  un  diviseur  de  P  —  i ,  les  nombres  p  et  P  étant  tous 
lieux  premiers. 

Soit  /■  une  quelconque  des  racines  de  cette  équation ,  autre  que 
i  uriilé;  comme  le  nondire  p  est  premier,  r  sera  une  racine  primi- 
tive,   et  par   conséquent   toutes  les  racines   |iourront  s'exprimer  par 
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ia  sdite 

Mais  cet  ordre,  qui  nous  jiaraît  naturel,  n'est  pas  le  plus  simple  :  on 
[)eut  ranger  ces  p  —  r  racines  de  manière  que  chacune  soit  toujours 
une  même  puissance  de  celle  qui  la  précède.  Et,  en  effet,  soit  a  une 
racine  primitive  de 

x''-'  -   I  =  on./}; 
les  /^  —  I  exposants  de  r, 

I,  2,  3,  4,   5,  6,...,  p  —  i, 
pourront  se  ranger  dans  l'ordre  nouveau 

a,  a^,  rt%  a\  a%  «%...,  «''-', 

en  négligeant  les  multiples  de  p,  ce  qui  est  permis,  puisque  /''  se  ré- 
duit à  I .  On  aura  donc ,  pour  la  représentation  des  p  —  i  racines  de 

^P  —  I  ==  OÏL  p, 

autres  que  l'unité,  cette  suite 

r,   r",  r"',  r"' ,   r"',...,   r"'", 

qui  est  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  de  toutes,  puisque  toutes  les 
racines  y  naissent  l'une  de  l'autre  par  la  même  puissance  :  de  sorte 
qu'elles  sont  exprimées  à  l'aide  d'une  seule  quelconque  d'entre  elles 
et  d'un  seul  et  même  signe  d'opération. 

Si   vous  changez  la  racine  r  en  une  autre  quelconque  de  la  suite 


il  est  visible  que  vos  racines  se  suivront  toujours  dans  le  même  ordre 
qu'auparavant.  Si  vous  changez  l'exposant  a  en  un  autre  b  qui  soit 
aussi  une  racine  primitive  de 

xP-'  -  I  ^^p, 

comme  h  ne  sera  autre  chose  que  a  élevée  à  quelque  puissance  e  pre- 
mière à  ^  —  I ,  il  est  clair  que  l'ordre  nouveau 

y       f^b        „6-        -,6'         .,è* 
1.1,1       ,     I        ,     I        ,... 


PURES  ET  ÂPi'LIQUÉES.  77 

iif  sera  autre  cliose  que  le  premier  où  les  racines  seraient  prises  de  t 
en  e.  Ainsi,  soit  qu'on  change  la  racine  /'  d'où  l'on  part,  soit  qu'on 
change  l'exposant  a  \\  l'aide  duquel  on  produit  les  racines  l'une  après 
l'autre,  la  disposition  mutuelle  de  ces  racines  n'en  peut  être  troublée; 
elles  demeurent  toujours  équi-distantes,  comme  si  elles  étaient  rangées 
en  cercle.  C'est  à  cet  ordre  remarquable  que  tient  la  résolution  algé- 
brique des  équations  binômes,  et,  en  général,  celle  de  toute  équa- 
tion où  l'inconnue  est  une  fonction  des  racines  de  l'unité:  ce  qui  com- 
prend au  fond,  comme  on  peut  le  démontrer,  toutes  les  écjuations 
|)ossibles  à  racines  périodiques  [voyez  le  tome  IV  des  Mémoires  de 
l' Académie  des  Sciences). 

\SS .  On  voit,  parce  que  je  viens  d'uidiquer  rapidement,  combien  la 
considération  des  racines  primitives  est  importante,  et  que  si  l'on 
trouve  une  seule  r  de  ces  racines  pour  le  nombre  /;,  on  pourra  ré- 
soudre sur-le-champ  toute  équation  binôme 

x"  —  k  =  art/j. 

Car  cette  équation  n'est  possible  qu'autant  que  A  est  luie  puis- 
sance n'^""*  exacte  relativement  à  />;  et  par  conséquent,  il  faudra 
qu'on  ait 

A  =  r'". 

Tl  n'y  aura  donc  qu'à  chercher  dans  la  suite  des  puissances  ;  ",  ;-", 
f  ^",...  celle  qui  donne  le  résidu  A  ;  elle  sera  de  la  forme  /•'",  et  l'équa- 
tion 

X"  -  A  =  on. y,, 
qui  deviendra 

donnera  tout  de  suite 


et  multipliant  cette  valeur  /  '  par  les  racines  de 

7"    —    I    =   31V /5, 

lesquelles  seront  au  nombre  de  5,  si  5  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  n  eX  p  —  I ,  on  trouvera  les  0  racines  différentes  de  la  proposée. 
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On  peut  tirer  de  là  tous  les  théorèmes  qui  regardent  la  résolution 
des  équations  binômes 

x"  —  A  =  ûX^p. 

20.  Au  reste,  on  peut  toujours  abaisser  immédiatement  la  |)roposéi 
à  une  équation  semblable  du  degré  5    Car,  soient 

n  =  ii'6,     et     p  —  \  =  p'O, 

n'  et  p'  étant  premiers  entre  eux:  la  proposée  donne  d'abord,  en 
négligeant  les  multiples  de  p  , 

-^.n'f,    _    \    :=  o,        ou        JT"'*  =:    A  ; 

d"où,  en  extrayant  la  racine  «'""•■  de  part  et  d'autre,  on  tire 

,  1  1 

,r*  =:  Y  A  =  A"',      ou  bien       x*  —  A"'  =  o; 

et  il  ne  s  agit  plus  que  de  réduire  l'exposant  fractionnaire  —  à  un  en- 
tier 3,  sans  changer  la  valeur  de  l'exponentielle.  Mais,  par  hypothèse, 
A  étant  une  puissance  exacte  de  degré  n  =  «'9,  est  aussi,  par  là  même, 
une  puissance  de  degré  S;  le  nombre  A  est  donc  racine  de  l'équation 

X         —  I  =  o, 
qui  renferme  toutes  les  puissances  Q  des  différents  nombres 

I .   -2,   3,   4)   J^   6 — .  p  —  1  ; 
et .  par  conséquent ,  on  a 

A    *     =  I ,     ou     AP  =  I . 

Donc ,  a  tout  exposant  de  A  il  est  toujours  peruns  il'ajouter  un 
multiple  arbitraire  de  /»',  et  au  lieu  de  A.  on  peut  mettre  A'^"^'''"  , 
Ole  étant  un  multiple  quelconque.  Mais  si  l'on  veut  actuellement  tirer 
la  racine  n'"""  de  A.  il  faut  choisir  ce  multiple  .311  de  manière  que 
l'exposant  t  ~^dX^p'  soit  exactement  divisible  par  ii' :  ce  qui  donne 
l'équation  du  premier  degré 

1  -^  OK  p'  =^  n'f, 
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(■qiialion  toujours  possible,  puisque  les  coefficients/)'  et  n'  sont  pie- 
iniers  entre  eux.  Ainsi  l'on  trouvera  toujours  un  entier'^  équivalent  -a 

l'exposant  fractionnaire  -;!  et  l'on  aura 

y  h,      ou     A"'  —  A^, 
et  la  proposée 

X"  —  k  =  aii  p 
sera  ramenée  à  la  Ibnuc 

x''  —  A'""  =  m.p, 

5  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  de  p  —  i  ;  cr  (pi'iljal- 
lail  trouver. 

Ainsi ,  quand  ou  propose  i;ne  équation  binôme  de  la  forme 

X"  -  A  =  :)np, 

on  peut  supposer  quelle  est  déjà  réduite,  de  manière  que  le  degré  // 
soit  un  diviseur  de  p  —  i  ;  ce  qui  simplifie  le  calcul,  sans  rien  ôter  à 
la  généralité  de  la  question. 

Mais  cette  méthode  élégante  qu'on  vient  de  suivre  pour  abaisser 
l'équation  au  degré  marqué  par  le  plus  grand  commiui  diviseur  de  n 
etp  —  I,  nous  donne  l'idée  d'une  méthode  semblable  par  laquelle  on 
pourrait  essayer  d'abaisser  de  même  cette  réduite  au  premier  degré,  et 
d'obtenir  par  là  une  solution  directe  de  la  proposée. 

AnTicrj;  V. 

Solution  tiirecte  de  l'cquntiort  x"  —  A  =  'd\L  p. 

21.  Soit 

X"  -  A  =  -Te  p, 
ou  plus  simplement 

x"  =  A 

n  étant  supposé  diviseur  de  p  —  i);  j'en  tire,  comme  ci-dessus. 

^  =  v/Â  =  A"; 
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el  il  ne  s'agit  plus  que  de  rédiure  l'exposant  -  à  un  entier  e,  sans  chan- 
ger la  valeur  de  A".  Or  A  étant  une  puissance  //'""''  exacte,  est  par  cela 
même  une  racine  de 

JO   "     —   I  =  o, 
et  l'on  a 

p-  ' 
A  «    =1. 

Auisi  à  tout  exposant  de  A  il  est  permis  d'ajouter  un  multiple  quel- 

conque  de  ^ ^  et  1  on  peutecnre,  au  lieu  de  A,  A  "    .  Pour 

en  lirer  la  racine  «'"'"',  il  n'y  a  donc  qu'à  rendre  ce  nouvel  exposant 
I  +  JK  exactement  divisible  par  ?i,  ce  qui  donne  l'équation  in- 
déterminée 

,  +  or.  (^^^  =  ne. 

Or,  cette  équation  est  possible  lorsque  n  el^ sont  premiers   entre 

eux.  Dans  ce  cas,  on  déterminera  sur-le-champ  l'exposant  inconnu  e 
qui  équivaut  à  -»  et  l'on  aura,  pour  une  des  racines  de  la  proposée , 

X  =  k". 
Soient,  par  exemple, 

/>  =  1  3,       «  =  3, 
et  la  proposée 

x^  —  S  =  OR  (13); 

on  aura ,  pour  une  des  racines , 

.r  =  8% 
l'exposant  e  étant  donné  par  l'équation  du  premier  degré 

I  +  Ole  4  =  3e. 
Cette  équation  est  possible,  puisque  3  et  4  sont  premiers  entre  eux  , 
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et  elle  donne,  pour  la  valeur  de  c  , 

e  =  —  I, 
ou  ,  si  Ton  veut, 

6=3, 

d'où  il  vient 

a-  =  8'  =  5, 

qui  est  effectivement  une  des  racines  cubiques  de  8,  relativement  au 
nombre  premier  i3. 

22.  Voilà  donc  une  méthode  directe  qui  apprend  à  trouver  une  so- 
lution de  l'équation  binôme  x"  —  A  =  3IL/>,  lorsque  le  degré  n  divi- 
seur àe  p  —  i)  est  premier  à ;  ce  qui  fait  deux  fois  autant  de  cas 

qu'il  y  a  de  manières  de  partager  le  nombre  composé  p  —  i  en  deux 
facteurs  premiers  entre  eux. 

Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté  singulière  qu'il  est  important  de 
j)roposer  et  de  résoudre,  parce  qu'elle  touche  aux  points  fondamen- 
taux de  la  théorie. 

Difficulté  singulière  sur  fa  solution  t/ui  précède. 

23.  Quand  on  se  propose  de  trouver  les  racines  n"'""''  du  nombre  A, 
que  je  suppose  être  une  puissance  n'""^  exacte,  on  ne  conçoit  pas 
d'abord  qu'il  puisse  y  avoir  aucune  méthode  par  laquelle  on  dégage 
une  de  ces  racines,  de  préférence  aux  autres,  puisque  toutes  sont  éga- 
lement définies  par  la  même  équation  ou  la  même  propriété  de  donner 

X"  =  A. 

Et  pourtant ,  par  la  voie  que  j'ai  suivie,  je  viens  de  trouver  une  de  ces 
racines  en  particulier,  et  d'obtenir,  à  l'aide  d'une  équation  du  premier 
degré,  un  certain  exposant  entier  e  qui  est  tel  qu'on  a 

A''  =  X. 

On  pourrait  croire  d'abord  que  cette  expression  A'  renferme  mw 
certaine  équivoque,  et  quelle  est  également  propre  a  représenter  les 
autres  racines  ,  en  ajoutant,  ce  qui  est  permis,  à  l'exposant  e  différents 

nudtiples  de^- Mais  il  est  évident,  à  cause  de  A    "    =  t,  qii  oti  rt- 

Tome  X  —Février  iH^â  ,  , 
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tomberait  toujours  sur  la  même  valeur  de  .t;  de  sorte  qu'on  a  luie 
expression  A'',  délivrée  de  toute  équivoque,  et  qui  répond  à  une  cei- 
taine  racine  choisie  entre  les  //  racines  semblables  de  la  proposée  :  ce 
qui  mérite  bien  d'être  expliqué. 

Solution  de  la  difficulté. 

24.  Pour  résoudre  cette  difficulté,  sans  rompre  la  suite  de  notre  rai- 
sonnement ,  nous  devons  donc  faire  voir  tout  de  suite  que,  parmi  les  n 
racines  de  .\,  il  n'y  en  a  qu'une  seule  qui  jouisse  de  la  propriété  de 
pouvoir  être  représentée  par  une  puissance  entière  du  nombre  A  :  or, 
c'est  ce  qu'on  peut  démontrer  par  la  nature  même  de  la  question. 

Et,  en  effet,  s'il  est  possible  qu'une  des  racines  «"■'""  de  A  soit  re- 
présentée par  une  puissance  entière  A*"  du  nombre  A  lui-même,  comme, 
par  hypothèse,  k  est  une  puissance  exacte  du  degré  n,  A''  sera  aussi  une 
puissance  exacte  du  même  degré  n.  Donc  A"  sera  tout  à  la  fois  racine 
de  la  proposée 

a^  —  A  =  o, 
et  racine  de  l'équation 

X   "    —  I  =  o. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  équations  binômes  ont  une  racine 
commune  et  qu'elles  n'en  peuvent  avoir  quune  seule,  précisément 
parce  quelles  sont  de  degrés  n  et  - — ^  premiers  entre  eux. 

C'est  ce  qu'on  peut  prouver  directement  par  la  recherche  actuelle 
du  commun  diviseur  entre  les  deux  binômes 


p—' 

x" 

—  A,     et     X  " 

Car  soit ,  pour  abréger, 

p—  I 

n 

et  supposons  qu'on  ait  : 

m  =z  n  q  -h  r, 

n    =  rq'  -+-  r'. 

r    =  r'q"  -h  r", 

r'  =  r"q"'-^  r'", 

(n  étant  <  m.  r  <  «,  r'  <  r,  r"  <  r',...). 
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Si  l'on  fait  I  opération  du  commun  diviseur  entre  les  deux  binômes 
x'"  —  I  et  x"  —  A,  jusqu'à  ce  que  le  plus  petit  exposant  n  soit  tombé 
Au-dessous  de  /«,  on  aura  d'abord  le  preuiier  reste 

A'jr'  -  I  : 

si  l'on  fait  ensuite  la  même  opération  entre  a'"  —  A  et  ce  reste  A' jt*^—  ( , 
on  arrivera  au  deuxième  reste 

.r"  —  A'*'"  ; 

si  l'on  lait  la  même  opération  entre 

k''x'  —  I     et     af  -  A'-^'/, 

on  arrivera  au  troisième  reste 

A.''-*''    "-^1   X'   —  r  ; 

et  si  l'on  continuait,  on  trouverait  pour  le  reste  suivant 

et  ainsi  de  suite.  D'oii  Ion  voit  que  les  exposants  successifs  de  x  sont 
les  restes  /•,  /',  /",  r",...  de  la  division  de  ■ii  par  «,  de  n  par  r,  de  / 
par  r',  etc.  ;  et  que  les  exposants  de  A  sont  les  numérateurs  successifs 

<les  fractions  convergentes  vers  la  fraction  —    dans   le   développement 

de  cette  valeur  en  fraction  continue. 

Mais  si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  on  arrive  nécessairement  à 
quelque  reste  tel  que  r  qui  est  égal  à  l'unité;  et  le  reste  suivant  /  est 
égal  à  zéro. 

Donc,  par  l'opération  du  commun  diviseur  entre  les  binômes  pro- 
posés, on  arrive  nécessairement  à  lui  reste  du  premier  degré,  tel  que 

et  le  reste  suivant  est 

J.0  ^t-w7î'+^"!?-'-7  ""■*^'?'/l 

Or  ce  reste  est  nul  par  hypotbese;  car  l'exposant  de  A  est  alors  le  nu- 
mérateur même  de  la  fraction  proposée      -  qui  est  la  dernière  des  frai- 
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fions  convergentes  ;  et  par  conséquent,  le  reste  dont  il  s'agit  se  réduit  à 

x°  —  A""     ou      I  —  A"", 

qui  est  nul  par  hj-pothèse. 

Donc ,  les  deux  binômes  proposés  ont  le  commun  diviseur  du  pre- 
mier degré, 

lequel,  égalé  à  zéro,  donne 

Cette  expression  s'accorde  parfaitement  avec  l'expression  A^  que  nous 
avons  trouvée  ci-dessus  d'une  manière  directe  :  car  le  nombre  e  était 
déterminé  par  l'équation 

I  +  DU.  m  =:  7ie, 

et  cette  équation,  résolue  par  la  méthode  des  fractions  continues, 
donne 

ce  qui  est,   abstraction  faite  du  signe,  le  numérateur  de  la  fraction 

convergente  qui  précède  immédiatement  la  fraction  —  Quant  au  signe 

moins,  il  tient  ici  au  quantième  du  terme  où  l'on  a  supposé  que  la 
fraction  continue  s'arrête  :  si  elle  avait  un  terme  de  moins ,  ou  un  terme 
de  plus ,  on  aurait  trouvé  l'exposant  e  positif.  Au  reste ,  quand  on 
aura  un  exposant  négatif  —  e,  on  pourra  toujours  le  changer  en  un 
autre  qui  soit  positif,  en  écrivant  A'""''  au  lieu  de  A"*^. 

On  voit  donc  que,  si  w  et  ra  sont  premiers  entre  eux,  les  deux  équa- 
tions binômes 

j:"*  —  I  =  G,     et     j:"  —  A  =  o, 

ont  une  racme  commune,  et  n'en  peuvent  avoir  qu'une  seule;  et  que 
la  première  méthode  qu'on  a  suivie  ne  pouvait  conduire  qu'à  cette  ra- 
cine singulière  de  la  proposée 

x"  —  A  =  o, 
racine  distinguée  des  n  —  i   autres  en  ce   que  cette  valeur  est  à  la 
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(ois  une  racine  «'^""^  de  A,  et  une  puissance  n"""  de  quelque  autre 
nombre. 

'2S.  Au  reste,  on  aurait  encore  pu  arriver  au  résultat  précédent  par 
une  opération  plus  simple  sur  les  deux  équations  proposées 

x'"  =  i     et     x"  =  A. 
Car,  à  cause  de  m  =  nq  -h  r,  la  première  devient 

x"''.x''  =  I , 
et  mettant  pour  x"  sa  valeur  A  tirée  de  la  seconde,  on  trouve  d'abunl 

A*x^=  I,     ou     X'  =  A-''; 
mais,  de  même,  à  cause  de  n  =  rq'  -+-  r',  .r"=  A  devient 

x'f.x'"  =  A, 
et  mettant  pour  x'^  sa  valeur  A"'',  on  trouve 

A-*'''.x'  =  A,     ou  bien     x"  =  A'^??  ; 
de  la  même  manière,  on  trouverait 

x'"  =  A~'~''  "■*"W) 
etc.,  etc.,  comme  ci-dessus. 

Si  l'on  suppose  de  même  r"  =  i,  et  partant,  /  "'=:  o,  on  arrive  égale- 
ment à  l'équation 

X  =  A-^-^'"^''', 

qui  est  vraie  pourvu  qu'on  ait  aussi  la  suivante 

x"  —  A'",     ou     I  —  .V"  =  o, 

ce  qui  est  la  condition  qui  a  lieu  ici  par  hypothèse. 

2(î.  Quand  les  exposants  m  et  n  ne  sont  pas  premiers  entre  eux. 
l'équation 

I  -H  art  =  ne 

est  impossible,  et  si  m  est  la  plus  petite  puissance  de  A  qui  anuiK- 
l'unité,  c'est-à-dire  si  le  nombre  A  est  une  des  racines primitm'S  de 
A'"  —  I  =  o, 
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on  peut  conclure  qu'il   n'y  a  aucune  expression  de  la  forme  A'  qui 
puisse  être  racine  de  la  proposée 

jt?"  —  A  =  o. 

Mais  si  A,  qui  satisfait  toujours  à  l'équation 

A'"  —  I  =  o, 

n'est  simplement  racine  primitive  que  d'une  équation  inférieure 

A'"  -  I  =  o, 

et  que  ?n'  soit  premier  k  n,  \a  proposée  aura  encore  une  lacine  de  la 
forme  A*".  Car  on  trouverait,  comme  précédemment, 

x=\/a  =  A", 
ou,  à  cause  de  A'"  3=  1 , 

j:  =  A       "        =  A*", 
l'exposant  e  étant  donné  par  l'équation 

I  +  3K  m'  =  ne. 

qui  est  possible,  quand  on  suppose  m'  et  «  premiers  entre  eux. 

Si  cette  dernière  condition  n'a  pas  lieu  ,  la  proposée  ne  peut  avoir 
encore  de  racine  de  la  forme  A*". 

27.  Nous  voyons  donc  que  l'équatioii 

x"  —  A  =  :')\i  p 

ne  peut  jamais  avoir  de  racine  de  la  forme  A*"  :  i"  Quand  A  est  une  des 
racines  primitives  de  Veqnation 

A    "     —  1  =  CiKp; 

2"  Quand  A  est  racine  primitive  de  quelque  autre  équation  de  degré  m' 
qui  n'est  pas  premier  avec  n. 

Ces  deux  cas  enveloppent  tous  les  autres;  car,  quel  que  soit  le  nom- 
bre donné  A,  il  est  nécessairement  racine  primitive,  ou  de 

A'"  —  1  =  .m  p, 
ou  de  quelque  autre  équation  inférieure  de  degré  m'  diviseur  de  m. 
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Dans  l'application,  pour  découvrir  ce  degré  m',  ou  cette  équation 

A'"'  —  1  =  .■>ll/^, 

dont  A  est  racine  primitive,  il  n'y  aura  rien  de  plus  simple  que  de  faire 
les  puissances  successives  de  A,  jusqu'à  ce  qu'on  en  trouve  une  A'"  qui 
donne  l'unité.  On  déterminera  ensuite  le  plus  grand  comnuui  divi- 
seur ô  de  m'  et  n.  Si  l'on  a  5  >  i,  il  n'y  aura  aucune  racine  de  la 
foritie  A*  à  chercher.  Si  l'on  a  9  =  i ,  il  y  en  aura  une  x  =  V,  et  l'ex- 
posant ('  sera  donné  i>ar  l'équation  du  premier  degré 

I  -+-  OK  m'  ^  ne. 

28.  Mais  je  n'élendrai  pas  plus  loin  la  recherche  et  l'examen  de  ces 
méthodes  directes  qu'on  pourrait  imaginer  pour  la  lésoltition  des 
équations  hinômes 

X"  -  A  =or>./?. 

(>  qu'il  y  a  de  plus  simple  et  de  plus  général  est  de  chercher  dalmnl 
une  racine  primitive  /■  de  l'équation 

xP-'  —   I  =  3X^p. 
On  formera  sur-le-champ  la  suite  des  puissances 


et  l'on  écrira  au-dessous  les  différents  nomhres  qu'elles  doiuient  relati- 
vement à  p,  et  qui  composent  tous  les  nomhres  inférieurs  i,  2,  3,  .., 
p  —  I.  Au  moyen  de  ce  tahleau,  on  résoudra  à  la  première  vue  toutes 
les  équations  binômes  qui  se  rapporteraient  au  module  p,  et  l'on  exé- 
cutera avec  la  plus  grande  facilité  toutes  les  opérations  qu'on  pourrait 
avoir  à  faire  sur  les  racines. 

Articlk  VÎ. 

De  l'équation  binôme  x"  —  i  =  .TK/j",  où  le  module  est  une  puissance  queleonque p'"  d'un 
nombre  premier  p  supérieur  à  2. 

29    Soit  n  le  nombre  y?'""'  i  p  —  i    qui  marque  combien  il  y  a  de 
nombres  i,  e,  e',  e",...,  inférieurs  et  premiers  à  //";  l'équation 

jf"  — •  1  =  0\\.  p'" 
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aura,  comme  on  sait,  les  «racines  entières  i,  e,  e',  e" ■,...,  et  n'en  aura 
pas  davantage  au-dessous  du  module  /?'". 

50.  Maintenant  je  dis  que  V équation 

où  D  est  un  diviseur  quelconque  de  n,  ne  peut  avoir  plus  de  D  racines 
différentes  au-dessous  de  p'". 

Ce  diviseur  D  de  n,  c'est-à-dire  de  p'""'  (p  —  i),  ne  peut  être  que  de 
la  forme  Qp'  ;  6  étant  un  diviseur  de  ^  —  i,  et  v  un  exposant  quelcon- 
que <  m  :  il  s'agit  donc  de  démontrer  que  l'équation 

JC'>P'  —  i  =  DXlp"' 

ne  peut  avoir  plus  de  9p'  racines  différentes  inférieures  à  p'". 

Comme  cette  démonstration  est  longue  et  difficile ,  j'aurai  soin  de  la 
diviser,  et  d'en  ordonner  les  parties  de  manière  à  y  ménager  comme 
autant  de  points  de  repos. 

Démonstration. 

1.  Je  remarque  d'abord  que,  quelles  que  soient  les  racines  de  cette 
équation,  relative  au  module  p"",  elles  doivent  satisfaire,  à  plus  forte 
raison  ,  à  la  même  équation  rapportée  au  simple  module  p,  c'est-à- 
dire  à  l'équation  .r*'"'  —  i  =  DXip.  Mais  il  est  clair  que  toutes  les  ra- 
cines de  celle-ci  doivent  satisfaire  à  l'équation  Jc"  —  i  =  3XL  p^  puisque 
S  est  le  plus  grand  commiui  diviseur  de  Op'  et  p  —  i.  Donc  toutes  les 
lacines  de  la  proposée  doivent  satisfaire  à  la  simple  équation 

x^  —  1  z=  o\lp. 

Or  celle-ci  ne  peut  avoir  que  5  racines  différentes  a,  h,  c,...  en  nombres 
inférieurs  à  p;  et,  par  conséquent,  tous  les  nombres  possibles  qui 
peuvent  y  satisfaire  sont  nécessairement  de  la  forme 

a-hD\lp,      b -\- DM  p,      C  +  OXlp,...', 

donc  toutes  les  racines  de  la  proposée  doivent  se  rapporter  aux  5 
formes  différentes 

a  -+■  .Tc^,     b  -+-  Dr^p,     c  -(-  ;^v^ p,.... 
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ÎI.  Soit  donc  a  une  de  ces  racines  qui  répondent  à  la  forme  «+  S\Lp. 
Si  l'on  prouvait,  en  premier  lieu,  que  a-h  jff'-'  en  est  une  autre, 
quel  que  soit  j,  il  s'ensuivrait  qu'on  en  peut  compter  ainsi  un  nom- 
bre//', en  donnant  à  j-  les  p'  valeurs  successives  o,  1,2,  3,  4,...  jus- 
qu'à p'  —  r  ;  et  sans  aller  au  delà,  puisque  les  racines  a  -hjp'"-'  re- 
viendraient alors  aux  précédentes,  mais  prises  au-dessus  du  module  //". 

Si  l'on  prouvait,  en  second  lieu,  que  toute  autre  racine  a'  qui  ré- 
pondrait à  la  même  forme  que  a,  c'est-à-dire  à  la  forme  a  -h  3r>.p,  et 
d'où  résulterait  ainsi 

a'  =  Cf.  -h  SK  p, 

retombe  nécessairement  sur  une  de  celles  que  je  viens  d'énumérer,  U 
s'ensuivrait  que  la  proposée  ne  peut  avoir  plus  de  p'  racines  diffé- 
rentes relatives  à  a,  plus  de  p'  racines  relatives  à  A,  etc.,  et,  par  con- 
séquent, plus  de  6p'  racines  différentes,  au-dessous  du  module  />"'. 

III.  Pour  établir  le  premier  des  deux  points  qu'on  vient  de  supposer, 
il  suffirait  de  prouver  que  si  l'on  cherche,  par  le  binôme  de  Newton, 
le  développement  de  [a+yp^yp' ,  on  trouvera  un  résultat  de  cette  forme 

où  Y  est  un  entier.  Car,  en  faisant  i -h'j=^m,  c'est-à-dire  i  =  ni  —  v,  on 
verrait  que  le  second  membre  se  réduit  à  i  -1-  :')Kp'",  puisque  a  étant 
racine  par  hypothèse,  a*""  se  réduit  à  i  -l-  SK.p'"-.  d'où  l'on  pourrait 
conclure  que  si  a  est  racine  de  la  proposée,  a  -+- j'p"'—'  en  est  une 
autre  quel  que  soit  7^  :  ce  qui  est  la  première  de  nos  deux  suppositions. 
Ensuite ,  il  faudrait  prouver  que ,  si  j"  est  premier  à  p,  le  multiple  Y 
est  aussi  premier  a  p  :  de  sorte  que  p''^'  est  la  plus  haute  puissance 
de  p,  par  laquelle  on  puisse  diviser  le  terme  Yp-*-',  et  qu'ainsi  a  -+-  jp' 
ne  peut  être  racine  si  l'exposant  /  tombe  au-(le.ssous  de  m  —  v.  Car  il 
s'ensuivra  que  toute  racine  a'  relative  au  résidu  a,  et  par  conséquent 
de  la  forme  a-hjp' ,  retombe  nécessairement  dans  la  forme  a  ~i-yp"'—'  : 
ce  qui  est  la  seconde  de  nos  deux  supjjositioiis. 

IV.  Tout  se  réduit  donc  enfin  à  démontrer  que  l'on  a  toujours,  quel 
que  soit  j,  l'équation 

(a  -hjp'yP"  —  a'""  -+-  Yp-^', 

TomeX.  — Février  1845.  '^ 
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telle,  que  Y  est  un  nombre  entier:  et  que,  si  y  est  premier  à  p,  le 

nombre  Y  est  aussi  premier  à  p. 

V.  La  démonstration  immédiate  de  ce  théorème,  qui  parait  facile  au 
premier  coup  d'œil ,  présente  néanmoins  beaucoup  de  difficultés,  à 
cause  de  l'exposant  composé  ^p'  d'où  naissent  les  coefficients  du  bi- 
nôme. Mais  voici  un  moyen  très-simple  de  sortir  de  cet  embarras,  et 
d'arriver  au  théorème  de  la  manière  la  plus  claire  et  la  plus  rapide. 
C'est  de  supposer  qu'au  lieu  d'élever  tout  d'un  coup  le  binôme  a  -^  jp' 
■A  la  puissance  Bp',  on  l'élève  d'abord  à  la  simple  puissance  p  ;  et  puis  le 
résultat  obteiui  à  la  puissance  p;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  au  résultat  qui  réponde  à  la  puissance  p'  ;  et  enfin,  de  supposer 
qu'on  forme  la  puissance  9  de  ce  dernier  résultat. 

Or,  en  élevant  le  binôme  a  -^  jp^  à  la  puissance  p,  on  a 

(a  +yp'Y  =  aP  +  p.rj.P''jp'  +  ^^^^  a'^'  jV  -^  •••< 

où  l'on  voit  que  le  second  terme  est  divisible  par  p''^' ,  et  que  tous 
les  autres  le  sont,  au  moins  par  p'^*,  pourvu  que  le  nombre  premier  p 

soit  >  1  :  car  le  coefficient  du  troisième  terme,  qui  est^^^ — >est  alors 

divisible  par  p,  et  par  conséquent  ce  troisième  terme  est  divisible  par 
/>-'"^',  et  l'est  ainsi,  au  moins,  par  p''^",  puisque  i  est  supposé  être  au 
moins  i  :  quant  atix  autres  termes  qui  contiennent/}^',  p^',  etc.,  il  est 
évident  qu'ils  sont  au  moins  divisibles  par/j'"^-;  on  a  donc 

{a-^jp')P  =  a''  + Y, />'-', 

ou  \',  est  un  nombre  entier.  Et  l'on  voit,  de  plus,  que  cet  entier  Y^  est 
de  la  forme  o:P~'  y  -(-  Slcp  :  si  donc  y  est  premier  à  p  (comme  a  l'est 
aussi  par  hypothèse  ,  le  multiple  Y",  sera  aussi  premier  à  p. 

Mais  par  la  même  raison  ,  en  élevant  le  nouveau  binôme  a^  +  Y" />'"^' 
à  la  puissance  p,  ce  qui  donnera  la  puissance  p^  du  premier  binôme 
a  +  Xp^i  on  trouvera 

(a  -\-yp'Y'  —  oP'  +  Y,,;;'-^-, 
où  Y,^  sei-a  un  entier,  premier  à  p,  si  Y,,  et  par  conséquent  si  y  est  pre- 
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mier  à  p.  Et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  conclut 

(a  -hjp'Y'  =  af"  -+-  Y, />'+■■' , 

où  Y,  est  un  entier,  premier  à  p  si  j  est  premier  à  p. 
Actuellement,  qu'on  élève  à  la  puissance  9,  et  il  vient 

iaL+yp'yP'  =  rj?f'  +  Y^'+% 

où  il  est  évident  que  Y  est  un  entier  de  la  forme 

e.a/'-'(»-').Y,  +3Ilyy; 

or,  si  y  est  premier  à  p.  comme  Y„  le  sera  aussi ,  et  que  a  et  5  <  ^  le 
sont  aussi  par  hypothèse,  il   s'ensuit  que  Y  sera  aussi  premier  à  p. 
Ce  qiù  donne  enfin  le  théorème  ge'néral  qu'il  s'agixsait  de  démontrer. 
31.  Il  résuite  de  là  que  l'équation 

X"  —  \  =  Onp"', 

où  le  nombre  n  est  égal  à  p"^*  (p  —  i) ,  a  des  racines  primitives,  c'est- 
à-dire  des  racines  qui,  par  leurs  puissances  successives  o,  i,  2,  3,..., 
«  —  r ,  sont  propres  à  former  la  série  complète  de  tous  les  nombres 
i,  e,  e',  e",...  inférieurs  et  premiers  à  p'".  Car,  puisque  aucune  équa- 
tion 

où  D  est  diviseur  de  n,  ne  peut  avoir  plus  de  D  racines  différentes  au- 
dessous  de  p'",  on  démontrera  ici,  par  un  raisonnement  tout  à  fait 
semblable  à  celui  du  n"  12,  que  parmi  les  n  racines  de  la  proposée,  il 
y  en  a  au  moins  une  qui,  par  ses  puissances  successives  o,  i,  2,  3,..., 
n  —  I ,  ne  ramènera  point  l'unité  avant  la  puissance  n'^""",  et  qui,  par 
conséquent,  formera  la  suite  complète  de  toutes  les  racines  de  la 
proposée. 

Et  maintenant,  si  r  est  luie  de  ces  racines  primitives,  il  est  clair  que 
toute  puissance  r'',  d'exposant  h  premier  à  «,  en  est  une  autre;  et  que 
toute  puissance  /',  d'exposant  (/  diviseur  de  «,  est  une  racine  primiti\e 
(le  l'équation  binôme  inférieure 

o"?  —  I  =  or^p'". 
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32.  Enfin,  fout  ce  qu'on  vient  de  démontrer  pour  un  module/?"'  qui 
est  une  puissance  d'un  nombre  premier  supérieur  à  2,  peut  également 
s'appliquer  au  cas  où  le  module  est  le  double  de  cette  puissance ,  c'est- 
à-dire  est  égal  à  ap'". 

En  effet,  en  considérant  l'équation 

X"  —  i  =  yit  (a/?""), 

où  le  nombre  Ji  qui  marque  combien  il  y  a  de  nombres  inférievns  et 
premiers  à  ip'"  est  le  même  que  ci-dessus ,  c'est-à-dire  est /?'"""'(/;  —  i  , 
on  ferait  voir  de  la  même  manière  que  l'équation 

jc^P"  —  f  =  JIV  [ap'") 

ne  peut  avoir  que  Qp'  racines  différentes  au-dessous  de  -ip'".  Car  ces  ra- 
cines devant  toutes  satisfaire  à  la  simple  équation 

.r«  —  1  =  311.  (2/j), 

et  celle-ci  ne  pouvant  avoir  plus  de  9  racines  en  nombres  a,  b,  c,...  infé- 
rieurs à  2/9,  il  s'ensuit  que  toutes  les  racines  de  la  proposée  doivent 
entrer  dans  les  5  formes 


an., 


D\Lp,.. 


et  que,  par  conséquent,  si  a  est  une  racine  de  la  forme  a  -+-  ùKp,  où  a 
est  nécessairement  impair  et  DM,  pair,  a  -\- jp"'—'  en  est  une  autre,  quel 
que  soit  le  multiple  pair  j-,  pris  depuis  o  jusqu'à  ap"  —  2,  ce  qui  fait 
en  tout  p'  valeurs  différentes  au-dessous  de  ip'". 

On  ferait  voir  que  toute  autre  racine  a'  se  rapportant  à  la  même 
forme  a  -+-  0\l  p,  rentrerait  nécessairement  dans  les  précédentes,  etc.  ; 
d'où  résulte  exactement,  pour  les  équations  binômes  rapportées  au 
double  d'une  puissance  d'un  nombre  premier,  la  même  suite  de  pro- 
priétés que  pour  les  équations  binômes  rapportées  à  la  simple  puissance 
de  ce  nombre  premier. 

35.  Quand  le  nombre  premier  p  est  égal  à  2,  toutes  ces  propriétés 
nont  plus  lieu;  et  l'équation 

jc"  —  i  =  on  2'" 
ne  peut  plus  avoir  de  racines  primitives,  excepté  dans  le  cas  imique 
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(le  m  —  2,  ce  qui  donne  le  module  2'"  égal  à  4-  En  effet,  l'exposant  n, 
qui  devient  alors  égal  à  2,  ne  peut  avoir  au-dessous  de  lui  d'antre  di- 
viseur que  l'unité;  or,  l'équation 

X  —    I    =  J1L(2^) 

ne  pouvant  avoir  qu'une  seule  racine  1,  il  s'ensuit  que  la  proposée 

X-  —  I  =  311 '2^), 

qui  a  deux  racines,  en  a  nécessairement  une  qui  est  primitive. 

Vu  reste,  la  raison  de  cette  exception  particulière  se  trouve  encore 
dans  la  propriété  qu'ont  les  équations  binômes  rapportées  au  double 
d'un  simple  nombre  premier  p,  d'avoir  des  racmes  primitives,  quel  (pie 
soit  p^  et  par  conséquent  dans  le  cas  même  où  />  =:  2. 

Manière  de  résoudre  l'équation  -r"  —  i  ^  3R//"  j>nr  l'érjuarion  x"  —  l  ^  Olc/j. 

34.  11  résulte  du  théorème  précédent  que  si  a  est  une  racine  de 

x"  —  I  =  OKp'",     où     D  =  ep% 

Cf.  -^-  fp'"—'  non-seulement  en  sera  une  autre,  quel  que  soit^,  mais  en- 
core sera  une  racine  relative  au  module  p'"**   si  l'on  choisit  jr  d'une 
manière  convenable. 
En  effet,  on  aura 

(a  +jpr'-')°  —  a"  +  Ov.^-'.j.p'"  -h  etc., 

où  le  reste  des  termes  marqué  par  etc.  est  au  moins  divisible  par  p'"'*''; 
or.  puisqu'on  a  ,  par  hvpothèse  , 

ry."  -   I  ==  ^.p'", 
il  viendra 

(a  +Jp"'-'T  =  I  +  (A  H-  eoL°-'.j)p'"  -h  etc.  ; 

donc  si  l'on  choisit  j  de  manière  à  rendre  le  coeflicient  (A  +  ha"^' .jr) 
divisible  par  /),  tout  le  reste  des  termes  après  le  premier  i  ,  sera  divi- 
sible par  yj'""*^'  ;  il  n'y  a  donc  qu'à  déterminer  y  par  l'équation  du  pre- 
mier degré 

A  +  5.a°— .j  =  dX^p, 
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équation  toujours  possible;  car  le  coefficient  de  j  est  premier  à /j, 
et  A  est  aussi  premier  à  p,  puisque  a  est  supposé  racine  de 

a-"  —  I  =  5rL/j"', 

pour  le  module  /j"',  et  non  pas  pour  le  module  plus  élevé  p'""^' .     - 
Ainsi,  quand  on  connaît  une  racine  a  qui  appartient  à  l'équation 

x"  —  I  =  aru  ^"', 

et  seulement  pour  le  module  /;'">  de  manière  que  le  multiple  31^  est 
un  nombre  h.  qui  n'est  point  divisible  par  p,  on  peut  toujours  trou- 
ver une  racine  a  -hj'p"''^'  qui  résout  la  même  équation  pour  le  mo- 
dule plus  élevé  />'"^'  ;  c'est-à-dire  qu'on  peut  résoudre  l'équation 


Donc,  si  l'on  a  une  racine  de  la  proposée  pour  le  simple  module  p.  on 
en  peut  déduire  une  autre'  pour  le  module  p^,  et  de  celle-ci  une  autre 
pour  le  module/?',  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  la  résolution  d'une 
équation 

x""  -  i  =^  0)1.  p'" 

ne  dépend  que  de  la  résolution  de  l'équation 

ar^  -  I  =  SKp, 
rapportée  au  simple  module  p. 

Article  VII. 

Df   l'é(f nation   binôme    x"  —  i=:  DTl  (2") ,    où  l'exposant  m  fin  module  2"  ext  supé- 
rieur à  2. 

55.  Cetteéquation  du  degré /t=2'"~'  a  toujours  a"'~'  racines  différentes 
1;  3,  5,  7,9,...,  2'" —  I,  en  nombres  inférieurs  et  premiers  au  mo- 
dule 2"'  ;  mais  l'équation  du  degré  sous  double  a'""^. 

.r^°^'  —  I  =  311- (2'"), 

a  encore  les  mêmes  racines  :  car  ces  racines  étant  nécessairement  de  la 
forme  i  -t-_^.2,  il  est  facile  de  voir  (en  faisant  le  carré  de  ce  binôme,  et 
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puis  le  carré  du  résultat,  et  ainsi  de  suite),  qu'on  a  toujours 

(i  +J.OlY'  =  I  h-  .m  a' -*-'■, 
quel  que  soit  j"  ;  011  a  donc 

Kt  cela  peut  se  voir  encore  en  observant  que  les  racines  peuvent  toutes 
se  mettre  sous  la  forme  zh  1+^.2';  ce  qui  doinie  évidemment 

(±  I  +  y.i''T"'  =  1  +  311  ra™). 

Il  résulte  donc  de  là  qu'aucune  racine  de  la  proposée  ne  peut,  par 
ses  puissances  successives  o,  1,2,  3,...,  fournir  plus  de  la  moitié  des 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  2"*,  et  par  conséquent  ne  peut  être 
une  racine  primitive  de  l'équation 

x^""  —  I  =  art  (a'";. 

56.  Mais  s'il  n'y  a  point  ici  de  racines  primitives  absolues,  on  peut  dé- 
montrer, du  moins,  qu'il  y  a  toujours  quelque  racine  propre  à  fournir, 
par  ses  puissances,  la  moitié  des  a'""'  résidus  inférieurs  et  premiers 
à  a"*,  ce  qui  mérite  d'être  remarqué. 

En  effet,  si  l'on  considère  le  binôme  i  +  J-'^'-,  où  je  suppose  que^' 
soit  impair,  et  /  au  moins  égal  à  1,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  tou- 
jours l'équation 

(1  +  J.ï'/"  =  I  -+-  Y. 2'-^', 

où  Y  sera  un  entier  impair. 

Donc  la  plus  haute  puissance  de  a,  qui  puisse  diviser  (i  +^".2'  !*'  —  i, 
est  a'"'"-';  donc  pour  que  le  binôme  1  +j-.a',  élevé  aux  puissances  succes- 
sives o,  2,  2-,  2%...,  pui-sse  ramener  l'unité  par  rapport  au  module  2'", 
il  faut  au  moins  aller  jusqu'à  la  puissance  2%  telle  que  v  +/  soit 
égal  à  m. 

Donc,  si  l'on  donne  à  /  la  plus  petite  valeur  qu'il  puisse  avoir  dans  le 
théorème  précédent,  et  qui  est  /=2,  on  aura  le  binôme  i  4-^.2^,  dont 
aucune  puissance  2,  2'^,  2',...  nedonnera  l'iuiité  avant  la  puissance  2'"""'. 
On  ne  pourra  donc  trouver  1  pour  aucun  des  exposants  2,  4,  8,...  qui 
forment  tous  les  diviseurs  de  2'""";  et  comme,  d'un  antre  côté,  cela 
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ne  pourrait  avoir  lieu  pour  aucun  autre  exposant  sans  avoir  lieu  pour 
son  commun  diviseur  avec  a"*"^,  il  s'ensuit  qu'on  ne  poiu'ra  trouver 
l'unité  pour  aucun  des  exposants  i ,  2,  3,  4,  5,...  inférieurs  à  a'"~^. 

Donc  la  racine  j:  =  i  +  j'.a^,  où  j'  est  un  impair,  est  une  espèce 
de  racine  primitive  de  l'équation  proposée,  en  ce  qu'elle  fournit  par 
ses  puissances  successives  o,  i,  2,  3,  4:  5,...  une  moitié  des  i'"~'  ra- 
cines différentes  de  cette  proposée. 

Et  maintenant ,  il  est  clair  qu'en  prenant  dans  cette  période  de  lé- 
sidus  le  troisième  terme,  le  cinquième,  le  septième,  etc..  on  aura  au- 
tant de  ces  sortes  de  racines  primitives  qu'il  y  a  de  nombres  inférieurs 
et  premiers  au  nombre  a'"^-;  et  que,  par  conséquent,  il  y  en  aura 
^f/i-j .  c'est  ce  qui  s'accorde  d'ailleurs  avec  l'expression  i  +  J'.a*  de  ces 
racines  primitives,  puisqu'on  ne  peut  donner  à  j-  que  les  2'""^  valeurs 
impaires  i,  3,  5,  7,...,  (2'"-  —  ij. 

Si,  au  lieu  du  binôme  i  +  j. 2',  on  eût  considéré  le  binôme 
—  j  +  j-.a',  on  aurait  trouvé  exactement  les  mêmes  propriétés;  d'où 
je  conclus ,  en  donnant  à  j-  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus ,  qu'il  y  a 
encore  2"*"'  nouvelles  racines  primitives  de  la  même  espèce  que  les 
précédentes. 

37.  Mais  il  faut  bien  remarquer  que  chacune  de  ces  noiivelles  racines 
fournit,  par  ses  puissances,  ime  moitié  des  résidus  qui  n'est  pas  la  même 
que  la  moitié  précédente,  et  que  ces  deux  périodes  n'auront  de  com- 
mun qu'une  moitié  de  leurs  termes,  et,  par  conséquent,  nu  quart  de 
tous  les  résidus. 

Ainsi ,  pour  le  cas  de  m  ^  3 ,  ou  pour  le  module  2^  =  32 ,  on  a 
l'équation 

.r'«  —  I  =  aii.  (32l, 

qui  a  les  seize  racines  i,  3,  5,  7,  9,..,  3i,  et  qui  n'en  a  pas  davantage 
an-dessous  de  32.  Mais  l'équation 

du  degré  sous-double,  a  les  mêmes  seize  racines,  de  sorte  que  cette 
équation  a  deux  fois  plus  de  racines  que  d'unités  dans  l'exposant  de 
son  degré.  Aucune  des  seize  racines  de  la  proposée  ne  pouvant  donc 
passer  la  huitième  puissance  sans  ramener  l'unité ,  ne  peut  fournir  plus 
(le  huit  résidus  différents  par  rapport  au  module  3i;  et  il  n'y  a  point 
de  racines  primitives  absolues. 
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Mais  il  y  en  a,  du  moins,  de  relatives  à  la  moitié  des  seize  résidus 
dont  il  s'agit;  et  ces  racines  sont 

I  -t-  4>    •  -H  3.4»    '  +  5.4,    I  -t-  7-45     o"  bien     5,    i3,   21,   29. 

Et,  par  exemple,  la  première  5,  étant  élevée  aux  puissances  successives 
o,  1,2,  3,  4,  J,..,  fournit  les  huit  racines  différentes 

I,   5,   23,   29,   17,   ai,  9,    1 3  ; 

et  chacune  des  trois  autres   i3,  21,  29  fournirait  exactement,  mais 
dans  un  autre  ordre,  la  même  période  de  ces  huit  résidus. 
Ensuite,  il  y  en  a  quatre  autres,  savoir  : 

—  i-f-4,    —  i  +  3.4j    —1  +  5.4,   —  n-7-4»     ou  bien     3,    1  1 ,    19,  27, 

telles  que  chacune  fournit  aussi  huit  résidus  différents 

1 ,   3,  9,   27,    17,    19,  25,    I  I  ; 

nouvelle  période  qui  n'a  de  commun  avec  la  première  que  les  quatre 
termes  i,  9,  17,  aS. 

Ainsi,  dans  le  polygone  régulier  de  trente-deux  côtés,  si  l'on  joint 
les  sommets  de  5  en  5,  et  puis  dans  le  nouveau  polygone  qui  en  ré- 
sulte, si  l'on  joint  encore  les  sommets  de  5  en  5,  et  qu'on  fasse  de 
même  dans  le  polygone  résultant,  et  ainsi  de  suite,  on  produira  dans 
un  certain  ordre  huit  des  seize  polygones  réguliers  différents  de  trente- 
deux  côtés. 

Et,  en  prenant  luï  quelconque  de  ceux  qui  restent  et  faisant  la 
même  opération  ,  on  produira  dans  un  ordre  semblable  les  luiil  autres 
polygones  réguliers;  de' sorte  que  les  seize  polygones  réguliers  de  trente- 
deux  côtés  seront  partagés  en  deux  groupes  semblables,  où  chaque 
polygone  dérive  du  précédent  par  la  même  loi. 

Mais  cette  manière  de  les  partager  en  deux  groupes  n'est  pas  unique, 
car  en  employant  une  racine  de  la  forme  —  i  +  47',  '^"^  ^"^  '^  ''^" 
cine  3,  on  formera  huit  polygones  réguliers  qui  ne  seront  pas  les  mêmes 
que  les  huit  premiers  dus  à  la  racine  5  :  il  n'y  en  aura  que  quatre  de 
connnuns  aux  deux  périodes. 

58.  En  général ,  la  racine  J?=  1  -hj.i',  oiij-  est  impair,  et  /  au  moins 

Tome  X.  —  Fêvbier  i845.  i3 
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égal  à  -1 ,  conduira  à  une  période  de  i"^~'  racines  différentes;  et 
jt'  =  —  I  +  J-.2'  conduira  à  une  période  d'autant  de  racines;  mais  ces 
deux  périodes  n'auront  de  commun  que  la  moitié  de  leurs  termes  :  car 
il  est  aisé  de  voir  que  les  puissances  paires  de  x'  sont  les  seules  qui  puis- 
sent revenir,  et  qui  reviennent  en  effet  (dans  un  autre  ordre,  ce  qui 
est  indifférent)  aux  puissances  paires  de  x. 

59.  Quant  à  la  résolution  de  l'équation  binôme 


™2" 


OlVa" 


elle  n'a  aucune  difficulté,  et  il  est  évident  que  la  forme  de  ses  racines 
est 

X  =  ±   \   +J^.2', 

ce  qui  donne,  en  faisant 

jr  =  o,  I,  1,  3,  4,  5,  ..,  (a'"-'—  i), 

^m-i+i    i-acines;  c'est  à-dire  deux  fois  plus  qu'il  n');^  a  d'unités  dans 
l'exposant  tT''  du  degré  de  l'équation  proposée. 

Et  il  n'y  a  pas  d'autres  racines ,  puisque  ces  racines  X  seraient  né- 
cessairement de  la  forme (  ±  i  +j.i''),  l'exposant?'  étant  <  /,  et  j 
impair,  et  qu'alors  la  puissance  a"'"'  de  cette  expression  serait 

I  -+-  Y .  a'-^'"-', 

Y  étant  impair;  de  sorte  que  X^""'  —  i  serait  tout  au  plus  divisible  par 
2* "*'"'"'  moindre  que  le  module  a'". 

40.  Ainsi,  pour  le  module  Sa,  l'équation 

^«  —    I   =  SXL  32 

a  seize  racines  x  ^=  ±i  -hj.i',  en  faisant  y  =  o,  i,  a,  3,  l^,  5,  6,  7. 
L'équation 

X*  —  i  =  an  3i 

en  a  huit  de  la  forme  ±n-/.a^  qu'on  trouve  en  faisantj^=o,  i,  2,  3. 
Enfin  l'équation 

X^  —  î  =  3K  32 

en  a  quatre  de  la  forme  ±l  i  +  y.a.^,  en  y  faisant^  :=  o,  i . 
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il  n'y  a  que  l'équation  simple 

X  —  I  =  OIV  2'", 
et  l'équation 

jc^"""  —  I  =  an.  2'", 

qui  aient  précisément  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'expo- 
sant de  leur  degré;  toutes  les  autres  en  ont  le  double. 

Mais  en  voilà  assez  sur  le  cas  singulier  du  module  égal  à  une  puis- 
sance de  2  ;  il  faut  voir  maintenant  ce  qui  regarde  les  équations  bi- 
nômes rapportées  à  des  modules  composés. 

Article  VIIl. 

/Je  l'équation  binôme x"  —  i  =  011  (N),  rapportée  à  un  module  composée. 

41.  Soit  N=A".B*.C''...  ;  A,  B,  C,.--  étant  des  nombres  premiers  ab- 
solument ;  si  n  est  le  nombre  qui  marque  combien  il  y  a  de  nombres 
I ,  e,  e',  e",...  inférieurs  et  premiers  à  N,  on  aura  l'équation 

jc"  —  I  =  31V  (Ni, 

qui  admettra  ti  racines  i,  e,  e',  e",...  et  qui  n'en  aura  pas  davantage. 
Mais  X  étant  premier  à  N,  est  aussi  premier  à  chacun  des  facteurs 
A",  B*,  G", . . .  de  ce  nombre  composé  N  ;  on  aura  donc  aussi 

X-  —  i  =  -'Jn^lA"),     x^  —  i  =  aK-CB"),     x/  —  I  =  OR.(e),..., 

a,  c,  7,...  étant  les  nombres  qui  marquent  combien  il  y  a  de  nombres 
inférieurs  et  premiers  aux  facteurs  respectifs  A",  B*,  C,....  Or,  soit  m  le 
plus  petit  nombre  divisible  à  la  fois  par  a,  §,  7,...  ;  il  résulte  des  équa- 
tions précédentes  qu'on  aura  aussi 

.%■'"  —  I  =  an.  (A"),     .r™  —  I  =  31^  ^B*),     x'"  —  i  +  o\i  {C),..., 

c'est-à-dire  que  le  binôme  x""—  i  sera  divisible  à  la  fois  par  les  fac- 
teurs A",  B*,  C,  ••  et  par  conséquent  divisible  par  leur  produit  N. 
puisque  ces  facteurs  sont  premiers  entre  eux.  On  aura  donc,  pour  ime 
valeur  quelconque  de  x, 

X'"  —  I  =3rL(N  . 

i3.. 
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Mais  le  ])liis  petit  nombre  m  qui  soit  divisible  à  la  fois  par  a,  c,  '/,.  • 
est  toujours  moindre  que  le  produit  aêy...,  si  ces  nombres  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux  ;  or,  excepté  !e  cas  où  N  serait  simplement  une  puis- 
sance A"  d'un  nombre  premier  A,  ou  le  double  de  cette  puissance,  les 
nombres 

a  =  A"-'  (A  -  ij,     ê  =  B*-'  (B  -  I  ),     7  =  C'-*  (C  -  i  ,... 

ne  sont  jamais  premiers  entre  eux  ,  puisqu'ils  ont  au  moins  le  commun 
diviseur  2  ;  on  a  donc  nécessairement  le  nombre  m  <  n. 

Donc  un  nombre  quelconque  x,  premier  à  N,  étant  élevé  aux  puis- 
sances successives  i,  2,  3,  4>--)  amènera  toujours  l'unité  pour  résidu  . 
avant  qu'on  arrive  à  la  puissance  ti  ;  donc  il  n'y  a  pas  de  nombres  x 
dont  les  ])uissances  successives  jc,  x^,  a.-^,  a:\...  puissent  former  tous 
les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  N;  et  par  conséquent  le  nombre 
composé  N,  ou,  pour  mieux  dire,  l'équation 
^"  -  I  =  orufN  , 

ne  peut  avoir  ce  qu'on  appelle  des  racines  primitives. 

42.  Quand  le  nombre  N  est  une  puissance  A"  d'un  nombre  premier, 
ou  le  double  2A"  de  cette  puissance,  cette  conclusion  n'a  plus  lieu  : 
car  on  a  alors 

72  :=  A""'  (A  —  I  ';  =  a. 

et  le  plus  petit  nombre  ni  divisible  par  a  est  a  lui-même  ;  ainsi  l'on  a 

m  =z  n, 

et  il  nest  plus  prouvé  que,  dans  ce  cas,  l'équation 

x"  —  i  =  3TL  (  IS  ) 

ne  puisse  avoir  des  racines  primitives  :  et,  en  effet,  on  a  démontré  ci- 
dessus  que  cette  équation  a  toujours  de  telles  racines. 
45.  Quant  à  la  résolution  de  l'équation 

x"  —  I  =  orL-  N 
(où  N  est  de  la  forme  A"B''C'^...;,  ou  ,  en  général ,  de  l'équation 

.r°  -  I  =  OK  N, 
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ilo.it  le  degré  D  est  un  diviseur  de 

A°-'.B''-'.C'^-'.--(A  -  i)(B  -  i)(C-  O---' 

elle  n'offre  pas  non  plus  de  difficulté,  d'après  ce  qu.  a  été  dU  pré- 
cédemment sur  la  résoUmon  des  équat.ons  binômes  rapportées  a  nu 
module  de  la  forme  A"  :  car  chaque  racine  de  la  proposée  dnU  satislaue 
aux  équations  simples 

Soient  donc  1  les  racines  de  la  prenuere,  a  celles  de  la  seconde,  v  celles 
de  la  troisième,  etc.;  chaque  racne  .r  de  la  proposée  est  donc  a  la  fo.s 
des  formes  suivantes 

l+jk%     IJ.  +  r'^',     v+j"CS     etc. 
Cherche/,  donc  les  valeurs  <le  J  et.r'  pot'r  que  les  deux  racines 

X  +  rA"     et     a+j'B'' 
soient  laméme,etvous  aurez,  par  l'équation  du  prem.er  degré 

une  racine  |x'  qui  satisfera  a 

x"  —  I  =  01V(A''.B''), 

et  par  conséquent  sera  de  la  forme 

a'  +  z-A-'-B*. 
Déterminez  maintenant  z  et  y"  pour  que  les  deux  racines 

_u.'-(-  z.A".B*     et     v+j".C7 
soient  la  même,  ce  qui  se  fera  par  l'équation  du  premier  degré 

fj.'  +  z-A-'R'  =  V  +  j'.CS 
et  vous  aurez  une  nouvelle  racine  qui  satisfera  à  l'équation 

x"  -  1   rnOtUfA^.B'.C'; 

et  ainsi  de  suite. 
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NOUVELLES  REMARQUES 

SUR   LES   COURBES  DU  TROISIÈME   ORDRE; 

Pau  m.    a.    CAYLEY  (de  Cambridge). 


Je  me  propose  de  développer  ici  quelques  conséquences  de  la  théorie 
que  j'ai  donnée,  il  y  a  quelques  mois,  dans  ce  Journal  [*J,  des  points 
correspondants  des  courbes  du  troisième  ordre.  Rappelons  d'abord  la 
signification  de  ce  terme  et  ajoutons-y  quelques  nouvelles  définitions. 

On  dit  que  les  points  A,  A'  sont  correspondants  quand  les  tangentes 
à  la  courbe  en  ces  points  se  rencontrent  sur  la  courbe.  En  considérant 
les  points  correspondants  A,  A'  et  les  deux  autres  points  correspon- 
dants B,  B',  on  dit  que  ces  paires  correspondent,  quand  les  points 
d'intersection  H,  h  de  AB',  A'B  ou  AB,  A'B'  sont  situés  sur  la  courbe. 
Les  trois  paires  A,  A',  B,  B',  H,  h  sont  nommées  paires  supplémentaires 
ou  système  supplémentaire.  On  dirait  de  même  que  les  deux  systèmes 
AA',  BB',  H/«  et  A, A',,  B,B', ,  H, A',  sont  des  systèmes  supplémentaires 
correspondants 5  si,  par  exemple,  A,  A'  et  A,,  A'^,  etc.,  formaient  des 
paires  correspondantes. 

On  peut  nommer  quadrilatère  inscrit  le  système  de  quatre  droites 
qui  passent  par  les  points  supjilémentaires  AA',  BB',  HA,  et  conique 
d'involution  chaque  conique  tangente  à  ces  quatre  droites,  ou,  en 
d'autres  termes,  inscrite  dans  un  quadrilatère  inscrit.  H  est  inutile 
d'expliquer  ce  que  veulent  dire  coniques  d'involution  correspondantes, 
ou  quadrilatères  correspondants ,  ou  l'expression  conique  correspon- 
dante à  une  paire  donnée  de  points  correspondants,  etc. 


[*]  Voyez  page  285  du  tome  IX. 
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Démontrons  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  «  Les  tangentes  menées  par  un  point  P  de  la  courbe 
»  à  trois  coniques  d'involution  correspondantes  forment  un  faisceau 
«  en  involution.    » 

Chaque  conique  peut  se  réduire  à  une  paire  de  points  qui  corres- 
pondent aussi  aux  coniques  (ce  qui  justifie  la  dénomination  que  nous 
avons  donnée  à  ces  coniques).  Considérons  un  quadrilatère  inscrit  AA', 
BB',  Hy^,  la  conique  d'involution  tangente  aux  côtés  de  ce  quadrila- 
tère, et  deux  paires  LL',  MM'  de  points  correspondants,  ces  paires 
étant  correspondantes  l'une  à  l'autre  et  à  la  conique  d'involution. 
On  sait  que  les  lignes  menées  dun  point  quelconque,  et  ainsi  du 
point  P  de  !a  courbe,  par  les  points  A,  A',  B,  B',  forment  avec  les  tan- 
gentes à  la  conique  menées  par  ce  même  point,  un  faisceau  en  involu- 
tion. Mais  PA,  PA',  PB,  PB',  PL,  PL',  et  de  même  PB,  PB',  PL,  PL', 
PM,  PM',  forment  aussi  des  faisceaux  en  involution;  donc  les  deux  tan- 
gentes forment,  avec  PL,  PL'  etPM,  PM',  un  faisceau  en  involution.  De 
même,  avec  une  conique  correspondante  à  la  première,  PL,  PL',  PM , 
PM'  et  les  (\gux  tangentes  forment  un  faisceau  en  involution;  donc  PL, 
PL'  et  les  quatre  tangentes  forment  un  faisceau  en  involution,  et  de 
même  en  introduisant  la  troisième  conique. 

Théorème  IL  «  On  peut  circonscrire  à  une  conique  d'involution 
»  donnée  une  infinité  de  quadrilatères  inscrits  correspondants  au  pre- 
»  mier.    » 

Soient  A,  A',  B,  B',  H,  h,  comme  auparavant;  et  A,,  A',  une  paire  de 
pointscorrespondantsqui  correspondent  à  ceux-ci;  en  menant  par  A,,  A', 
des  tangentes  à  la  conique  qui  se  rencontrent  en  B,,  B, ,  H,,  A,,  on  voit 
d'abord  que  les  lignes  P.\,  PA',  PA,,  PA',  et  les  tangentes  à  la  conique  don- 
nent un  faisceau  en  involution;  et  réciproquement,  chaque  point  P  qui 
satisfait  à  cette  condition  appartient  à  la  courbe.  Mais  en  prenant, 
par  exemple,  pour  P  le  point  B,,  les  lignes  PA,,  PA',  deviennent  iden- 
tiques avec  les  deux  tangentes,  ce  qui  satisfait  à  la  condition  d'involu- 
tion. DoncB,,B',  ,H,,  A,  appartiennent  à  la  courbe,  ou  A,,  A',,  B,,  B',, 
H,,  h^  forment  un  quadrilatère  inscrit  corresj)ondant  au  premier  ou  a 
la  conique. 

Théorème  III.  «  Les  centres  d'Iiomologie  de  deux  coniques  din- 
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»  volution  correspondantes  forment  un  quadrilatère  inscrit  correspon- 
»  daut  aux  coniques.    • 

Considérons  les  deux  coniques  et  une  troisième  conique  quelconque. 
Chaque  point  P  pour  lequel  les  six  tangentes  forment  un  faisceau  en 
involution  appartient  à  la  courbe.  En  prenant  poin-  P  un  centre  d'ho- 
mologie  des  deux  premières  coniques,  les  deux  paires  de  tangentes 
deviennent  identiques,  ce  qui  satisfait  à  la  condition  d'involution  ;  donc 
les  six  centres  d'homologie  sont  sur  la  courbe,  ou  ces  six  points  sont 
les  sommets  d'un  quadrilatère  inscrit  qui  correspond  aussi  aux  co- 
niques. 

Réciproquement , 

Théorème  YV.  «  Le  lieu  d'un  point  P  qui  se  meut  de  manière  que 
»  les  tangentes  menées  par  ce  point  à  trois  coniques  données  quelcon- 
»  ques,  forment  toujours  un  faisceau  en  mvolution,  est  une  courbe 
»  du  troisième  ordre  qui  passe  par  les  dix-huit  centres  d'homologie  des 
»  coniques  prises  deux  à  deux ,  ces  centres  formant  six  à  six  des  qua- 
»  drilatères  inscrits  correspondants.    » 

La  démonstration  analytique  de  la  première  partie  de  ce  théorème , 
quoique  longue,  me  parait  assez  intéressante  pour  trouver  place  ici. 

Pour  plus  de  symétrie,  prenons  -■,   ~  pour  les  coordonnées  indéfinies 

d'im  point ,  et  représentons  par 

T  =  o ,     Y'  =  o,     Y"  =  o 

les  équations  des  trois  coniques,  V,  etc.  étant  des  fonctions  homogènes 
de  la  forme 

ï  =  AF-  +  Br;-  +  Cu=  -4-  2Fy;Ç+  aGÇ?  4-  aH?/;,     etc. 

Soient  -»  -  les  coordonnées  du  point  P;  mettons,  pour  abréger, 

z     z 

U  =  Ax'  +  Bj-  +  C£=  -I-  aFj-  +  -iGzx  -h  iHxj, 

W  =  Ax£  +  Bjy;  +  Cz-Ç  -l-  F( jÇ  +  /;s)  +  G  («?  +  Çx)  +  H  {xr,  +  jrl), 

(de   manière  que  W  =  o    serait   l'équation    de   la  ligne  polaire  du 
point  P).  Nous  avons 

UT  —  W=  =  o 
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poui-  l'équation  des  deux  tangentes  menées  par  le  point  P  à  la  co- 
nique. Cela  est  probablement  connu.  Il  est  clair  d'abord  que  cette 
équation  appartient  à  une  conique  qui  a  un  double  contact  avec  la 
conique  donnée,  et  par  la  forme  à  laquelle  nous  allons  réduire  cette 
équation,  on  voit  ensuite  qu'elle  appartient  à  un  système  de  deux 
droites  qui  passentpar  le  point  P.  En  développant  et  écrivant 

BC-F-  =  «,     Ck-G^  =  b,     AB-H='  =  c, 
GH  -  AF=  y;      flF  -  RG  =  -,     FG  -  CH=  h, 

on  trouve,  en  effet, 

«  ( JÇ  -  -nf  +  *  (2?  -  x--çf  +  c  {jcrj  -y^Y 

+  ih{fÇ—  ZT^  {zS,  —x'Ç)  =  o, 

et  de  là  ,  en  posant 

%  =  hz^  +  cy  —  ijjz,  £  =  (ijz  —^xj  —  hxz+Jx-, 

B  =  cx^  +  az^  —  -igxz.  (J5=  hzx  —  hjz  —  jxj  +  ^y, 

C  =  ay  H-  hx"^  —  -ihxjr,  ^  =  cxj  —fxz  —  gjz  +  hz^, 

on  obtient 

^B  +  ©/;-  -(-  CÇ^  -  2/-/;  Ç  -  2©Sr  -  2j^|/;  =  o, 
ou,  en  transportant  l'origine  au  point  P, 

51?-  +  ^rr  —  i^c,r,  —  o  ; 

et  de  même,  poiu-  l'équation  des  tangentes,  par  ce  menu-  point  aux 
deux  autres  coniques 

%'V  +  ^"ri'  ~  li^'En  =  o. 


On  obtient  donc,  pour  la  condition  que  ces  lignes  forment  un  fais- 
ceau en  involution  , 

21,   15,   ^ 

Tome  X.  —  Mars  iH/jS.  /■ 


r  21,   15,   :^   1 
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en  représentant  de  cette  manière  le  déterminant  formé  avec  ces  neuf 
quantités.  Formons  d'abord  la  fonction 

Cela  se  réduit  à 

^  [—  2 (fc)xy  —  2 [cg)  jcj^ ■+-  (bc)x''z  +  MJg)xyz  +  [ca)j-z\ 
\  —  2  [bgjxz^  —  2  {fd)j'^z  +  {ba)  z^  J 

où     (Je)  =  {f'c"-f"c'),  etc. 

Multipliant  par  ^,  formant  ensuite  les  quantités  analogues  et  ajoutant; 
écrivant  aussi 

c  ifg)  +  C  (/'g')  +  c"  if  "g")  =  [cjg], 

c'est-à-dire  (cJg)  pour  le  déterminant  formé  avec  les  neuf  quantités 

^1  Ji  ë'>      ^  ■>  J  1   8  '      ^  '  y    '   o  » 
on  obtient  d'abord  les  termes 

-  4  (ç/g)  X-y-  Z-,        +2  [Jcg)  X-J^  Z-,        +  2  [gfc)  X-f-  Z-, 

qui  se  détruisent;  les  autres  termes  contiennent  z^  comme  facteur,  et 
en  écartant  cette  quantité,  l'on  obtient  en  dernière  analyse  l'équation 

\cbj')  x^  +(acg)j^+  {bah)  z^ 
+  [2  iagj'  )+  (cah)]  x'z  +  [2  [bhg)  +  (a^/)]  z-x  -H  [2  {cfh)  +  {bcg)\  x-j 
+  [aiVz/^)  +  [nbg<\jz'  +  \'i.[bgf)-^{bch)\zx''^{i{chg)-\-  {cafj\xj^ 

-+-  HJgfi)^fz  =  o, 

(où  l'on  peut,  si  l'on  veut,  écrire  z  =  1).  C'est  l'équation  d'une  courbe 
du  troisième  ordre. 

Observation.  Cette  méthode  peut  être  utile  dans  l'investigation 
d'autres  problèmes  relatifs  aux  coniques.  Par  exemple .  la  question  de 
déterminer  les  centres  d'homologie  de  deux  coniques  données  revient 
à  celle-ci  :  satisfaire  identiquement  à  l'équation 

3lf  +  ^-n^  +  €Ç-  +  2iF>;Ç  +  2(!3|Ç  +  li^iri 
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parce  que,  en  effectuant  cela,  il  est  facile  de  voir  que  -  ■.  -  sont  les  coor- 
données du  centre  cherché.  Écrivons 

a  -^  ka'  =  a,     b  -h  kb'  =  b,     etc., 

l'on  obtient  les  si.x  équations 

bz-  +  cj-  —  "iijz  =  o,  ex-  -f-  az-  —  i^zx  =  o, 

Aj-  -!-  hx'^ —  'ûixy=^  o,  ajz  —  ^xj —  h^s  -1-  {x^  =  o, 

hzx —  \\jz  —  iyx  -1-  ^j-  =  o,     cxj—  izx  —  ^zj  -i-  lis'-  =  o, 

dont  les  trois  dernières  se  déduisent  des  autres.  On  peut,  de  ces  six 
équations,  éliminer  les  six  quantités  x-,  j"^,  z^,j'z,  zx.  xy,  considérées 
comme  indépendantes;   on   obtient  ainsi,   toute   réduction  faite, 

(abc  —  af-  —  bg-  —  ch"  -+-  afgh)^  =  o, 

équation  qui  détermine  la  quantité  A;  les  trois  premières  équations 
deviennent  alors  équivalentes  à  deux,  qui  suffisent  pour  déterminer  les 

rapports  '-■,  "^.  11   serait   facile  de  rapprocher  cette  solution  de  celle 

que  l'on  déduit  de  la  théorie  des  polaires  réciproques.  Par  exemple, 
l'équation  qui  vient  d'être  obtenue  entre  les  quantités  a,  b,...  est  pré- 
cisément celle  cjui  exjjrime  que  la  fonction 

SiX-  -\-  hj-  -t-  cs°  H-  lijz  +  agjc'z  -+-  ihxj 

se  divise  en  facteurs  linéaires.  Reniar([uons  encore  que ,  dans  la  géo- 
métrie solide ,  l'équation 

\j\  -  \V-  =  o 

appartient  au  cône,  ayant  le  point  P  pour  sonunet ,  et  circonscrit  à 
une  surface  du  second  ordre  qui  a  pour  équation  T  =  o.  C'est  un  cas 
particulier  d'une  autre  formule  que  voici  : 

«  En  représentant  par  ^  une  fonction  linéaire  des  trois  variables 
5,  ■/;,  Ç  (ou  de  quatre  variables  sans  termes  constants),  et  par  P  la  même 
fonction  de  x,  j,  z,  l'équation 

|)HJ  —  2|)P  VV  -4-  pn'  =  o 

j/j.. 
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appartient  au  cône  avant  pour  sommet  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  j:,  j,  z,  et  passant  par  la  courbe  d'intersection  du  plan  P  =  o, 
et  de  la  surface  du  second  ordre  Y  =:  o.  Et  de  même  pour  deux  va- 
riables.  » 

Je  finirai  en  citant  un  théorème  de  géométrie  dû  à  M.  Hesse  [*],  qui 
a  quelques  rapports  avec  le  sujet  que  je  viens  de  traiter  : 

«  Le  lieu  dun  point  P  qui  se  meut  de  manière  que  ses  polaires, 
par  rapport  à  trois  coniques  données,  se  rencontrent  dans  le  même 
point,  est  une  courbe  du  troisième  ordre,  et  encore  cette  courbe  ne 
change  pas  quand  on  remplace  les  coniques  données 

U  =  o,     U'  =  o,     U"  =:  o, 

par  trois  nouvelles  coniques  de  la  forme 

XU  +  X'U'  +  X"U"=  o.   » 

Cette  courbe  du  troisième  ordre  est  tout  à  fait  dislincte  de  celle  que 
j'ai  considérée. 


[*]  Fojez  le  Journal  de  M.  Cielle,  tome  XXVIII. 
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MÉMOIRE 

SUR   DIVERS FS   PROPRIÉTÉS 

DES  SURFACES  DU  DEUXIÈME  ORDRE 

DÉDUITES  DE  LA  THÉORIE  DES  FOCALES; 
Par   B    AMIOT. 


1.  Dans  un  précédent  Mémoire,  qui  a  obtenu  l'approbation  de 
l'Académie  des  Sciences  [voyez  le  tome  VIII,  page  i6i  de  ce  Journal), 
nous  avons  établi  qu'il  existe'  eu  général ,  pour  toute  surface  du 
deuxième  ordre,  deux  courbes  qui  jouissent  de  propriétés  analytiques 
et  géométriques  analogues  à  celles  des  foyers  dans  les  sections  co- 
niques. Nous  nous  étions  attaché  dans  ce  premier  Mémoire  à  découvrir 
celles  des  propriétés  de  ces  courbes  qui  correspondent  aux  propriétés 
essentiellement  caractéristiques  des  foyers  ordinaires.  Dans  celui-ci 
nous  allons  chercher  à  établir  plusieurs  théorèmes  nouveaux  qui  cor- 
respondent à  d'autres  propriétés  des  foyers  et  qui  étendent  de  plus  en 
plus  l'analogie  entre  les  focales  des  surfaces  et  les  foyers  des  courbes 
du  deuxième  degré.  Nous  ferons  ensuite  l'application  de  quelques-unes 
de  ces  propositions  à  la  résolution  de  certains  problèmes  relatifs  aux 
surfaces  du  deuxième  ordre  :  on  verra  par  là  que  les  résultats  de  notre 
analyse  peuvent  devenir  de  quelque  utilité  dans  les  applications  géo- 
métriques. 

2.  Si  l'on  fait,  sur  une  sur/ace  du  deuxième  ordre  douce  d'un 
centre,  une  section  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  quelconque  des 
axes,  et  que,  par  les  diffiîrents  points  de  cette  section,  on  mène  des 
plans  tangentes  à  In  suijàce,  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires, 
abaissées  de  l'un  des  deux  joj ers  conjugués  à  la  section  sur  la  direc- 
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tiice  indéfinie  de  ces  plans ,  est  toujours  un  cercle  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  celui  de  la  focale. 

Soit  aa!  une  section  par  un  plan  perpendiculaire  au  petit  axe  d'un 
ellipsoïde  par  exemple,  et  soient  F2,  ¥\  les  deux^o^'er^  conjugués;  la 
perpendiculaire  FoP,  abaissée  du  foyer  F2  sur  le  plan  tangent  à  la  sur- 
l'ace  eu  lui  point  quelconque  M  de  la  section  aa',  sera  dans  le  plan  des 
deux  rayons  vecteurs  F2M,  F'^M,  puisque  ce  plan  contient  la  normale 
à  la  surface  au  point  M,  et  de  plus,  rencontrera  le  deuxième  rayon 
vecteur  F',  M  à  une  distance  du  point  M  égale  au  premier  rayon  vec- 
teur FoM,  puisque  ces  deux  rayons  vecteurs  sont  également  inclinés  sur 
le  plan  tangent.  Si  donc  on  joint  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  F^P 
au  milieu  N  de  la  distance  focale  FoF,,  la  ligne  PN  sera  parallèle  au 

deuxième  rayon  vecteur  et  égale  à  la  demi-somme ,  qui  est  con- 

staiiiment  ■  (Jr,  si  nous  désignons  par  x,  j,  z  les  coordonnées 

y  a-  —  c- 

de  l'un  quelconque  des  pieds  P  des  perpendiculaires  PF.,,  la  distance 
du  point  N,  dont  les  coordonnées  sont 

x  —  o,     J  =  j'     et     z  =  o, 
au  point  P,  sera 

et.  par  conséquent,  nous  voyons  déjà  que  tous  les  points  P  appar- 
tiennent à  la  spheie  qui  a  pour  équation 

Si  nous  nommons  oc^.J^ ,  z,  les  coordonnées  du  point  de  tangence  M, 
le  plan  tangent  aura  pour  équation 

j'x,  yy,  zz, 

a-  b-  c' 

el  l'on  aura,  pour  déterminer  la  perpendiculaire  F^P,  les  équations 
X  —  x'  =  —-  Z,     y  —  y'  =  -f^  Z. 

a}z^  ^  -^  bz, 

Par  conséquent,  les  valeurs  de  j:,  J,  z,  communes  à  ces  trois  équations, 
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appartiendront  an  pied  P  de  la  perpendicnlaire.  D'ailleurs,  on  a.  entre 
les  ordonnées  j,  du  point  Metj'  du  foyer  Fj,  la  relation 

Si  donc  on  élimine  x^,J^,  z,  entre  ces  quatre  équations,  on  aiua 
une  nouvelle  équation  en  x,j,  z  qui  appartiendra  à  une  surface  sur 
laquelle  seront  situés  tous  les  points  tels  que  P.  Des  trois  dernières  on 
déduit 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  première,  on  obtient 

(a)         a:{jc  -  x')+j{j-j')  +  z'  +  £1^-^  (j  _  y)  =  o, 

équation  d'une  deuxième  sphère  qui  passe  par  le  point  F,  et  par  le 
point  N,  milieu  de  la  distance  focale  FaF'^,  car  elle  est  vérifiée  pour 

X  =  JC,      J-:=J',        Z  =  0, 

ainsi  que  pour 

x=o,      J  =  y,     z  =  o. 

Elle  a,  d'ailleurs,  son  centre  situé  dans  le  plan  des  xy,  qui  est  celui 
de  la  focale,  et  par  conséquent  le  lieu  de  tous  les  points  tels  que,  P 
étant  l'intersection  des  sphères  (i)  et  (2),  notre  théorème  se  trouve 
complètement  démontré. 

3.  On  pourrait  déterminer  directement  le  centre  et  le  rayon  de  la 
sphère  (2),  mais  on  y  parvient  plus  aisément  de  la  manière  suivante  : 

En  retranchant  les  équations  (i)  et  (2),  on  a  la  projection  sur  le 
plan  des  xj  du  cercle  d'intersection  des  deux  sphères,  c'est-à-dire 
l'équation  du  diamètre  de  ce  cercle, 

XJ'OC'  -  [j  -J'){j"  -4-  c'  -  h'}  =  g^\ 
qui  devient 
(3)  xj'  {à'  -  C-)  -jx'  c^  -  b^-)  =  (a«  +  h^  -  c^)  xy. 
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attendu  que  de  l'équation  de  la  focale 


r 


c' —  b-  a-  —  c-' 


on  déduit 


y>2    _(_   ^2    _    ^2    ^   (c-         b')  x' 


D'ailleurs,  la  tangente  à  la  focale  menée  par  le  point  F„,  dont  les 
coordonnées  sont  j'  et  a',  a  pour  équation 

(4)  ^.  +  -^.=  -'- 

\^i  (■-  —  i)i  a-  —  c- 

et  l'on  s'assure  aisément  que  les  équations  (3;  et  (4)  appartiennent  à 
deux  droites  perpendiculaires  entre  elles.  On  voit,  en  outre,  que 
l'équation  (3)  est  vérifiée  par  les  valeurs 

;r  =  a?',     et    j-  :=  —    .      .,- 


qui  déterminent  le  point  où  le  prolongement  de  l'ordonnée  du  fover  F, 
coupe  l'axe  de  la  section  aa'.  Donc  enfin  : 

Si  par  le  point  N,  milieu  de  la  distance  focale  et  centre  de  la  pre- 
mière sphère ,  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  à  la  focale  passant 
par  le  deuxième  foyer  F'.,,  cette  droite  contiendra,  i"  le  centre  de  la 
deuxième  sphère  au  point  où  elle  sera  rencontrée  par  la  perpendicu- 
laire élevée  sur  le  milieu  de  NFj,  et  i°  le  centre  du  cercle  d'intersec- 
tion des  deux  sphères  au  point  où  elle  sera  rencontrée  par  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  sa  direction  du  point  d'intersection  de  l'ordonnée 
du  fover  F2  et  de  l'axe  de  la  section  aa'. 

4.  Le  même  théorème  et  la  même  construction  sont  encore  appli- 
cables aux  deux  paraboloïdes ,  mais  seulement  pour  des  sections  faites 
par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe.  Pour  les  autres  sections,  on  a 
le  théorème  suivant  : 

5/  dans  un  paraboloïde  quelconque  on  fait  une  section  aa'  par  un 
plan  parallèle  à  laxe  et  perpendiculaire  au  plan  dune  focale  (un  des 
plans  diamétraux  principaux),   puis  que  l'on  mène  par  les  différents 
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points  (le  cette  section  des  plans  tangents  à  la  sitijace,  le  lieu  des  pieds 
de  toutes  les  perpendiculaires,  abaissées  du  foyer  conjugué  sur  la  di- 
rectio?i  indéfinie  de  tous  ces  plans,  est  une  droite  perpendiculaire  au 
plan  de  la  focale  et  passant  par  le  milieu  de  la  distance  dufjjer  con- 
jugué au  pied  de  l'axe  directeur  correspondant. 

Soien!t.r',j>''  les  coordonnées  du  foyerF^j  et  x,,j',,  s,  celles  d'un  point 
quelconque  M  de  la  section  ay.'  d'un  paraboloïd(î  elliptique  par  un 
plan  parallèle  à  l'axe  et  perpendiculaire  au  plan  diamétral  principal 
dont  la  section  a  le  plus  grand  paramètre.  On  aura  entre  j\  et  j'  la 
relation 


et  la  perpendicidaire  abaissée  du  foyer  F.>  sur  le  plan  tangent  en  M 
aura  pour  équations 

_     ,  _  _  Z;^'  ,  _  .,  p'j\ 

Si  entre  ces  trois  équations  on  élimine  7^,  et  z,,  on  aura  une  nouvelle 
équation  en  ce,  j,  z  qui  contiendra  toutes  les  perpendiculaires  abaissées 
du  loyer  Fo  sur  les  différents  plans  tangents  à  la  surface  en  chacun  des 
points  de  la  section  u/j! .  Pour  cela ,  je  substitue,  dans  la  troisième  équa- 
tion, les  valeurs  de  ji  et  z,  fournies  immédiatement  par  les  premières, 
et  j'obtiens 

T  ~j'){p  ~  P')  ~^    ^  — ^')j'  ==  '^• 

équation  d'iui  plan  per|)endicidaire  à  celui  de  la  focale  passant  par  le 
foyer  F,  et  contenant  l'axe  directeur.  Elle  est.  en  effet,  vérifiée  pour 

œ  =^  x',  y  =:  y' , 

coordonnées  du  foyer,  et  pour 

/        /  py' 

X  ^=  X  —  p  .      r  =  -£-=^ — ,- 

^        -^         P—I' 

coordonnées  du  pied  de  la  directrice. 

D'ailleurs,   une  certaine   perpendiculaire  F^  P  rencontre  l'axe  di- 
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recteur  en  un  point  G  situé  sur  la  parallèle  à  l'axe  de  la  surface  menée 
par  le  point  J\I.  et  l'on  a 

MFo  =  MG  ; 

déplus,  le  plan  tangent  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  de  ces 
deux  droites.  Donc  il  passe  par  le  milieu  de  sa  perpendiculaire  F2G,  et, 
par  suite,  le  lieu  des  pieds  de  toutes  ces  perpendiculaires  est  une  droite 
parallèle  à  l'axe  directeur  et  passant  par  le  milieu  de  la  distance  FoDo. 

o.  Le  lieu  de  toutes  ces  droites  est  évidemment  une  surface  cylin- 
drique dont  la  base,  située  dans  le  plan  de  la  focale,  est  le  lieu  des 
droites  qui  joignent  les  différents  points  de  la  focale  aux  pieds  des  axes 
directeurs  correspondants.  Or  les  coordonnées  de  l'im  de  ces  points, 
de  celui  qui  correspond  au  fo3er  F^,  sont 


et      Cl  = 


y    ,       py 


Ap—p') 
d'où  l'on  déduit 

JT  =  £  +'—     et     r'=  — ^— — '-r^- 
2  -  ip  —  p 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  focale  qui  est 


on  obtient 


P—p' 


équation  d'une  parabole  qui  a  même  sommet  que  le  paraboloïde. 

6.  Si  dans  une  surface  quelconque  du  deuociènie  ordre  on  jait  une 
section  parmi  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  axes,  et  que,  par  un  point 
de  cette  section,  on  mène  un  plan  tangent  à  la  surface,  le  rectangle  des 
perpendiculaires ,  abaissées  des  deuxjojers  conjugués  à  la  section  sur 
ce  plan  tangent,  reste  constant  quel  que  soit  le  point  de  la  section  par 
lequel  on  a  mené  le  plan  tangent,-  et,  lorsqu'on  passe  d'une  section  à 
une  section  parallèle,  ce  l'ectangle  varie  proportionnellement  au  carré 
de  la  distance  des  deux  foyers  conjugués  correspondants. 

Considérons  toujours  la  section  aa'  faite  sur  un  ellipsoïde  par  un 
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plan  perpendiculaire  au  petit  axe,  et  soient  x',  j'  les  coordonnées  du 
foyer  conjugué  F,,  celles  du  deuxième  foyer  Fuseront  —x',j',  et 
nous  aurons  pour  la  longueur  des  perpendiculaires  d,  d'  abaissées  de 
ces  deux  points  sur  un  plan  tangent  en  un  point  x.j'.z,  cpielconque 
de  la  surface 


ff.     r'r,  ■  x'x,  ,  j'y 

"  =  —  d'  = 


V  «' ^  i' ^  c'  V«'+"F  +  -^ 

Les  coordonnées  du  point  de  tangence  satisfont  à  la  relation 


~^i    +  7^  ^ 7=15 

n^  /)-  /'■'  ' 


et  pour  exprimer  que  ce  point  appartient  à  la  section  aa',  dont  F^ 
et  F'2  sont  les  foyers  conjugués,  on  a  les  deux  relations 


d'où  l'on  déduit  aisément 

x'' 
c'  (a- —  c')  a 


y]         z\   x'-  x\ 


Or,  on  a 


et,  par  suite, 


f,  _l_  r,  _|_  z|_  .r''      _  x\{a^~c') 

a*         h'         f'  n''  —  c^  a^r'> 


dd'  = 


[{a- — c^j'        a' j 


Par  un  calcul  tout  à  fait  semblable,  on  trouve  pour  le  paraboloide 

dd'  =-^, 
P  —  P 

et,  par  conséquent,  dans  toute  surface  du  deuxième  ordre,  le  rec- 

i5.. 
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tangle  dd'  varie  proportionnellement  au  carré  de  la  demi-distance  des 
foyers  Fa,  F',. 

7.  Si  nous  désignons  par  ;-  et  r'  les  deux  rayons  vecteurs  menés  du 
point  M  aux  deux  foyers  conjugués,  on  a,  dans  l'ellipsoïde, 

r  +  r  '  ax' 

et.  par  suite, 


Dans  le  paraboloïde , 

''^'-'  __     /.  /  P     ^ 
2  J   y  p — p'  ' 

d'où  résulte 


dd' 


P    '■  P 


8.   En  ajoutant  les  deux  valeurs  de  r/et  d'  du  n°  6,  on  trouve  faci- 
lement 

Yty'  acx'- 

d  +  cC  b-  a'' — c- 


D'ailleurs,  si  l'on  fait  le  rectangle  des  deux  rayons  vecteurs  /et  /',  on 
ti'ouve  immédiatement 

et ,  par  suite ,  on  a 


\      2        '  {a^--c'f 

On  trouve  aussi 

1  t,  I  r-\-r'\  2  a-c'x'^ 

\     1      I  [a-  —  c')= 


et  par  conséquent 
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■a     .  r  -(-  ; 


c'est-à-dire  que  : 

Si  l'on  mène  un  plan  fa/igent  à  une  siirjace  du  deuxième  ordre  eu 
un  point  M  quelconque  et  que  Von  joigne  ce  point  aux  deux  foyers  con- 
jugués, puis  que  l'on  abaisse  de  ces  mêmes  foyers  des  perpendiculaires 
sur  le  plan  tangent,  les  moyennes  arithmétiques  des  rayons  vecteurs 
et  des  perpendiculaires  seront  constamment  proportionnelles  aux 
moyennes  géométriques  de  ces  mêmes  lignes. 

Ceci,  du  reste,  est  une  conséquence  facile  à  déduire  géoinétrique- 
nient  de  ce  que  les  rayons  vecteurs  r,  r'  sont  situés  dans  le  plan  des 
deux  perpendiculaires  d.  d'  et  également  inclinés  sur  le  plan  langent. 

î).  Abaissons  du  centre  de  l'ellipsoïde  luie  perpendiculaire  &  sur  le 
même  plan  tangent,  nous  aurons 

.  I  //r 


/r'         y'         z  ]  la-  —  c-  F     a'x''  T 

d'après  les  formules  du  n"  (>. 

En  comparant  cette  valeur  à  celle  du  rectangle  r/'du  numéro  pré- 
cédent, nous  avons 

$'^.rr'  =  a*f^, 
ou  bien 

$  '.  a  :'.  c  .  \ rr', 

relation  qui  a  pareillement  lieu  dans  une  ellipse  dont  les  demi-axes 
sont  a  et  c. 

10.  Désignons  par  n  la  longueur  comptée  sur  la  normale  à  partir 
du  point  de  tangence  M  jusqu'à  celui  où  cette  droite  rencontre  le  plan 
de  la  focale.  On  a 


/c'x' 


et  si  l'on  remplace  dans  cette  expression  z,,  j-,  et  y'  par  leurs  valeurs 
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(n"  6),  on  trouve  aisément 

"     =   ; 7-, —  -TCX     • 

On  en  déduit 

fil  — ,  =  —î         ou  bien        a  :  c  ;  :  \rr'  '.  11. 


(^) 


Pour   un  paraboloïde  on  trouve,  par  un  calcul  en  tout  semblable, 
«'   _  P' 


P 


Donc,  si  nous  appelons  la  quantité  désignée  par  Ai  la  longueur  de  la 
normale,  on  voit  que  : 

Daiu  toute  surface  du  deuxième  ordre  le  carré  de  la  longueur  de 
kl  normale  eu  un  point  quelconque  reste  dans  un  rapport  constant  avec 
le  rectangle  des  deux  rayons  vecteurs  menés  de  ce  mérne  point  aux 
deux  foyers  coniugués. 

H.  En  désignant  par  v  l'angle  de  la  normale  avec  cbacun  des  deux 
rayons  vecteurs  menés  d'un  point  M  quelconque  aux  deux  foyers  con- 
jugués, nous  avons  trouvé 


Or,   si  nous  remplaçons   dans  cette  formule  z^   et  J■^  par  leurs  va- 
leurs (6),  nous  avons 

rt- —  c-      /     jt"  x\ 

tane  v  =  -r-  \/  — — ~, ^5 

et  nous  en  déduisons 

cos-  V  ■■ 


a-        l(a'  —  cj  'J 

En  multipliant  cette  valeur  par  celle  de  /i^  du  numéro  précédent,  on 
obtient 

c-x' 

n  ces  i>  =  — ,  • 

a  \/«^  —  c- 
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Ainsi  :  Dans  toute  surface  du  deuxième  ordre  douée  d'un  centre,  la 
projection  de  la  longueur  de  In  normale  en  un  point  quelconque  sur  l'un 
des  rayons  vecteurs  correspondants  reste  constante  pour  tous  les  points 
d'une  même  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  axes 
et  varie,  quand  on  passe  d'une  section  h  une  autre  section  parallèle . 
proportionnellement  à  In  distance  des  deux  foyers  conjugués. 
Pour  la  section  principale  dont  les  demi-axes  sont  a  et  c.  on  a 


X'  =  XYZ" 

et,  par  suite, 


n  cos  V  ^  -  1 


relation  connue  et  facile  à  obtenir  directement  pour  une  ellipse  quel- 
conque. 

12.  Soit  V  l'angle  que  fait  la  normale  en  un  point  quelconque  AI 
d'un  paraboloïde  avec  l'axe  de  celte  surface,  on  a 


tangV=  —  v7>=z?+/;'^jr. 


(I  oii  resuite 

cos  V  = 


V/' 


Or,  si  l'on  remplace  r,  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la  surface, 
et  X,  par  sa  valeur  en  fonction  de  l'abscisse  x'  des  deux  foyers  conju- 
gués à  la  section  faite  par  un  plan  mené  par  le  point  i\I  perpendiculai- 
rement à  Taxe  de  la  surface,  on  trouve  aisément 


s/' 


■ix'  —p'     y]{p—p') 


P  p'p 

et  comme,  d'après  l'équation  de  la  focale , 

•2X'   —   «'    =    — >, 

P~P 

on  obtient  enfin 


V  /.'   i(p-p'r   -^'J 
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D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  r  et  r'  les  deux  rayons  vecteui's  menés 
du  point  M  aux  deux  foyers  conjugués,  on  a 

p  V{p-p'r    -^'J 

et,  par  conséquent,  il  vient 

/■/''cos'-^  V  ^=  pp'. 

Si  nous  multiplions  cette  équation  par  l'équation  (2)  du  n°  10,  nous 
obtenons 

«  cos  V  =:  p', 

ce  qui  montre  que:  Pour  cJiaque  point  d'un  paraholoide  quelconque ,  in 
projection  de  la  normale  sur  Taxe  de  la  surface  est  constamment  égale 
au  demi-paramètre  de  la  section  principale  qui  ne  contient  pas  la  se- 
conde extrémité  de  la  normale  71. 

15.  Représentons  par  R,  et  R,  les  deux  rayons  de  courbure  princi- 
paux en  un  point  xjz  quelconque  d'une  surface  du.  second  ordre;  on 
sait  que  l'on  a  généralement 


{i+p-+l') 
et 


(l+p-hf) 

p,  q,  r,  s  et  t  désignant,  selon  l'usage,  les  dérivées  partielles  des  de>i[x 
premiers  ordres  de  l'ordonnée  r  prises  par  rapport  à  .r  et  ^. 
Pour  l'ellipsoïde 


x'         y-          z- 
a'          b-          c- 

I , 

on  trouve 

P=' 

a'z 

c'y 

r  = 

_  c^ 

■z 

-+f-x- 

}                            cKrr 

t 

¥?' ' 

et ,   en  substituant  ces   valeurs  dans   la  première  des  deux  formules 
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générales  précédentes,  on  obtient 

z'         r=        x' 
[_  'i I 

I       (a'z' -t- c'.r')  (6V  +  cy)  —  c'x-j'  c^         b"-        a}  o' 

R,R:  ,,,   ,     Iz^       x'       r'\'  ,,,  ,/z'        x'       r'\'  (Ob''c'' 

\c'        rt'        6'/  \c'        «'       6'/ 

c?  représentant  !a  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  le  plan  tangent  xjz. 
La  formule 


RR,  a'b^c^ 

a  été  donnée  par  M.  Dupin  dans  ses  Développements  de  Géométrie.  On 
y  introduira  les  rayons  vecteurs  r',  r  en  observant  qu'on  a  (n"'  9) 


et.  partant, 


R,R,  b-{rr'y- 

Si  nous  posons 


P     et     ^  =  F, 

o 


nous  aurons 

I  PP' 


_     ,     ,     ou  bien     r^  r'^  —  PP'  x  R.Rj. 
Pour  le  paraboloïde  elliptique,  on  a 


et  comme 


riz 

Tix 

z 

dz    _ 

—  ù. 

pz 

' 

le 

=  - 

z' 

rf=z 
dxdy  ~ 

pz'' 

d'z 

=  - 

2^ 
pz 

'i 

>stitue  ces 

va: 

leurs  dans 

la  même 

forum 

le. 

01 

I 
R,R, 

= 

I 

r 

COS"  1' 

Pp'  ' 

-■(-? 

'         z^ 
;  +  — 
•      P 

COS*  V  — 

.  pY- 

r-  r'- 

, 
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on  obtient  enfin 

fr^r  =  -^^'     on  bien     r"^ r'-  =  pp'  x  R.  R.- 

R,R,  r^r  ■  '' 

Donc  :  En  chaque  point  d'une  surface  quelconque  du  deuxième 
ordre,  le  rectangle  des  deux  rayons  de  courbure  principaux  est  propor- 
tionnel au  produit  des  carrés  des  deux  rayons  vecteurs  menés  de  ce 
même  point  aux  deux  foyers  conjugués  correspondants. 

En  admettant,  avec  M.  Ganss,  que  la  courbure  d'une  surface  en 

un  point  quelconque  soit  mesurée  par  la  fonction  —5-  ?  on  voit  qu'en 

chaque  point  d'une  surface  quelconque  du  deuxième  ordre  la  cour- 
bure est  'également  mesurée  par  l'inverse  du  produit  des  carrés  des 
deux  rayons  vecteurs  menés  de  ce  point  aux  deux  foyers  conjugués 
correspondants. 

14.  Si  l'on  substitue  les  mêmes  valeurs  de  p,  q,  r, ...  dans  la 
deuxième  formule  générale  du  numéro  précédent,  on  aura,  pour  le 
paraboloïde  dabord , 


-  p'  -+■  2X 


PP'i.^^.-'^ 


R,  +  R2 


cos  '  i>  ; 


d'où  résulte 


et,  par  suite, 

R,  cos  i'  +  Rj  cos  V  =  ±  [p  -h  p'  ^  -ix), 

ce  qui  montre  quen  chaque  point  d'un  paraboloïde  situé  sur  une  sec- 
tion perpendiculaire  à  l'axe,  la  somme  des  projections  des  deux  rayons 
de  courbure  pri/icipaux  sur  l'axe  reste  constante,  et  que  pour  chaque 
section,  elle  est  égale  à  la  somme  des  deux  demi-paramètres  princi- 
paux et  du  double  de  la  distance  du  plan  sécant  au  sommet  de  la  sur- 
face. 
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On  trouve  de  la  même  manière,  pour  l'ellipsoïde, 

i_   _   _  [z'  ja^b'  +  a'Z»-)  +  .r'  (^'c'  +  6-c')  ■+-  y''  (g'ç*  -+.  g'ç')] 


^k^.l^l^t,    -'^' 


R, 

«'*-      .  -T-T7-7-  — 

_  a  '  [{a'  +  6'  +  c')  (fl'è'z'  +  6 Vx'  +  6Vy)  —  a'é V  (j-  -f-  .r'  +  ^■)] 
a'b'c' 

et  si  l'on  nomme  (j  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  au  point  xjz, 
on  a  enfin 

J_         _i_  _  P{a-  -h  b'  +c-  —  q') 
R,  R-  à'b'^c"- 

si    l'on   remplace  dans  cette  formule  ;-!—  par  la  valeur  du  numéro 
précédent,  on  a 

R,  +  R,  =  ^l±Lll+£!^l^ 

0 

formule  que  M.  Dupin  a  aussi  donnée. 

I  Vt.  Passonsà  un  autre  ordre  de  propriétés,  et,  pour  cela,  concevons 
un  cône  circonscrit  à  une  surface  du  deuxième  ordre.  On  sait  que  la 
courbe  de  contact  est  plane  et  que  le  plan  de  cette  courbe  est  dit  le 
plan  POLAIRE  correspondant  au  sommet  S  du  cône,  lequel  est  le  pôle 
du  même  plan.  Soient  ç,  >7,  'Ç,  les  coordonnées  d'un  certain  pôle  S,  le 
plan  polaire  correspondant,  par  rapport  à  l'ellipsoïde  par  exemple, 
aura  pour  équation 

(P)  i?  +  "^  +  -^f  =  I. 

a-  b'  & 

Considérons  une  droite  quelconque  représentée  par  les  deux  équations 

(D)  {3c  =  mz  +  p, 

\  y  —  nz  +  9, 

et  supposons  que  le  pôle  S  soit  situé  sur  cette  droite,  nous  aurons 

?  =  mC,  -^  p,     y^  —riC,  ^  q^ 

et  l'équation  (P)  devient 
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Pour  un  (leiixième  pôle  S'  situé  en  un  point  £',  yj',  Ç'.  de  la  même 
droite  ,  on  trouvera  pareillement 

J,  (mÇ'  -»-/')  +  p  «  +  ^)  +  I  =   ,  ; 
et  si  Ton  soustrait  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  il  vient 

(P)  --  -hi-  +  -=  o, 

^       ■"  a'  0-  c- 

plan  conjugué  à  la  droite  (D)  ;  par  conséquent  on  a,  pour  déterminer 
la  ligne  d'intersection  des  deux  plans  polaires  correspondants  aux  deux 
pôles  S  et  S',  les  deux  équations  (P)et  (P')  qui  sont,  comme  on  voit, 
complètement  indépendantes  de  la  position  de  cliacun  des  deux  pôles  S 
et  S' sur  la  droite  iD  ;  ainsi  les  différents  points  d'une  droite  quel- 
conque étant  considérés  comme  des  pôles,  tous  les  plans  polaires  cor- 
respondants se  coupent  suivant  une  seule  et  même  droite  située  dans 
le  plan  diamétral  conjugué  à  la  droite  des  pôles  S  et  S'. 

16.  Pour  obtenir  la  projection  de  cette  droite  sur  le  plan  focal , 
j'élimine  z  entre  les  deux  équations  (P)  et  (P'),  ce  qui  me  donne 
l'équation 

(I)  'if  +  f^=,, 

p  et  (j  représentant  les  coordonnées  du  point  où  la  droite  (D)  rencontre 
le  plan  des  jcj',  et  par  conséquent  la  droite  représentée  par  l'équa- 
tion (I)  est  polaire  du  pied  de  la  droite  (D)  par  rapport  à  la  section 
principale  de  l'ellipsoïde  faite  par  le  plan  focal  des  xj-. 

17.  Supposons  maintenant  que  la  droite  (D)  menée  par  le  pôle  S 
soit  perpendiculaire  an  plan  polaire  correspondant  (P),  les  équations 
de  cette  droite  seront 

et  l'on  aura,  pour  les  coordonnées  du  point  où  elle  rencontre  le  plan 
des  xj', 

l  {a-  —  c')  _  n[b--  —  c--) 

P  = TU '     '/  -  — î^  • 
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Par  suite,  l'équation  il)  deviendra 

yn  (c'—  b'')  _  Jg'a'— c')  _  _   ^ 

En  comparant  cette  équation  à  celle  de  la  sjnfocale 

y^  [ç-—  b')  _  x'(a'—c')  _   _    I 
6'  a'  ' 

on  voit  que  la  même  projection  de  la  droite  d'intersection  des  ditté- 
rents  plans  polaires  correspondants  aux  points  de  la  droite  D)  est  la 
polaire  par  rapport  à  la  syufocale  de  la  projection  sur  le  plan  focal 
des  xj  du  pôle  S  par  lequel  on  a  mené  la  droite  (D)  perpendiculaire 
sur  le  plan  polaire  correspondant.  Donc  généralement  : 

Tfn  point  S  étaîit  considéré  coinine  le  pôle  d'un  plan  P  par  rapport  a 
une  surface  quelconque  du  deuxième  ordre,  si  de  ce  pôle  on  abaisse  une 
perpendiculaire  indéfuùe  sur  le  plan  polaire  correspondant  P,  puis  que 
l'on  considère  un  jwuveau  point  S'  quelconque  de  cette  perpendiculaire 
et  le  plan  polaire  P'  correspondant,  les  deux  plans  polaires  V  et  P'  se 
couperont  suivant  une  droite  invariable,  dont  la  projection  sur  le  plan 
focal  sera  polaire  h  la  fois  de  la  projection  sur  le  même  plan  du  pre- 
mier pôle  S  par  rapport  à  la  sjnfocale,  et  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire D  par  rapport  à  la  section  principale  correspondante  de  la  sur- 
face. 

18.  Si  nous  supposons  le  pôle  S  situé  sur  la  surface  proposée,  le 
plan  polaire  correspondant  devient  le  plan  tangent,  et  la  perpendicu- 
laire D  à  ce  plan  est  la  normale  à  la  surface  en  S.  Du  théorème  précé- 
dent nous  pouvons  donc  déduire  le  suivant  que,  du  reste,  on  dé- 
montrerait directement  de  la  même  manière  : 

Si  par  un  point  M  quelconque  d'une  surface  du  deuxième  ordre  on 
mène  le  plan  tangent  et  la  normale,  puis  que  l'on  circonscrive  à  cette 
même  surface  un  cône  ajant  pour  sommet  un  point  quelconque  de  la 
normale,  le  plan  de  la  ligne  de  contact  (plan  polaire  du  sommet  du 
cône)  rencontrera  le  plan  tangent  suivant  une  droite  invariable  dont 
la  projection  sur  le  plan  focal  sera  pol.a.ire  à  la  fois  de  la  pmjection 
sur  le  même  plan  du  point  de  tangencc  il  par  rapport  à  la  sjnjocale, 
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et  du  pied  de  la  normale  par  rapport  à  la  section  principale  corres- 
pondante de  la  surface  proposée . 

19.  La  trace  du  plan  polaire  (P)  sur  le  plan  de  la  focale  a  pour, 
équation 

tx         nr 

-^   +  -TT  =   I- 
n-  b- 

Or,  p  ei  if  désignant  les  coordonnées  du  point  où  la  perpendiculaire, 
abaissée  du  pôle  S  sur  ce  plan,  coupe  celui  de  la  focale,  on  a 

y.  a''p  b-q 


et,  par  suite,  la  trace  du  plan  polaire  devient 
iy Pf_  __  _  j 

c- —  b''  fl- —  c-  ' 

équation  de  la  polaire  du  point  [pq)  par  rapport  à  la  focale. 

Donc  :  Si  dun  point  quelconque  S ,  considéré  comme  pôle  par  rap- 
port à  un  plan  P,  on  abaisse  une  perpendiculaire  (D)  sur  ce  plan,  la 
trace  du  plan  P  sur  le  plan  focal  sera  la  polaire,  par  rapport  à  la  fo- 
cale, de  la  trace  de  la  perpendiculaire  D  sur  ce  même  plan. 

Et  par  conséquent  :  Si  l'on  mène  à  une  surface  du  deuxième  ordre 
un  plan  tangent  et  une  normale  en  un  même  point  quelconque  M,  la 
trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  d'une  focale  sera  polaire  par  rap- 
port à  cette  courbe,  du  pied  de  la  normale. 

20.  Revenons  à  la  droite  (D]  du  n°  IS,  et  supposons  qu'elle  passe 
par  un  point  quelconque  D,  de  la  synfocale.  En  désignant  par  x"  et  y' 
les  coordonnées  du  foyer  conjugué  F,,  on  aura,  pour  le  point  D,, 

P  ==  X  = ;     et     q  =  \  = :r'—r.- 

•  a-  —  c-  '  c- —  b- 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  (I  i  du  n°  î6,  on  trouve 

yr'  xx'      

c-  —  b^  a'  —  c- 

équation  de  la  tangente  à  la  focale  au  point  x'j'  de  cette  courbe. 
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Si  l'on  supposait,  au  contraire ,  la  droite  D)  menée  par  un  ponit  x'y  ' 
de  la  focale,  on  aurait,  en  désignant  par  X  et  Y  les  coordonnées  du 
point  conjugué  D,  de  la  synfocale, 

,  =  ^  =  îiii=£),     ,  =  ^.=  _Ii£^), 

et,  par  suite,  l'équation  (I)  deviendrait 


équation  de  la  tangente  à  la  synfocale  au  point  D,  de  cette  courbe. 

Donc  généralement  :  Le  point  S  étant  un  pôle  et  P  le  plan  polaire 
correspondant  par  rapport  à  une  surface  quelcoruiue  du  deuxième 
ordre,  si  le  pôle  S  se  meut  dans  l'espace  en  restant  constamment  sur 
une  droite  D  menée  par  un  point  D,  de  la  sjnjocale,  le  plan  polaire  P 
tournera  autour  d'une  droite  fixe  dont  la  projection  sur  le  plan  focal 
sera  tangente  à  la  focale  au  foJer¥^  conjugué  du  point  D,  de  la  syn- 
focale; et  réciproquement,  si  la  droite  D,  lieu  des  pôles,  passe  par  le 
foyer  F,,  la  ligne  d  intersection  des  plans  polaires  se  projettera  sur  la 
tangente  à  la  synfocale  au  point  D,  conjugué  du  Jojer  F,. 

21.  Si  nous  considérons  le  cas  où  le  pôle  S  coïncide  avec  le  point  F,, 
intersection  de  la  focale  et  de  la  droite  D,  le  plan  polaire  correspon- 
dant, évidemment  perpendiculaire  au  plan  focal,  déterminera  par  sa 
trace  sur  ce  plan  la  projection  de  la  droite  fixe  du  théorème  précé- 
dent. D'ailleurs,  cette  même  intersection,  tangente  à  la  synfocale  au 
point  D,,  sera  polaire  du  foyer  conjugué  F,  par  rapport  à  la  section 
principale  correspondante  de  la  surface.  Il  en  sera  de  même  quand  on 
supposera  le  pôle  S  situé  au  point  D,  de  la  synfocale. 

Donc  généralement  :  Les  différents  points  d'une  focale  d'une  sur- 
face quelconque  du  deuxième  ordre  étant  considérés  comme  des  pôles 
par  rapport  à  la  section  principale  correspondante  de  la  surface,  la 
synfocale  est  l'enveloppe  de  toutes  les  polaires  correspondantes  ;  et 
réciproquement,  la  focale  est  l'enveloppe  de  toutes  les  polaires  des 
différents  points  de  la  synfocale  considérés  cnmme  pôles  par  rapport  à 
la  même  section  principale  de  la  surface. 
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22.  Si  nous  supposons  qne  la  droite  D  soit  Taxe  directeur  liu- 
nième,  on  aura,  pour  les  deux  coordonnées  ç,  y;  du  pôle  S  situé  en  un 
point  quelconque  de  cette  droite, 


.  =  ^JK 


et ,  par  conséquent ,  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan 
polaire  correspondant  rencontrera  le  plan  de  la  focale  au  point  qui 
a  pour  coordonnées 

p^-——'=:^'     et     q  =  ^-^=.j', 

c'est-à-dire  au  point  F,  de  la  focale,  foyer  conjugué  du  pied  D,  de  l'axe 
directeur  qui  contient  le  pôle  S. 

D'ailleurs,  les  équations  (P)  et  (P')  du  n"  15  se  réduisent  à 

yx'b-  xx'a'' 

c'' — b-  a'' — i-  "  ' 

par  conséquent ,  la  ligne  d'intersection  des  différents  plans  polaires 
correspondants  aux  divers  points  de  la  directrice  DD,  est  la  tangente  à 
la  focale  aux  points  F,. 

Donc  généralement  :  Si  im  point  S ,  considéré  comme  pôle  d'un 
plan  P  par  rapport  à  une  surface  du  deuxième  ordre,  se  déplace  en 
occupant  successii'emejit  les  différents  points  d'un  axe  directeur  quel- 
conque DD,,  tous  les  plans  polaires  correspondants  se  couperont  sui- 
i'ant  la  tangente  à  la  focale  au  foyer  coîijuguéYf ,  et  la  droite  qui  unira 
ce  point  à  un  pôle  quelconque  S  sera  perpendiculaire  au  plan  polaire 
correspondant. 

23.  Lorsque  le  pôle  S  occupera  le  pied  D,  de  la  directrice,  c'est-à- 
dire  un  point  de  la  synfocale,  le  plan  polaire  correspondant  sera  vi- 
siblement perpendiculaire  au  plan  de  cette  courbe,  et,  par  conséquent, 
du  tliéorème  précédent  résulte  le  théorème  suivant,  démontré  par 
M.  Cauchy(voir  Comptes  rendus  de  l  Académie  des  Sciences  ,\.omeW\  , 
page  8og  et  suivantes)  : 

LefojerY  ^  coïncide  toujours  avec  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
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sée  du  pôle  D,  (point  conjugué  de  la  synfocale)  sur  le  plan  polaire  cor- 
respondant à  ce  même  pôle. 

Nous  voyons,  en  outre,  que  la  droite  qui  joint  chaque  point  D,  de 
la  synfocale  au  foyer  conjugué  F,  est  normale  à  la  synfocale  en  ce 
point. 

24.  Soit  S  un  pôle  quelconque  tlont  je  représente  les  coordonnées 
par  ;,  r,,  'Ç;  le  plan  polaire  correspondant  P  coupera  l'axe  directeur  DD, 
en  un  point  D',  qui  aura  pour  coordonnées 

a-  —  c'  c^—b-  C   \  «-  —  c^  c—b^l 

x',  j'  représentant  les  coordonnées  du  foyer  conjugué  F,.  Or,  me- 
nons de  ce  dernier  point  deux  droites,  l'une  au  pôle  S,  et  l'autre  au 
point  D',,  intersection  du  plan  polaire  et  de  l'axe  directeur;  elles  auront 
pour  équations 

(F, S)  x  —  oc'  =  'y.z,     j  —j'  =  èz, 

(F,D',)  X  —  .x'  —  ry.'z.    j— j'  =  S'z. 


avec 


et 


a  = 

Ç 

=-?^ 

a'  —  c'       i 

^•—y 


'■  c  —  h- 


n' — c'        c- — b' 

et  si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  a,  a'.  Set  o'  dans  la  formule  qui  ex- 
prime la  perpendicularité  de  deux  droites,  on  trouve 

J-  '=      _      x"-       _       r,Y'  gj' 

C- — h'        a^  —  c-        c^ — b'        à'  —  c" 
arj:  +  gg'  -H  I  = gp —: 1-  1  =  -  I  +  I  =  o, 


a-  —  c-  r-  —  b- 

attendu  que,  d'après  l'équation  de  la  focale. 


c'  —  b' 

Tome  X  —  Mars  i8'|5. 
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Donc  généralement  :  Si  l'on  conçoit  un  cône  circonscrit  à  une  surface 
du  deuxième  ordre,  et  que  l'on  prolonge  le  plan  de  la  ligne  de  contact 
jusqu'à  ce  qu'il  coupe  l'axe  directeur  DD,  en  un  point  D',,  les  deux 
droites  qui  joignent  ce  point  et  le  sommet  S  du  cône  aufojer  F,  corres- 
pondant se  coupent  toujours  à  angle  droit,  quelle  que  soi/  la  position  du 
cône  circonscrit. 

25.  Lorsque  ie  point  S  est  situé  sur  la  surface,  le  plan  polaire  cor- 
respondant est  le  plan  tangent,  et  par  conséquent  : 

Etant  mené  le  plan  tangent  en  un  point  M  quelconque  dune  surface 
du  deuxième  ordre,  le  rayon  vecteur  qui  joint  le  point  de  contact  M  à 
un  point  quelconque  F,  de  la  Jocale  est  perpendiculaire  à  la  droite 
menée  de  ce  nipme  point  F,  à  celui  où  le  plan  tangent  coupe  l'axe  di- 
recteur correspondant. 

26.  Concevons  un  cône  circonscrit  à  une  surface  du  deuxième  ordre 
et  ayant  le  point  S  pour  sommet,  le  plan  de  la  ligne  de  contact  conve- 
nablement prolongé  coupera  en  un  point  D',  l'axe  directeur  corres- 
pondant au  foyer  F,  ;  il  coupera  généralement  aussi  en  deux  points  M 
et  M'  la  section  aa'  de  la  surface  conjuguée  au  foyer  F, .  Menons  la 
droite  F,D',  et  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  passant  par  le 
sommet  du  cône  et  le  foyer  Y ^,  la  droite  suivant  laquelle  ce  plan  cou- 
pera le  plan  JNDI'F,  et  la  droite  F,D',  diviseront  respectivement  en 
parties  égales  l'angle  et  le  supplément  de  l'angle  des  deux  rayons 
vecteurs  MF,  et  M'F,. 

En  effet,  les  deux  distances  MD',  et  M'D'j,  visiblement  proportion- 
nelles aux  perpendiculaires  abaissées  des  points  M  et  M'  sur  l'axe  direc- 
teur DD', ,  sont  par  conséquent  aussi  proportionnelles  aux  deux  rayons 
vecteurs  MF,  et  M'F,,  et  par  conséquent  la  droite  F,D',  intercepte  sur 
la  hase  du  triangle  MM'F,  des  segments  proportionnels  aux  côtés. 
D'ailleurs,  cette  même  droite  est  perpendiculaire  à  la  ligne  d'inter- 
section du  plan  du  triangle  MM'F,  et  du  plan  que  nous  avons  mené 
perpendiculairement  à  sa  propre  direction  par  les  points  F,  et  S. 
Donc ,  etc. 

De  plus,  cette  intersection  du  plan  du  triangle !MM' F,  par  celui  que 
nous  avons  mené  est  la  projection  sur  le  premier  de  la  droite  SF,,  et 
par  conséquent  aussi  : 
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La  droite  qui  joint  le  sommet  S  du  cône  au  foyer  F,  j'ait,  dans  l'es- 
pace, des  angles  égaux  avec  les  deux  rayons  vecteurs  MF,  et  M'F,. 

Si  nons  supposons  le  sommet  S  du  cône  situé  dans  !e  plan  du 
triangle  MF, M',  la  droite  SF,  se  confondra  avec  sa  projection  sur  ce 
plan  ,  et  l'on  démontrera  aisément  que  : 

Toute  tangente  à  la  surface,  comprise  entre  les  deux  tangentes  MS 
et  M'S,  sera  vue  du  foyer  F,  sous  un  angle  constamment  égal  à  la 
moitié  de  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  ]MF,  et  M'F,. 

27.  Admettons  que  le  sommet  S  du  cône  circonscrit  comcide  avec  le 
point  F,  de  la  focale,  le  plan  polaire  correspondant  contiendra  l'axe 
directeur  DD,  conjugué  au  foyer  F,,  et  chaque  génératrice  F,:\[du  cône 
circonscrit  sera  perpendiculaire  à  la  droite  menée  du  même  foyer  F,  au 
point  où  le  plan  tangent  à  la  surface  en  M,  lequel  contiendra  la  géné- 
ratrice F, M,  coupera  l'axe  directeur  DD,.  Soit  F, M'  une  autre  généra- 
trice quelconque  du  même  cône,  et  soit  D' le  point  où  le  plan  MF, M' 
prolongé  coupe  l'a-xe  directeur  DD,;  de  ce  que  les  carrés  des  rayons 
vecteurs  MF  et  M'F  sont  proportionnels  aux  rectangles  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  points  M  et  M'  sur  les  plans  directeurs  conjugués 
au  foyer  F,  [voir  notre  premier  Mémoire),  on  déduit  aisément  que 
ces  mêmes  rayons  vecteurs  sont  proportionnels  aux  perpendiculaires 
abaissées  des  mêmes  points  M  et  M'  sur  l'axe  directeur  DD,,  et,  par 
suite,  aux  deux  distances  MD'  et  M'D'.  D'ailleurs,  si  l'on  projette  sur 
le  plan  MFM'  la  tangente  F,I,  menée  à  la  focale  par  le  point  F,,  la  pro- 
jection sera  perpendiculaire  sur  la  droite  F, D',  et  par  conséquent  divi- 
sera en  deux  parties  égales  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  F, M 
et  F, M'.  Donc  aussi  ces  deux  rayons  vecteurs  formeront  des  angles 
égaux  avec  la  tangente  F,  I,  et  par  conséquent  : 

Chaque  point  F, ,  appartenant  à  une  focale  d'une  surface  du  deuxième 
ordre,  est  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  circonscrit  à  cette  surface 
et  ayant  pour  axe  la  tangente  à  la  focale  au  même  point. 

Nous  socnmes  ainsi  ramené  au  théorème  de  M.  Steiner  sur  les 
focales. 

2S.  Les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenu  peuvent  servir  à 
résoudre  divers  problèmes  relatifs  aux  surfaces  du  deuxième  ordre. 

17.. 
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Nous  en  indiquerons  l'application  à  quelques-unes  des  principales 
questions  que  l'on  traite  ordinairement  en  géométrie  descriptive,  et 
nous  terminerons  par  un  problème  qui.  nous  le  pensons  du  moins, 
n'a  encore  été  résolu  que  pour  des  cas  très-particuliers,  celui  de  mener 
une  normale  à  une  surface  du  deuxième  ordre  par  un  point  donné 
quelconque.  [T'ojez  un  Mémoire  de  ]M.  Joachimstal  sur  les  normales 
à  l'ellipse  et  à  l'ellipsoïde  ;  Journal  de  i\I.  Crelle,  tome  XXA'^I,  deuxième 
cahier.) 

29.  PREMIER  PROBLÈ5IE.  —  Connaissant  le  sommet  S  dun  cône  cir- 
conscrit à  une  surface  du  deuxième  ordre,  déterminer  le  plan  de  la 
ligne  de  contact;  et  réciproquement ,  étant  donné  le  plan  de  la  ligne 
suivant  laquelle  un  cône  touche  une  surface,  trouver  le  sommet  de  ce 
cône. 

i".  Je  joins  le  point  donné  S  à  un  point  quelconque  F,  de  la  focale, 
et  soitD,  le  point  conjugué  de  la  synfocale;  je  mène  par  le  point  F, 
un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  SF,,  lequel  coupera  l'axe  direc- 
teur D,D',  en  un  point  du  plan  cherché  (n°  22).  On  obtiendra  de  même 
deux  autres  points  de  ce  plan,  et  le  problème  sera  résolu. 

a°.  Soient  F,  un  point  pris  arbitrairement  sur  la  focale,  D,  le  point 
conjugué  de  la  synfocale,  et  D,D',  l'axe  directeur  correspondant,  qui 
coupe  le  plan  donné  en  un  certain  point  D',  ;  j'unis  ce  point  au  fover  F, 
et  je  mène  par  ce  dernier  point  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  F,D',, 
ce  plan  contiendra  le  point  cherché  S.  En  répétant  la  même  construc- 
tion pour  deux  autres  points  de  la  focale,  on  aura  trois  plans  dont 
l'intersection  sera  le  point  S. 

50.  DEUxii:3iE  PROBLÈME.  —  CoHstruire  l  iiitersection  d'ww  surfucc 
du  deuxième  ordre,  i°  par  un  plan;  2'^'  par  une  ligne  donnée. 

1°.  On  peut  considérer  le  plan  donné  comme  étant  celui  de  la  ligne 
suivant  laquelle  la  surface  proposée  est  touchée  par  un  cône  circonscrit 
dont  on  pourra  commencer  par  déterminer  le  sommet  S.  Soient  un 
certain  foyer  F,, D,  le  point  conjugué  de  la  synfocale  et  D',  le  point 
d'intersection  du  plan  donné  par  l'axe  directeur  correspondant;  je 
construis  la  droite  F,D',  par  laquelle  je  mène  un  plan  parallèle  à  l'axe 
delà  focale,  et  soitD',M  la  droite  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le 
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plan  donné;  je  construis  au  point  [•,  un  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  F,D,  lequel  coupe  la  droite  D'jM  en  un  certain  point  C  Je 
prends  ensuite  sur  la  même  droite  D',M  deux  points  M  et  M'  tels  que, 
les  quatre  segments  MD'i,  M'R,  MK  et  M'D',  formant  une  proportion 
harmonique,  les  deux  points  M  et  M'  appartiennent  à  la  courbe 
cherchée.  On  obtiendra  pareillement  autant  de  points  que  l'on  voucha. 
et,  par  suite,  on  pourra  tracer  la  courbe  elle-même. 

Si  le  plan  donné  est  perpendiculaire  au  plan  focal,  sa  trace  coupera 
la  section  principale  correspondante  de  la  surface  suivant  une  droite 
qui  sera  l'un  des  axes  de  la  courbe  cherchée.  Le  deuxième  axe  sera 
une  perpendiculaire  mM  au  plan  focal  élevée  par  le  milieu  m  du  pre- 
mier. On  mènera  donc  par  ce  point  m  une  parallèle  à  l'axe  de  la  focale 
qui  coupera  la  synfocale  en  un  point  D,  ;  on  déterminera  les  deux 
foyers  conjugués  F,  et  F',,  et  l'on  prendra  sur  la  perpendiculaire  mM 
un  point  M  tel,  que  la  somme  des  distances  MF,  et  MF',  soit  égale 

à ;  quantité  facile  à  construire,   puisque  l'on  connaît  la  dis- 

tance  ix'  des  deux  foyers  F,  et  F',  :  la  longueur  /«M  sera  le  deuxième 
axe  de  la  courbe  cherchée. 

2".  Par  la  droite  donnée  on  mènera  lui  plan  perpendiculaire  à  un 
plan  focal ,  et  l'on  construira  la  courbe  d'intersection  de  la  surface 
par  ce  plan;  les  points  cherchés  seront  ceux  où  cette  courbe  est  ren- 
contrée par  la  droite  proposée. 

51.  TROISIÈME  PROBLÈME.  —  Mc/ief  uu plci/i  ta/i^i'/it  ù  u/ie  swjace 
(lu  deuxième  ordre,  \°  par  un  point  donné  sur  la  surface;  1°  passant 
par  une  droite  donnée  ;  3°  parallèle  à  un  plan  connu. 

1".  .Soit  M  le  point  donné,  on  mènera  par  ce  point  un  plan  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  focale  et  parallèle  à  l'axe  de  cette  courbe  ;  la 
trace  de  ce  plan  coupera  la  synfocale  en  im  point  D,  dont  on  con- 
struira les  deux  foyers  conjugués  F,  et  F',  ;  on  mènera  les  deux  rayons 
vecteurs  MF,,  MF',,  et  la  bissectrice  de  l'angle  F, MF',  sera  la  normale 
à  la  surface  au  point  M.  (1  ne  restera  plus  qu'à  construire  le  plan  per- 
pendiculaire à  cette  droite  au  point  donné. 

■1".  Soit  SS'  la  droite- donnée  par  laquelle  on  veut  mener  le  plan 
tangent;  je  prends  à  volonté  sur  cette  droite  deux  points  S  et  S'  que  je 
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considère  comme  les  sommets  de  deux  cônes  circonscrits  à  ia  surface,  et 
je  détermine  (premier  problème)  la  ligne  suivant  laquelle  se  coupent 
les  plans  des  lignes  de  contact  de  ces  deux  cônes  avec  la  surface  propo- 
sée. Les  points  où  cette  droite  coupe  la  surface  sont  les  points  de  con- 
tact ,  et  le  problème  se  trouve  ramené  au  premier  cas. 

"i^".  On  substitue  aux  deux  cônes  S  et  S'  deux  cylindres  ayant  leurs 
génératrices  respectivement  parallèles  à  deux  droites  tracées  arbitraire- 
ment dans  le  plan  donné. 

Pour  obtenir  le  plan  de  la  ligne  de  contact  de  la  surface  et  d'un 
cylindre  dont  la  génératrice  est  parallèle  à  une  droite  donnée,  on 
prendra  trois  points  à  volonté  sur  la  focale ,  on  déterminera  les  points 
respectivement  conjugués  de  la  synfocale  et  l'on  construira  les  trois 
axes  directeurs  correspondants;  on  déterminera  l'intersection  de  cha- 
cune de  ces  droites  avec  un  plan  mené  par  le  foyer  conjugué  perpen- 
diculairement à  la  direction  donnée  de  la  génératrice  du  cylindre;  on 
aura  ainsi  trois  points  du  plan  cherché.  Donc,  etc. 

32.  QUATRIÈME  PROBLÎîME.  Mener  par  un  point  donne'  quelconque 
une  nonnale  à  une  surface  du  deuxième  ordre 

Soient  S,  vî,  Ç  les  coordonnées  du  point  donné  S,  les  coordonnés  j:,, 
y^ ,  z,  du  point  M  où  la  normale  coupe  la  surface  ,  satisfont  aux  deux 
équations 

Or,  soient  a,  ê  les  coordonnées  du  point  inconnu  N  ou  la  normale 
prolongée  rencontre  le  plan  de  la  focale,  nous  avons  entre  a,  f  et 
^i->Jn  les  relations 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  deuxième  des  équations  précé- 
dentes, on  a  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  à  la  surface  par  les 
différents  points  d'une  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  S  sur  le 
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plan  des  ocy.  On  trouve  ainsi 

( I )  aS  {a'  -h^)  =  {a'--c"')-E§+  (c'  -  b^)  r,a , 

hyperbole  qui  passe  par  le  centre  de  la  surface  et  qui  a  pour  asymp- 
totes des  parallèles  aux  axes  des  x  et  des  j. 

On  obtient  de  la  même  manière ,  pour  le  lieu  des  points  d'intersec- 
tion avec  le  plan  des  xz,  de  toutes  les  normales  à  la  surface  menée  par 
les  différents  points  d'une  perpendiculaire  abaissée  du  point  S  sur  le 
même  plan , 

(a)  «7  [a"  -  c-j  =  (a^  -  b-)  Sy  +  {b^  -  c^)  Ça, 

nouvelle  hyperbole  aussi  facile  à  construire  que  la  première.  Conce- 
vons maintenant  deux  cônes  ayant  pour  sonnnet  commun  le  point 
donné  S  et  pour  bases  respectives  les  hyperboles  (i)  et  (2),  la  ligne 
d'intersection  de  ces  deux  cônes  sera  évidemment  la  normale  cherchée. 
Pour  construire  cette  ligne,  on  déterminera  d'abord  l'intersection  du 
deuxième  cône  par  le  plan  focal,  ce  qui  donnera  encore  une  hyper- 
bole passant  également  par  le  centre  de  la  surface.  Le  point  d'inter- 
section de  cette  dernière  hyperbole  et  de  la  première  sera  la  trace  N  sur 
ie  plan  focal  de  la  normale  cherchée. 

D'après  la  position  du  point  donné  S,  que  nous  supposerons  d'abord 
en  dehors  de  chacun  des  trois  plans  diamétraux  principaux  de  la  sur- 
face, l'hyperbole (i)  pourra  être  rencontrée  en  un  point  unique,  en 
deux  ou  même  en  trois  points,  autres  que  le  centre  de  la  surface  qui 
ne  peut  convenir  à  la  question,  par  la  trace  du  deuxième  cône  sur  ie 
plan  de  la  focale;  chacun  de  ces  points  sera  généralement  le  pied  d'une 
normale  qui  satisfera  à  l'énoncé. 

.Supposons  le  point  donné  S  situé  dans  le  plan  focal ,  par  exemple 
intérieurementà  l'ellipsoïde.  Soit  SM  ime  normale  menée  parce  point,  le 
plan  tangent  en  M  aura  pour  trace  sur  le  plan  focal  la  polaire  du  point 
donnés  par  rapporta  la  focale  (n"  19).  On  tracera  donc  cette  droite, 
et  le  problème  sera  ramené  à  construire  un  plan  tangent  passant  par 
une  droite  connue.  Comme  on  pourra  mener  par  cette  droite  deux 
plans  tangents  à  la  surface,  on  aura  aussi  deux  normales  partant 
de  S  et  se  terminant  en  deux  points  M  et  M'  symétriquement  placés  sur 
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la  section  a.a!  conjuguée  aux  points  de  la  focale  situés  sur  une  paral- 
lèle à  l'axe  menée  par  le  point  S. 

D'ailleurs,  toute  normale  menée  du  point  S  a  la  courbe  d'intersec- 
tion de  la  surface  par  le  plan  focal  sera  aussi  normale  à  la  surface  elle- 
même,  et  comme  on  peut  généralement  mener  d'un  point  quatre 
normales  à  une  section  conique,  on  en  obtiendra,  dans  ce  cas.  six 
pour  la  surface. 

Si  nous  supposons  enfin  le  point  donné  S,  toujours  dans  le  plan 
focal ,  mais  placé  de  telle  sorte  que  les  foyers  situés  sur  une  parallèle  à 
l'axe  menée  par  ce  point  soient  conjugués  à  une  section  imaginaire  de 
la  surface,  il  ne  restera  plus  d'autres  normales  que  celles  que  l'on 
pourra  mener  du  point  donné  à  l'intersection  de  la  surface  par  le  plan 
focal;  et  quant  au  problème  de  mener  une  normale  à  une  section  co- 
nique par  un  point  donné,  on  connaît  l'élégante  construction  donnée 
par  jM.  Poncelet.  Voir  le  Traité  des  Propriétés  projectives  des  figures. ^ 
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DÉMONSTRATION 

D'UN   THÉORÈME   D'ANALYSE; 

Par   m.    William   THOMSOIV. 


Nous  nous  proposons  ici   d'évaluer  l'intégrale  multiple,  à  n  va- 
riables , 


rj: 


dl,dl,...dln 


OU,  comme  on  le  peut  écrire,  pour  la  brièveté, 

I  rr m: 

I  j ~-  œJ  "+'  'I— I 

Nous  représenterons  la  valeur  cherchée  par  U. 

Pour  la  trouver,  soit  u-hu'^a,  les  quantités  u  et  u'  étant  prises 
positivement,  et  posons 

(0  R  = ' ^ ^- 


■>.)  w= '- ^_,. 

d'où  nous  tirons 

r  /*"  "I"     ''R 
—  -2  («  —  I  «u  =     I        ^  ~r  ['^'^1  "*    qi'i»n«i    ''  =  '<■ 

On  voit  que  le  second  membre  de  cette  équation  s'évanouit  quand 

Fome  \.  —  Avril  i34î.  ^o 
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i^  ^  ±  ce,  et  qu'il  ne  devient  jamais  infini,  même  quand  v  est  égal 
à  o,  2M,  ou  a.  Ainsi,  on  peut  écrire 

-"<"-)-=x:[/:jr^s--s)["'ei"'"- 

Mais  on  a 

En  prenant  l'intégrale  par  rapport  à  v  entre  les  limites  —  ce  et  u,  le 
premier  terme  s'évanouit  puisqu'à  chaque  limite  R  =  o.  Ainsi  l'équa- 
tion précédente  se  réduit  à 


-  M«  -  0  «u  =  /_;  [f'J  (r  Ji  -  R  ;^')  m-  rf. 


Or  on  a 


équation  qui  est  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  v  entre  les  limites 
indiquées,  puisque  la  valeur  a  n'y  est  pas  renfermée.  Combinant  cette 
équation  avec  la  précédente ,  on  en  conclut 

En  intégrant  par  parties  un  des  termes  de  cette  équation .  on  a 

=£[/_:r(/_>îf<)[^«"- 

puisque,  à   chaque  limite,   les    parties  intégrées  s'évanouissent.   En 
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appliquant  un   procédé  semblable  à   chaque  terme  contenu  sous  le 
signe  1,  il  vient  donc 

Mais,  en  appelant  Q  et  Q'  les  deux  parties  de  R  dans  l'équation  (1), 
de  sorte  que  R  =  Q  —  Q',  nous  avons 

^^  +  y^=:o 

pour  toutes  les  vakurs  des  variables  v,  |,,  etc.,  comprises  entre  les 
Hmites  de  l'intégration  ;  ainsi  il  reste  simplement 


—  2(7i 


'"^=x:[x:rMS-2:f«)w4i"<"- 


Pour  déterminer  la  valeur  de  cette  expression,  nous  observerons  que 
la  quantité  sous  les  signes  d'intégration  s'évanouit  pour  toutes  les  va- 
leurs des  variables  qui  diffèrent  sensiblement  de  celles  exprimées  par 

V  :=  o,     ç,  —  x\,     I2  =  X2,     etc., 

et  que,  d'ailleurs,  si  l'on  considère  séparément  les  termes  du  second 
membre,  on  trouve  pour  chacun  une  intégrale  convergente;  d'où  il 
suit  qu'en  appelant  P  la  valeur  que  R'  prend  quand  les  variables  ont 
ces  valeurs,  nous  avons 

(3)     -  .  («  -  .)«U  =  P  ///-(î?  -^2 S?)  '^'''"^  ''- -  '^?'' 

où  les  limites  des  intégrations  peuvent  être  quelconques,  pourvu 
qu'elles  comprennent  les  valeurs  o,  x^,  x^,  etc.  En  considérant  sé- 
parément les  divers  termes  de  cette  expression,  intégrant  chacun 
d'eux  une  fois,  en  limitant  l'intégration  aux  valeurs  positives  de  la 
variable  par  rapport  à  laquelle  l'intégration  se  fait,  puis  doublant  N- 
résultat,  on  obtient 

,4)   _2(n-i)«U  =  2P(^JJ..'^f/S../|,...-jy^rfw./S,...+etc.). 
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Posons  maintenant 

?,  =  i't  +  Xf,      Sa  =  fo  +  Xa,      etc., 
et 

c''  +  f?  -+-  •  •  +  ^î'  =  '"S 

ce  qui  donne 

^        I        dq  it  —  i  dq  /?  — I 

Nous  pourrons  étendre  les  intégrations ,  dans  l'équation  (  3  ) ,  a 
toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  des  variables  données  par 
l'inégalité 

v^  +  l'^i  +  vl  -h  ...  ■+-  V^~.  rt', 

et  puis ,  les  limites  dans  l'équation  (4)  seront  toutes  les  valeurs  qui  sa- 
tisfont à  l'équation 

f'  +  i»,  -t-  l'a  +...+  Vn  =  «^5     OU     r*  =  a', 
ce  qui  donne 

dO  n  —  I  dq  n  —  i 

dv  n"-*-'       '  rfc,  a"+'       " 

Si ,  dans  les  intégrations ,  nous  ne  prenons  que  les  valeurs  positives 
des  variables  qui  satisfont  à  l'équation  des  limites,  il  faudra  multiplier 
chaque  intégrale  multiple  par  a".  Ainsi  nous  avons 

u\3  =  ^,  (//...  vdv^  dv^...dv„  -^  jj...Vydvdv^...  dv„-^  etc.) 
=  ^^^^ï£^ //•••(«'  -  ^\  -  ^l---  ^'lYd.,d^,...dv„ 

=  {n+  l)P//...(l  -  l,-h...-  InY  l'rl\^---  l'n^  dl,  dt,...  dl„, 

où  les  limites  comprennent  les  valeurs  positives  données  par  l'inégalité 

/,   +/2+...+  /„~   I, 
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qui.  d'après  un  théorème  de  M.  Liouville  ,  se  réduit  à 


En  se  rappelant  que  P  est  une  fonction  symétrique  par  rapport  aux 
deux  systèmes  de  variables  u,  x,,  x.,  etc.,  et  u',  x\,  x'^,  etc..  «n 
voit  que  «U  =  u'IT,  en  désignant  par  U'  la  fonction  qui  correspond 
à  U  ;  d'où  il  suit  que 

[^ 


■in — 

f s  (  I  —  x/  4-  «•]  '    [i  (  i  —  .r'  !  '+  «''  J 

.„[fj ^ r 


^\  ,.   }  [t(x-x'y+{u-»-u'y]  ^ 

Nous  ajouterons  ici  une  autre  démonstration  de  ce  théorème  comme 
exemple  d'une  analyse  remarquable  donnée  par  (îreen ,  dans  son  Mé- 
moire [*]  intitulé:  On  the  dc.tenniîiation  of  the  exteriov  and  intonm 
attractions  of  ellipsoids  nj  variable  densities. 

En  effet ,  soit 


(«>  .    -[£1"- 


«['/?]" 


ce  qui  est  aussi  égal  à 


[£]" 


....  .  .,_.  n-l 

■I    du  ,  ^„_^^  ,        .^ 


[j(Ç_x)'-(-«=]  2   [ï(Ç  — x')^-H«"] 


[*]  Lu  à  la  Societo  philosophique  do  Camiuidye ,   le  6  mai    iS'îS.  [Tran.actinn.^, 
tome  V.) 
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Par  cette  dernière  forme  on  voit  que  l'équation 

est  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  j:,,  x^,  etc.,  quand  u  n'est  pas 
égal  a  zéro.  Nous  pouvons  donc  dire  que  pour  toutes  les  valeurs  de  3i\, 
a:»,  etc.,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  u  entre  o  et  ce,  cette  équation 
est  satisfaite.  Mais  à  ces  limites  il  est  bien  facile  de  trouver  la  valeur 
de  V,  et  c'est  ce  que  nous  allons  maintenant  faire,  pour  en  déduire 
la  valeur  générale. 

Quand  u  =o,  la  quantité  sous  les  signes  d'intégration,  dans  l'expres- 
sion \,  s'évanouit  pour  toutes  les  valeurs  de|,,  S,;  ^^c,  qui  ne  sont 
pas  égales  à  jr, ,  x^,  etc.;  d'où  il  suit  que,  dans  ce  cas, 


V=     — 


iEi[/_:r 


i[diy 


dz,  dz....dzr. 


-[x:t 


[s (.r  — .?;')=-)-«'=]   2  (,_t-3j_|_35^-...-t-z,',)    ;' 


l."  l,^  ...  dLdL... 


[^(x  —  x'V-\-u>-]   2  (t-t-/,-i- /,_!-. ..-(-/„) 


-  h  '■         dh 


[2(.r_.r')^  +  «'=]    ^    ^\'^^)  (i-f-//,  -^ 


\     1      ]  [S(x  — .r')'-+-«'^]    ^ 

De  plus,  quand  ?<  =  ce .  la  valeur  de  V  est  zéro. 
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Ainsi,  on  voit  que  V  a  la  même  valeur  que  l'expression 

B-HI 


\      2     ;    [v(jr_x')=+(«-t-«'n   ^ 

quand  u  =  o,  et  quand  u  =  oc,  pour  toutes  les  valeurs  de  x„  .r, , 
Xj,  etc.,  ce  qui  suffit  pour  en  conclure  que 


/«  +  .\  :^ 


pour  toutes  les  valeurs  positives  de  u.  En  effet,  le  second  membre  de 
cette  équation  satisfait  à  l'équation  (7  pour  toutes  les  valeurs  positivt^s 
de  M,  en  supposant  //   une  quantité  positive,  et   aux   limites 

M  =  o     et     «<  =  oc 

la  même  valeur  que  V;  d'où  il  suit,  par  un  théorème  de  Greeii, 
démontré  dans  le  Mémoire  cité  ci-dessus,  que  l'équation  7)  doit  sub- 
sister pour  toutes  les  valeurs  de  ti  entre  ces  limites. 

On  peut  déduire,  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  la  sohitiDii 
du  problème  suivant  : 

Étant  donnée,  pour  toutes  les  valeurs  de  £,,  cj,...,  ç„,  la  valeur  de 
l'intégrale  multiple 

S  Cl'  dx' ,  dx' dx„ 

[(x',-Ç,)'+K-?.)'+-+  (x;-Ç„)'+«"]  =• 

où  u'  et  p'  sont  des  fonctions  quelconques  de  x\,  x\,....  x'„,  soit  pro- 
posé de  trouver  la  valeiu-  de 

C'  p''^\  '^^'7 •  •  •  '^- 

[(x\  —x,y-i-(x\—x,)'-i-...+{x'„—x„y+(u'-^i(y]  * 

où  Xf,  Xj,...,  x„  sont  des  quantités  quelconques,  et  u  une  quantité 
positive. 
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En  effet,  en  dénotant  l'expression  (a)  par  9',  et  l'expression  (b)  parc, 
nous  avons,  par  le  théorème  démontré  ci-dessus, 


S^''^''^-'^-[Xl]"- 


[s(E-^)'+«T  ■'  mi-x'y^u'^-] 


[C) 


i"  "*"  '\ 


Mais,  par  hypothèse,  ç'  est  donné  pour  toutes  les  valeurs  de 
S,.  I2V;  ?n  ;  d'où  il  suit  que  l'équation  c)  contient  la  solution  du  pro- 
blème. 

On  peut  aussi  déduire  de  l'équation  (jj  l'expression 


'-^kn^^. 


{n—i)7z   ^  [1(1  — a:)' -h u']   ^ 

par  laquelle  nous  pouvons  déterminer  9,  quand  on  nous  donne  seule- 
ment la  valeur  de  -^,- 

du 
Pour  le  cas  pai'ticulier  de 


ce  théorème  (d^  est  compris  dans  un  théorème  que  Green  a  aussi 
donné,  et  où  le  nombre  n  qui  entre  dans  l'exposant  du  dénomina- 
teur peut  différer  du  nombres  des  variables,  la  seule  condition  entrer 
et  fi  étant 

n  —  ^4-  I  >  o. 
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Mais  c'est  seulement  dans  le  cas  de 


que  le  théorème  général  (d)  a  lieu. 

Appliquons   maintenant   ces  forniides  au  cas   de 


et  substituons  x,  j,  z  pour  x^,  x^,  n,  et  ^,  >;  pour  ^,,  ^j. 
Les  équations  [c)  et  [d)  deviennent 


-ix:x' 


t^'  d^dn 


et 


[(?— X)'  -(-(„_j)=-4-3^]= 


f  ).?., 


où  (  ^  j  dénote  la  valeur  de  j-  dans  le  point  (|,  >3,  o). 

La  première  de  ces  formules  peut  se  déduire  d'un  théorème  très-gé- 
néral que  Green  a  donné  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Essajr  on  ihe 
application  oj  mathematical  analjsis  ta  ihe  théories  oj  electricitjr  antl 
magnetism  [*]. 

On  peut  démontrer  la  seconde  par  la  méthode  suivante  : 
Considérons  x',y',  z'  comme  l^s  coordonnées  d'un  point  P'.  où  d 
y  a  une  quantité  de  matière  p'  dx'  dy'  dz\  attirante  suivant  la  loi  du 
carré  inverse  de  la  distance.  La  quantité  ©  sera  le  potentiel  sur  im 
point  Vixj-z),  au-dessus  du  plan  (.r/\  d'une  quantité  de  matière  M 
distribuée  d'une  manière  quelconque  au-dessous  de  ce  plan  ou  sur  le 
plan.  INIaintenant  on  sait,  par  un  théorème  que  Gauss  a  donné  le  pre- 
mier pour  ime  surface  quelconque,  qu'il  y  a  une  distribution  détermi- 
née d'une  quantité  de  matière  sur  le  plan  (xj)  qui  produira  le  même 
potentiel  que  M,  sur  les  points  au-dessus  de  ce  plan.  Soit  A  la  densité 


[*]  Notlingliani,  1858.  Cambiiilgr,  Deigliton. 

l'omc  X.  —  AvBiL  iKi5  iq 
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de  cette  distribution  en   un  point  II  (5,  /;),  de  sorte  que 


J —  a  J —  i 


kd\dT, 


ce  qui  donne 

/  dl  rfn 


Prenons  maintenant  z  =  o,  et  soient  ^  et  (  -r  1    les  valeurs  de  k  et 

\dz  'o 

de  -^_  au  point  {x,j,  o).  Nous  avons 


fi     5:^ 


/rfo\        •         ,     /**     /**  zdidn 

\;r)    ^^  ~  ^   j        j       ' 1'     quanr!     z  ^  o. 

\'^^   0  J-  ce  J-  ce  ^ç^  _  ^y  _^  (^  _^y  ^  ^,y 

=    —  ^.2;:, 

puisque  la  valeur  de  l'intégrale  dans  le  second  membre  est  =  27:,  quel 
que  soit  s;  et  nous  concluons  que 


277       \dz  I 


d'où  l'équation  '  f)  se  trouve  démontrée. 

On  doit  remarquer  ici  que  la  quantité  totale  de  la  matière  distribuée 
sur  le  plan  xj  est  égale  à  la  quantité  JNT.  dont  elle  est  représentative , 
comme  on  peut  le  vérifier  facilement. 

Il  existe  aussi  une  application  de  ces  formules  à  la  théorie  de 
la  chaleur.  En  effet,  soit  o  la  température  permanente  d'un  point  P, 
d'un  solide  infini,  échauffé  par  des  sources  quelconques  distribuées 
sur  le  plan  xj,  ou  en  dessous.  Si  la  température  de  chaque  point  II 
du  plan  xj  est  donnée,  la  formule  [é]  nous  conduit  à  déterminer  la 
température  d'un  point  quelconque  P  au-dessus  de  ce  plan.  Par 
exemple ,  supposons  que  la  température  d'une  partie  A  de  ce  plan  a 
une  valeur  constante  c,  et  que  la  température  à  chaque  point  du  plan 
qui  ne  se  trouve  pas  dans  A  est  égale  à  zéro,  et  considérons  la  partie  A 
comme  limitée  par  deux  droites  parallèles  à  l'axe  de  y,  et  situées  à  des 
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distances  égales  k  a,  sur  chaque  côté  de  cet  axe.  Dans  ce  cas.  la  for- 


d'où  nous  concluons  que  les  surfaces  isothermes  qui  correspon- 
dent à  ce  cas  sont  des  cylindres  à  base  circulaire.  Soit  AA'  la  ligne 
d'intersection  de  la  partie  A  du  plan  xj  avec  le  plan  xz.  Les  bases 
des  cylindres  isothermes  sont  les  segments  de  cercles  décrits  sur  la 
droite  A  A'. 

On  peut  remarquer  que  cette  application  que  nous  avons  donnée, 
et  toutes  les  autres  qui  se  rapportent  aux  cylindres  isothermes ,  peu- 
vent être  déduites  des  formules  générales  en  prenant 


Faris  ,  le  ui  février  184.S. 
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MÉTHODE   GÉOMÉTRIQUE 

POUR 

LES   RAYONS  DE   COURBURE 

D'UNE    CERTAINE    CLASSE    DE    COURBES; 
Par  m.  Abel  TRANSOA. 


I. 

On  doit  à  Descartes  d'avoir  remarqué  que,  pour  la  roulette  engen- 
drée par  un  point  quelconque  du  plan  d'une  courbe  qui  roule  sans 
glissement  sur  une  autre  courbe  fixe,  la  normale  passe  à  chaque  in- 
stant par  le  point  de  contact  des  deux  courbes. 

M.  Chasles  a  généralisé  ce  principe  au  moyen  du  théorème  sui- 
vant : 

«  Quand  une  Jiguie  plane  éprouve  un  mouvement  infiniment  petit 
dans  son  plan,  il  existe  toujours  un  point  qui ,  pendant  ce  mouvement, 
reste  fixe; 

»  Les  droites  menées  parles  dijférents  points  de  la  figure,  perpen- 
diculairement aux  trajectoires  qu'ils  décrivent  pendant  le  mouvcmenf 
infiniment  petit,  passent  toutes  par  ce  point  fixe. 

»  D'après  ce  théorème,  quand  une  courbe  est  décrite  par  un  point 
d'une  figure  en  mouvement  dans  son  plan,  il  suffira,  pour  mener  sa 
normale  par  le  point  décrivant,  de  déterminer  le  point  qui  restera  fixe 
au  moment  du  mouvement  où  le  point  décrivant  aiu-a  la  position  qu'on 
considère.  Ce  point  se  déterminera  par  les  différentes  conditions  du 
mouvement  de  la  figure.    » 

M.  Chasles,  après  avoir  montré  comment  cette  méthode  s'applique 
à  la  courbe  engendrée  par  le  sommet  d'un  triangle  lorsque  les  extre- 
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mités  de  la  base  parcourent  deux  droites  fixes,  ce  qui  donne  une  el- 
lipse, ou  même  lorsque  les  deux  directrices  sont  des  courbes  quel- 
conques; comment  elle  s'applique  à  la  conclioïde  de  Nicomède,  ctc  . 
continue  en  ces  termes  : 

«  Ce  qui  précède  suffira  pour  faire  voir  que  le  théorème  que  iioii> 
avons  énoncé  est  une  généralisation  de  l'idée  de  Descartes  au  sujet  de 
la  tangente  à  la  cvcloide,  et  qu'il  constitue  une  véritable  méthode  des 
tangentes,  méthode  différente  de  toutes  les  autres,  et  même  de  celle 
de  Roberval ,  quoiqu'elle  repose,  comme  celle-ci,  sur  des  considéra- 
tions de  mouvement.  Mais  on  conçoit  que  cette  méthode,  si  facile,  sera 
aussi,  comme  celle  de  Roberval,  bornée  dans  ses  applications,  puis- 
qu'elle suppose  qu'on  connaît  les  conditions  géométriques  du  mouve- 
ment d'une  figure  de  forme  invariable,  à  laquelle  appartient  le  point 
décrivant.  Cependant  elle  s'applique  à  un  grand  nombre  de  courbes 
particulières  et  à  des  fomilles  entières  de  courbes.  »  (Chaslks,  Jprrcii 
historique,  pages  548  et  549-) 

Les  géomètres  qui  se  sont  occupés  autrefois  des  roulettes  (notam- 
ment Waring)  ,  ont  connu  non-seulement  la  tangente,  mais  aussi  le 
rayon  de  courbure  de  ces  courbes  pour  chaque  position  du  point  dé- 
crivant. Je  ra])pellerai  d'abord  comment  on  peut  construire  ce  rayon 
de  courbure  des  roulettes,  et  de  là  je  tirerai  une  construction  qui 
s'étendra  à  toutes  les  courbes  auxquelles  s'applique  la  méthode  des 
tangentes  de  M.  Chasles. 

IL 

Je  vais  établir  le  rayon  de  courbure  des  roulettes  en  supposant  que 
la  courbe  mobile  et  la  courbe  fixe  se  présentent  leurs  convexités  rei- 
pectives;  un  simple  changement  de  signe  dans  la  formule  répondra  à 
la  circonstance  opposée. 

J'appelle  /•  et  /'  les  rayons  de  courbure  des  courbes  (l'une  lixe 
et  l'autre  mobile),  au  point  de  contact;  o  la  distance  du  centre  de 
courbure  de  la  roulette  à  ce  même  point;  et  çi'  la  distance  du  point 
décrivant  aussi  au  point  de  contact;  enfin  /  l'angle  que  fait  la  normale 
de  la  roulette  avec  la  normale  commune  des  deux  courbes. 

L'arc   de  roulette  s'exprime  d'abord  en  multipliant  s'  par  l'angle 
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de  rotation  qui  est  la  somme  des  deux  angles  de  contingence ,  c'est-à- 
dire  — I — ;;  s'exprime  ensuite  par  le  produit  du  rayon  de  courbure 
de  la  roulette  (rayon  égal  à  p  +  jo'),  multiplié  par  l'angle  des  deux 
normales  consécutives ,  c'est-à-dire  par De  cette  double  expres- 
sion on  déduit  la  formule  très-simple 

a,)  -  +  -=-+-    ,, 

•    ^  fi         p  \r  r  j    cos  i 


'''  { 1 ;  1  —  COS  / 

\r         r') 

pour  exprimer  le  rayon  de  courbure  de  la  roulette. 

Pour  l'exactitude  de  ces  formules,  il  faut  compter  l'angle  /  entre  les 
deux  droites  qui ,  partant  du  point  de  contact,  vont,  l'une  au  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  mobile,  et  l'autre  au  point  décrivant:  de  sorte 
que  cos  /  changera  de  signe  quand  cet  angle  sera  obtus. 

Si  les  courbes  roulent  dans  la  concavité  l'une  de  l'autre,  il  faut 
changer,  dans  les  formules  précédentes,  à  la  fois  les  signes  de  js'  et 
de  r' ,  ce  qui  donne  les  formules  correspondantes 

(«.)  '-4- -(--;)  —  ' 

^      '  p  r/  \r  r  I  cos  ( 

/Sa)  R  =  p  —  p'  =  p' 


'•'(^-.^) 


III. 


Je  ferai  deux  observations  sur  ces  formules.  Premièrement ,  si 
dans  («,)  on  suppose  r'  ^  /•,  on  aura,  pour  la  roulette  engendrée  par 
un  point  quelconque  du  plan  d'une  courbe  qui  roule  sur  une  autre 
courbe  identique , 
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Or  telle  est  précisément,  comme  on  sait,  la  relation  entre  les  deux 
distances  conjuguées  [J  et  p,  dans  la  réflexion  de  la  lumière. 

Rappelons  ici  le  beau  théorème  de  M.  Quetelet  sur  la  caustique  (par 
réflexion).  C'est  la  développée  d'une  courbe  que  ce  géomètre  appelle 
caustique  secondaire,  et  qui  est  l'enveloppe  dune  suite  de  cercles 
ayant  leurs  centres  sur  la  courbe  réfléchissante,  et  passant  tous  par  le 
foyer  lumineux. 

Eh  bien ,  il  résulte  du  rapprochement  ci-dessus  que  la  caustique  st- 
condaire  (dans  le  cas  de  la  réflexion)  n'est  autre  chose  que  la  roidette 
que  décrirait  le  point  lumineux  si  l'on  faisait  rouler  sur  elle-même  la 
courbe  réfléchissante.  J'ignore  si  cela  avait  été  remarqué,  et  d'ailleurs 
cela  se  voit  directement  et  sans  l'aide  de  la  formule  ci-dessus. 

Pareillement,  dans  le  cas  des  rayons  incidents  non  issus  d'un  poiut 
unique,  mais  normaux  à  une  courbe  déterminée  ,  on  sait  que  la  caus- 
tique secondaire  est  enveloppe  de  tous  les  cercles  ayant  leurs  centres 
sur  la  courbe  réfléchissante  et  qui  touchent  la  courbe  en  question.  On 
peut  dire  que  la  caustique  secondaire  est  aussi  l'enveloppe  de  toutes 
les  positions  que  prend  la  courbe  normale  au  faisceau  lumineux  si  on 
la  suppose  entraînée  dans  le  roulement  de  la  courbe  réfléchissante  sur 
elle-même.) 

La  seconde  observation  sur  les  formules  ci-dessus  est  relative  au 
rayon  de  courbure  de  l'ellipse.  On  sait  que  cette  courbe  est  engendrée 
par  im  point  du  plan  d'un  cercle  de  diamètre  égal  à  la  somme,  ou  à 
la  différence,  de  ses  demi-axes,  tournant  intérieurement  sur  un  cercle 
de  diamètre  doidile.  On  appliquera  donc  la  formide  (r/.^^  et  on  trouvera 
une  construction  extrêmement  simple  pour  le  rayon  de  courbure  de 
l'ellipse;  formule  que  j'ai  communiquée  à  la  Société  philomalique 
(séance  du  3o  novembre  1 844)  ^t  insérée  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  pour  décembre. 

Soient  T  le  point  décrivant  et  O  le  point  actuel  du  contact,  de  sorte 
que  TO  est  la  longueur  représentée  par  ^J  dans  la  formule;  oïi  a  d'ail- 
leurs 

,'  =  :; 

2 

et  il  vient 

TO  —  rcos  I* 
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De  plus,  si  on  projette  le  centre  du  cercle  fixe  sur  la  direction  de  la 
normale  TO  ;  soit  C  le  pied  de  la  perpendiculaire  projetante,  on  aura 

TG  =  TO  —  r  cos  /  ; 

de  sorte  que  le  rayon  de  conrbure  de  l'ellipse  décrite  par  le  point  T 
est  une  troisième  proportionnelle  aux  lignes  TC  et  TO. 

IV. 

Maintenant,  pour  en  venir  à  l'objet  de  cette  Note,  puisqu'on  a  une 
méthode  pour  construire  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  roulettes, 
n'est-il  pas  naturel  de  chercher  si  le  principe  sur  lequel  elle  repose 
serait  susceptible  de  quelque  généralisation  qui  le  rende  applicable  a 
d'autres  questions?... 

Or  il  est  facile  de  voir  que  si  une  figure  plane  possède  dans  son  plan 
un  mouvement  soumis  à  certaines  conditions  géométriques,  le  même 
mouvement  pourra  toujours  être  représenté  par  le  roulement  tC une  cer- 
taine courbe  sur  une  autre  courbe  supposée  fixe. 

D'après  ce  principe,  quand  une  courbe  est  décrite  par  un  point 
d'une  figure  en  mouvement  dans  son  plan,  il  suffira,  pour  construire 
son  rayon  de  coiubure,  de  savoir  construire  les  deux  courbes  qui  sont 
propres  à  diriger  ce  même  mouvement ,  c'est-à-dire,  premièrement ,  la 
courbe  fixe,  et  ensuite,  pour  chaque  situation  du  point  décrivant,  la 
courbe  mobile  ; 

Ou,  beaucoup  plus  simplement:  il  suffira  de  connaître,  pour  chaque 
situation  du  point  décrivant,  celle  du  point  de  contact  des  deux 
courbes,  la  position  de  leur  normale  commune  et  leurs  rayons  de 
courbure  en  ce  point. 

La  courbe  fixe  est  facile  à  construire;  c'est  le  lieu  des  points  qui 
restent  fixes  successivement  dans  tous  les  déplacements  infiniment 
petits  du  point  décrivant  ;  autrement,  c'est  le  lieu  de  ces  mêmes  points 
à  l'aide  desquels  M.  Chasles  enseigne  la  construction  de  la  normale. 

Pour  avoir  la  courbe  mobile,  il  faut  d'abord  renverser  les  conditions 
du  mouvement,  comme  fait  le  même  géomètre  pour  établir  la  loi  de 
dualité  relative  à  l'art  du  tourneur  [yéperçu,  page  l\o<^\.  Je  ne  puis 
mieux  faire  que  transcrire  ses  expressions  : 
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«  Quand  une  figure  plane  est  en  mouvement  dans  son  plan,  l'un  de 
ses  points  décrit  une  courbe. 

»  Le  mouvement  de  cette  figure  est  déterminé  par  des  relations 
constantes ,  qui  doivent  avoir  lieu  entre  elle  et  des  points  ou  des  lignes 
fixes  tracées  dans  son  plan. 

'<  Ces  points  et  ces  lignes  jorment,  par  leur  ensemble,  une  seconde 
figure,  qui  reste  fixe  pendant  le  mouvement  de  la  première. 

»  Que  l'on  considère  maintenant  la  première  fiigure  dans  une  de  ses 
positions,  et  qu'on  la  suppose  fixe;  puis  qu'on  fasse  mouvoir  la  seconde 
figure,  de  manière  qu'elle  se  trouve  toujours  dans  les  mêmes  conditions 
de  position  par  rapport  à  la  première  figure —    » 

Dans  cette  nouvelle  loi  de  mouvement,  il  y  aura,  sur  le  plan  de  la 
courbe  primitivement  mobile  et  maintenant  fixe,  un  lieu  géométrique 
pour  tous  les  points  qui  resteront  successivement  immobiles  pendant 
les  déplacements  infiniment  petits  du  nouveau  système  mobile.  Ce  lieu 
seia  la  seconde  courbe  cherchée. 

Mais  le  plus  souvent  on  pourra  éviter  la  considération  de  ces  deux 
courbes,  parce  qu'il  suffit,  comme  je  l'ai  dit,  de  connaître  pour  chaque 
situation  du  point  décrivant,  la  situation  du  point  de  contact,  avec  la 
normale  commune  et  les  deux  rayons  de  courbure. 

Et  cela  même  apportera  beaucoup  de  facilité  dans  l'applicafion  de 
la  méthode,  en  considération  de  ce  que,  dans  les  formules  ci-dessus 
données  pour  le  ravou  de  courbure  des  roulettes,  on  voit  que  les 
rayons  de  courbure  des  deux  courbes  dirigeantes  n'y  entrent  que  par 
la  fonction 


c'est-à-dire  qu'on  peut  se  donner  toujours  l'une  des  deux  quantités  / 
et  r'  ;  supposer,  par  exemple ,  que  l'arc  de  roulette  actuel  est  décrit  par 
le  roulement  d'un  cercle  sur  une  ligne  droite,  ou  de  deux  cercles  dont 
les  ravons  ont  tel  rapport  de  irrandeur  et  de  situation  qu'on  voudra... 

V. 

Je   laisse  au  lecteur  que  ces  problèmes   mtéresseronl  le  plaisir  df 
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trouver  les  rayons  de  courbure  des  diverses  conchoïdes  et  cissoïdes, 
considérées  dans  leur  génération  par  mouvement  continu. 

Je  vais  de  suite  indiquer  la  construction  du  rayon  de  courbure  pour 
la  courbe  décrite  par  le  point  M  situé  sur  le  plan  d'une  figure  dont  le 
mouvement  est  défini  par  celui  de  deux  de  ses  points,  A  et  B ,  assu- 
jettis à  demeurer  sur  deux  courbes  fixes. 

Je  profite  de  la  latitude  que  j'ai  signalée  dans  les  formules  pour  les 
roulettes,  et  j'y  tais 


en  d'autres  termes,  je  nomme  A  le  rayon  du  cercle  qui,  en  roulant  sur 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes  de  roulement  (l'une  fixe  et 
l'autre  mobile),  ferait  parcourir  au  point  M  l'arc  (circulaire)  qu'il 
parcourt  effectivement;  c'est  ce  que  j'appellerai  le  cercle  de  roule- 
ment. 

Si ,  en  même  temps ,  j'appelle  N  la  portion  de  normale  entre  le  point 
décrivant  et  le  point  O  actuellement  fixe,  ce  qu'on  a  appelé  p'  dans 
les  formules  générales,  il  viendra  l'expression 


N  —  k  cos  (■ 

qui  est  la  formule  pour  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  cycloides 
[allongées ,  accourcies  ou  ordinaires). 

Or  les  points  A  et  B  appartiennent  au  système  mobile  ;  ainsi  cette 
formule  leur  est  applicable. 

Représentons  par  R,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  sur  la- 
quelle A  est  assujetti  à  rester.  Soit  N,  la  distance  AO  entre  A  et  le  point 
fixe,  rencontre  des  normales  AO  et  BO.  Enfin,  soit  i^  l'angle  (inconnu  ) 
que  fait  la  ligne  AO  avec  la  normale  commune  des  deux  courbes  de 
roulement;  on  aura 

((?)  k  cos  /,  =  N,  —  ^5 

c'est-à-dire  qu'on  pourra,  à  l'aide  des  lignes  connues  N,  et  R,,  con- 
struire la  projection,  sur  OA,  du  rayon  de  roulement  k.  Seulement  il 
faut  faire  attention  que ,  pour  l'exactitude  de  la  formule  ((?),  la  courbe 
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tléciite  par  le  point  A  doit  tourner  sa  concavité  vers  O.  Si  elle  y  tour- 
nait sa  convexité,  on  aurait 

Acos/,  =  N,  -f-  -^• 

Al 

Mais,  d'une  manière  générale,  «  à  partir  de  A  sur  la  normale  AO, 
))  et  dans  la  concavité àe  la  courbe  que  décrit  le  point  A,  portez  une 

»  longueur  égale  à— i^;  son  extrémité  marquera  la  projection  sur  AO, 

»  du  centre  du  cercle  de  roulement. 

»  On  construira  la  projection  de  ce  même  centre  sur  la  normale  OB 
»  avec  les  valeurs  correspondantes  N2  et  R,,  et  alors  il  sera  bien  facile 
»  de  construire  le  centre  de  roulement  lui-même. 

»  Ce  centre  construit,  projetez-le  en  T  sur  la  normale  passant  par 
»  le  point  M,  c'est-à-dire  sur  la  ligne  MO;  le  rajon  de  courbure  de 
»  la  courbe  décrite  par  'SI  sera  une  troisième  proportionnelle  aucc 
»  lignes  MO  et  MT;  c'est-à-dire  qu'on  aura  pour  sa  valeur 

^-   MT"' 

»  et  le  centre  de  courbure  sera  placé,  par  rapport  au  point  M.   du 
>'   même  côté  que  le  point  T.   » 

VI. 

Lorsque  le  mouvement  sera  défini  autrement  que  par  celui  de  deu.x 
points  assujettis  à  rester  sur  deux  courbes  fixes,  il  y  aura  une  autre  dé- 
teruiination  pour  ce  que  j'ai  appelé  le  centre  du  cercle  de  roulement; 
(unis  toujours  il  suffira  de  construire  ce  centre  et  le  projeter  sur  la  nor- 
male MO  en  T  ;  le  rayon  de  courbure  en  M  sera  encore  donné  par  cette 
même  formule 

MO 

.Si  l'on  considère-  le  mouvement  simultané  de  tous  les  points  31 , 
.M',  M",...  de  la  figure  plane,  leurs  vitesses  sont  proportionnelles  à  MO, 
M'O.  M"0,...;  de  sorte  qu'il  suffit  d'avoir  détermine  le  point  O  et  l'une 

in. 
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des  vitesses  pour  connaître  toutes  les  autres,  circonstance  qui  peut 
être  d'une  grande  utilité  dans  le  calcul  des  machines,  comme  l'a  fait 
remarquer  M.  Chasles,  en  exposant  la  propriété  du  point  O  par  rap- 
port à  la  détermination  des  tangentes. 

Le  calcul  des  machines  pourra,  ce  me  semble,  tirer  aussi  quelque 
utilité  de  la  présente  méthode  pour  les  rayons  de  courbure;  car  une 
fois  déterminé  ce  que  j'ai  appelé  le  centre  de  roidement,  si  on  le  pro- 
jette en  T,  T',  T",...  sur  les  diverses  normales  MO,  M'O,  IM"0,...,  la  force 
centrifuge  pour  l'unité  de  masse  en  chacun  des  points  31,  M',  M",..., 
étant  proportionnelle  respectivement  à 

510"       M^'       jFÔ' 


R  R'  R" 


se  trouvera,  à  cause  de  la  valeur  des  rayons  R,  R',  R",...,  représentée 
graphiquement  par  les  lignes  MT,  M'T',  M"T",...,  solution  bien  simple, 
puisque  tous  ces  points  T,  T',  T"  sont  sur  le  cercle  passant  en  O  et  dé- 
crit sur  le  ravon  du  cei'clc  de  roulement  comme  diamètre. 


Note  de  M.   Chasles. 

M.  Liouville  m' ayant  parlé  du  ^Mémoire  précédent  de  M.  Transon , 
comme  étant  une  extension,  en  quelque  sorte,  d'un  Mémoire  que 
j'avais  communiqué  anciennement  à  la  Société  Philomatique ,  siu'  les 
centres  instniitanés  de  rotation  et  leur  usage  pour  la  construction  des 
normales  aux  courbes  décrites  dans  le  mouvement  d'une  figure,  je  lui 
ai  répondu  que  je  construisais  aussi  les  rayons  de  courbure,  non-seu- 
lement des  courbes  décrites  par  des  points  de  la  figure  ,  mais  encore  des 
courbes  enveloppes  de  l'espace  parcouru  par  des  courbes  mobiles  avec 
la  figure;  ce  qui  est  plus  général  et  comprend  le  cas  des  courbes 
décrites  par  des  points.  La  Note  que  j'ai  remise  à  ce  sujet  ne  pourra 
paraître  que  dans  le  prochain  numéro. 

Je  profiterai  de  cette  occasion  pour  dire  qu'aussitôt  que  j'ai  eu  con- 
naissance des  recherches  de  M.  A.  Cayley  sur  les  courbes  du  troisième 
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degré,  j'ai  communiqué  à  M.  Liouville  des  cahiers  déjà  anciens,  où  se 
trouvent,  parmi  un  très-grand  nombre  de  théorèmes  sur  les  courbes  du 
troisième  degré,  ceux  qu'a  publiés  le  savant  géomètre  de  Cambridge, 
notamment  dans  les  derniers  numéros  de  ce  Journal.  J'ai  perdu,  sans 
doute,  la  priorité  sur  ces  théorèmes  que  je  possédais  depuis  long- 
temps; mais  il  m'importait  de  constater  que  mes  recherches  ne  m'ont 
pas  été  inspirées  par  le  travail  de  M.  Cayley.  Du  reste  ,  la  marche  toute 
géométrique  que  j'ai  suivie  est  fort  différente  de  ses  procédés  de  calcul  : 
et  l'on  pourra  reconnaître ,  tant  par  un  passage  de  mon  aperçu  histo- 
rique, où  j'annonce  une  Théorie  géométrique  des  courbes  du  troisiènw 
degré,  que  par  différents  résultats  énoncés  cà  et  là  dans  mes  Mémoires, 
que  je  possé(;lais,  en  effet,  dès  lors,  des  théorèmes  assez  nombreux  et 
divers  sur  ces  courbes. 
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SUR    QUELQUES    INTEGRALES    MULTIPLES 
Par  m.  a.  CAYLEY 


lai  donné,  il  y  a  trois  ans,  dans  le  Cambridge  Mathentatical  Jour- 
nal,  une  formule  assez  singulière  pour  l'intégrale  multiple 


/■ 


...ci'jc,  djc^-..  ça,  ~  X,,  rtj 
prise  entre  les  limites  données  par  l'équation 


h'        h-. 


la  fonction  ç  étant  seulement  assujettie  a  la  condition  de  ne  pas  deve- 
nir infinie  entre  les  limites  de  l'intégration.  L'expression  que  j'obtiens 
est  une  suite  infinie,  dont  le  terme  général  est  de  cette  forme 


(*' 


d'  ,„    d'  \P 


En  appliquant  ce  résultat  a  un  cas  particulier,  j'ai  obtenu  lintégrale 
a  n  variables  analogue  à  celle  qui  exprinie  le  potentiel  d'un  ellij)- 
soide  homogène,  pour  un  point  extérieur.  J'ai  depuis  cherché  à  étendie 
ces  résultats  au  cas  d'une  densité  variable  et  égale  à  une  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  des  coordonnées,  et  d'une  loi  d'attraction  selon 
une  puissance  quelconque  de  la  distance  (toujours  à  n  variables);  mais 
quoique  j'aie  réussi  à  effectuer  cette  généralisation,  mes  formules 
étaient  si  confuses  et  si  inférieures  à  celles  que  donne  la  belle  analyse 
de  M.  Lejeune-Dirichlet.  que  je  ne  les  ai  jamais  publiées.  Cependant, 
en  revenant  il  y  a  quelques  jours  sur  ce  sujet,  en  me  fondant  sur  une 
mtégrale  plus  générale,  j'ai  trouvé  que  la  question  était  à  peine  plus 
difficile  que  dans  le  cas  dune  densité  constante,  et  se  laissait  traiter 
exactement  de  la  même  manière.  J'ai  réussi  de  cette  façon  à  exprimer 
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l'intégrale  cherchée  au  moyen  d'une  seule  intégrale  définie  ahélienne, 
et  de  ses  coefficients  différentiels  relatifs  aux  constantes  qui  y  entrent; 
et  il  m'a  paru  que  les  formules  que  j'ai  ainsi  obtenues  pourraient  n'être 
pas  tout  à  fait  indignes  de  l'attention  des  géomètres. 

Considérons  l'intégrale  multiple  à  n  variables  V,  donnée  par  l'équa- 


tion 


V  =  J  dx,...  :ff'"""'...(y  termes)  X/I^"*". ..(«—/ termes)  ç;(«,—x,  i,...„ 

où  les  variables  Xy,...  doivent  recevoir  des  valeurs  réelles  quelconques, 
jmsilives  ou  négatives,  qui  satisfassent  à  la  condition 


et  l'on  suppose  de  plus  qu'il  est  permis  de  développer  (sous  le  sie;nf 
intégral)  la  fonction  0,  suivant  les  puissances  ascendantes  des  va- 
riables jt,,.... 

En  faisant  ce  développement,  il  est  clair  que  les  termes  qui  con- 
tiennent des  puissances  impaires  d'une  ou  de  plusieurs  des  variables 
se  détruisent  par  l'intégration;  donc,  en  ne  faisant  attention  qu'aux 
termes  qui  contiennent  seidement  des  puissances  paires,  on  a  ce  fernif^ 
général 

[2r,+i]2'-.+....[2r/.,]2r/+,...  [d^j       "\d>r;7.)     ••■?i«.'-- 

xyr/r....,rr■-""■^^..x/r■"""^*•..., 


P  =  '•.  -*-•■■; 
il  est  à  peine  nécessaire  de  remarquer  que.  dans  l'expression 

il  faut  prendre  (/)  termes  tels  que  far, -1- i]^'.-',  et  «^^ termes  de 
l'autre  forme  [ir^^,]'^'-/*',  et  ainsi  dans  tous  les  cas  semblables. 

L'intégrale  qui  entre  dans  cette  formule  a  été  trouvée ,  comme  on 
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sait,  par  M.  Dirichlet.  Sa  valeur  est 

\ 2/  \   '*  '*  2/  ,25(.-,-2/,-T-3  ,2K/+,H-2r/+,-i-I 

où 

^  =  a,  -t-.... 

Le  terme  entier  devient,  après  quelques  réductions  très-simples, 

( — ')jT.\nt'^p-\-f 
22A>H-i-+-/r  I  p  +A-i-f-+.  1  „  _|_  I  \ 

où  l'on  écrit,  pour  mi  moment, 


L,     =2/',    +3  2/'.     4-5...  an 


-!-2a,     -l-i, 


M,+,  =  2?>^,-;-i  2;v^,  +  3...  27v+,  +  2a^^,  — i; 
puis  on  le  transforme  en 


En  effet,  les  symboles  -r-  et  AJ  —  étant  conversibles,  on  a 

et  ainsi  de  suite. 

En  prenant  la  somme  de  tous  les  termes  qui  correspondent  à  une 
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même  valeur  de  p,  on  a 

fîn  posant 

^=(*;i -■••)■■ 

puis,  en  observant  que  p  doit  s'étendre  depuis  o  jusqu'à  oc,  on  a, 
pour  l'intégrale  cherchée , 


V=: 


{-/■^'  "  (  d 


ik-i-f 


-•'^s:::/-:— T^i^T-T-T^^-^'--- 


ce  qui  fait  voir  que  l'intégrale  V  dépend  de  cette  seule  expression 

On  peut  remarquer,   en  passant ,  que  cette  quantité  satisfait  a  cette 
équation  différentielle 

7  i{i-''-''-"^'  i  '^""'*"  U))  -  VU  =  o. 
ou 


dt' 


+  (2A-  +   2/+  «  +   l)  -  -^    -   VU  =  O. 


M.  G.  Boole,  de  Lincoln,  a  déduit  une  équation  semblable  de  mes 
formules  dans  le  Mathematicnl  Journal.  C'est  à  lui  qu'on  doit  l'intro- 
duction dans  l'intégrale  proposée  de  cette  quantité  t,  ce  qui,  au  reste, 
n'est  pas  d'une  grande  importance  ici;  mais  j'ai  cru  devoir  Ja  conserver, 
à  cause  de  cette  équation  même,  qui  poiurait  conduire  à  des  résidtats 
intéressants. 

A  présent,  soit 
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où  s  est  un  nombre  entier;  je  pose,  pour  abréger, 

n  —  s  =i,     k  -h  /  +  s  —  <7. 
ce  qui  donne 

et  ainsi 

u  =  --^i—  C"  (' '1 ^p.  --1 \ . 

Le  cas  de  c  =  o,  qui  est  le  plus  simple,  est,  eu  effet,  celui  du  Mé- 
moire cité,  et  à  ce  cas  on  peut  réduire  celui  de  c  entier  négatif;  il 
y  a  même  deux  manières  d'effectuer  cette  réduction.  Représentons, 
en  effet ,  la  valeur  de  U  par  cette  notation  plus  complète  LT ,  ;  on  ob- 
tient tout  de  suite 


ur' 


^,-^.(i^)'(,.ur), 


et 


la  seconde  desquelles  équations  se  déduit  de  cette  formule  facile  à 
démontrer, 

(:5-T  +  •••)   -/-^^ — — T^ —  =  a^-.I/  — i]-    i  —  -  n  [■,— — '- — n- 

Nous  pouvons  donc,  dans  la  suite,  ne  considérer  que  le  cas  de  c  en- 
tier positif. 

Commençons  par  opérer  la  transformation  que  voici;  en  détermi- 
nant ^  par  l'équation 

"]  •> 

je  pose 

A  =  Y"'---,     a;  =  {ï -+- l,)t'cc\...... 
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ce  qui  donne 

où  il  faut  remarquer  que  ce  Ç,  contenu  en  V,  ne  doit  pas  être  aifecté 
des  symboles  ;^'--  de  V,  de  manière  qu'il  faut  écrire 


lia, 


-     \  I  -H  /,   dx'  1  ^     ' 


u  = 


^  o„  (.i^[^+/-i-<7]/'+'+:  [/>]''  ("' "^•■•^''^' V7T7  rf^T  "•"•••  )  (^Tï^Tiirry/ ' 

formules  qui  se  prêtent  mieux  aux  réductions,  quoique  plus  compli- 
quées en  apparence. 
Écrivons  d'abord 

__/^ ç£_  _  /d_  \    _    /      I         d'  \ 

En  développant  la  p"  '"'  puissance  de  ce  symbole  selon  les  puis.sances 
de  A ,  on  a 

>■       '         [/>  — ?]''-».[  7]'  \l+l,da]  I 

(lui  doit  s'appliquera   ,        r;- 

Considérons  l'expression 

/    /,     rf-         y-v  I 

l  ttt;  rfôy + ■  •  ■  j    (ttt;  a; -+-...)'"' 

et  mettons,  pour  un  moment. 

(I  +  /,  )a;  =  a',-. ... 
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cette  expression  se  trouve  réduite  à 

laquelle,  par  une  fornuile  déjà  citée,  devient 

c  est-à-dire 

2P-29  r_^  il/'-îJ/'  +  p  — (7—  -nX~^  -rrr 14 vz 

Le  terme  général  de  U.  en  faisant  abstraction  du  facteur    ,.,    .,  , -, 

se  réduit  à 


l'+p— ? 


{—)P-1.{ai\-^...)P*' 


N-^-^"]'"-^'-W(.+A)+-)- 


considérons  la  partie  de  ce  ternae  qui  est  de  l'ordre  0  en  /,,...,  elle 
devient 


(/,«;+...) 


-t-...V'-i-?— î-t-s 


Soit ,  en  général ,  0  une  fonction  homogène  de  l'ordre  a  5  des  lettres 
a,,...;  on  a 

et  de  là,  en  répétant  toujours  l'opération  A,  et  faisant  attention  à  ce 
que  A0,  A''©,.--  sont  des  fonctions  homogènes  des  ordres  a6—  i, 
26  —  2,  etc.,  on  obtient 


x[f-t-9-2e-^n]'  'A^e-^^^j^:-^-,, 
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ou 

depuis  ).  =  o,  jusqu'à  1  =  q. 

Puis,  pour  le  terme  général  de  U, 

-. ^    ^     „    . fi-hP-J-9-/.-i 


X      l 

on 


^--^ -Ai  +  p n  —  q\         '  +  P  —  5  —  -« 


le  dernier  facteur  étant  indépendant  de  </,  q  doit  s'étendre  dejniis  o 

jusqu'à  p.  Mais  à  cause  de  [q  —  ).]'?-'  qui  devient  infini  pour  q  < '/  . 

on  peut  faire  étendre  7  depuis  q  =  X  jusqu'à  q  =  p;  ou,  en   écrivant 

(j-X  =  q',     p-).  =  p', 

q'  s'étend  depuis  o  jusqu'à />'.  Le  facteur  à  sonnner  est  donc 

Si,  potu-  un  moment,  l'on  pose 

C  =/+//  —  -  «,     M  =  /+/>  —  5  —  ^  /2 , 
somme  qui  se  réduit  à 

c'est-à-dire  à 
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nous  avons  le  terme  général 

(-)>^A>^^[e->]^-/-.[/+9-).-.+/,]<'— — 

Ecrivons 

p  =  6-p'; 
cela  devient 

M  =  6—  X,     Cr=i-i-  aO  —l—i,      C—  A=Ô-cr  —  X-i; 

/^'  doit  s'étendre  depuis  —  zk.  jusqu'à  6.  Mais  à  cause  de  [/'']'',  qui  de- 
vient infini,  pour  p'  négatif,  on  peut  l'étendre  seulement  depuis  o 
jusqu'à  9,  ou  même  seulement  depuis  o  jusqu'à  M.  à  cause  du  fac- 
teur M'' .  La  somme  se  réduit  à 

[G  -  M]f^-!^i-A.[C  -  A]^i  =  [/-h  9  -  i]-^-  [9-7-1-  i]^->, 

et  le  terme  général  devient 


±z)l_r;^  9  - 1  ]-'— .[9  -7-1-  i]«->  A'  (/,  al 

6  =  X  -1- 


\i. 


Écrivons  enfin 


le  terme  devient 

■—-. i r^^^^^ [h  — (7— il". A'. (7,  U^-{-...y^'  -j-—-^ -■ 

11  faut  que  /  soit  toujours  positif,  car  autrement  le  terme  s'évanouit  à 
cause  de  A'(Z,a^  +  ...)'"^^;  mais  pour  A'  plus  grand  que  7,  le  facteur 
[x.  —  a —  i]'  s'évanouit;  donc  y.  s'étend  seulement  depuis  o  jusqu'à  c. 
Soit  A,  +...=;  y.,  et  considérons  les  termes  de  A' (7,  aj-f-...)  qui 
contiennent  a'f' ,....  Ces  termes  seront  de  la  forme 

[7.]'"---[9.+^-.]'''^*'-  V'/«?/       ■■■    '  '  ■■■' 

ou 

9< +•■•  =  >-, 
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c'est-à-flire 

ou  ,  en  réduisant  à 
ce  qui  donne  pour  U, 

{-y      r^''~^]"-,,.^,,   [x-.-.]'-.«f 


:( —  Z'-^^v.. 


[,H-z +■>-+- c]'-*-  [7,y''-.-  [^-.r"  {a;  -H...)' 

Soit 

-=(p)+  [\\u...+  [Vj.u'  +■■•; 


f(i+/,a)...)^ 


et  de  là. 


(>.)  =  (-)'L^^— f^ l\...  +  etc.,      7,  +  ...  =  ).; 

VIA"-- 

de  manière  que  le  terme  de  U  devient 


Prenant  la  somme  pour  X,  à  l'aide  de 

[^]^  jT  '  (I  -  uY  u^-<^^-'  .du = ^,^,^;^,)._.  - 

(ce  qui  suppose  l  +  u  >  o  ,  on  obtient 
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ou,  mettant  /,  =  — ^vi 


2'  .f cri'  \-/.  —  (7  —  I  ]  ' '     '"     C-i 


en  rétablissant  le  facteur  constant  -tt^  -^   (le  U,  le  ternie  général  de 


cette  quantité  est 


Câ 


ou  A^,,  etc.,  sont  des  entiers  positifs  quelconques  qui  satisfont  à 

k^  +  ...—  y., 

et  y.  peut  s'étendre  depuis  o  jusqu'à  a.  Il  faut  observer  qu'en  diffé- 
rentiant  par  ^.  etc. ,  on  ne  doit  pas  considérer  Ç  comme  fonction 
de  h ce  qui  est  cependant  nécessaire  dans  l'équation  entre  V  et  U. 


PURES  ET  APPLIQUÉES,  169 


SUR  LES  DEUX  FORMES 
Par  J.  LIOUVILLE. 


M.  Jacobi  a  fait  voir  [*j  que  tout  nombre  entier  N  peut  s'exprimer 
sous  la  forme 

D'un  autre  côté,  en  vertu  d'un  théorème  de  Fermât  aujourd'hui  bien 
démontré,  N  est  la  somme  de  quatre  carrés  au  phis.  J'ai  trouvé  qu'on 
peut  passer  facilement  de  l'un  quelconque  de  ces  théorèmes  à  l'autre. 
1".  Admettons  comme  démontré  le  théorème  de  M.  Jacobi,  c'est-à- 
dire  admettons  qu'on  ait 

Il  en  résultera  identiquement 

^  —  jc-  -^-  [j  -hz-hty  -h{j  —  z  —  ty  -h  {it  —  z\ 

Ainsi  N  est  la  somme  de  quatre  carrés;  c'est  le  théorème  de  Fermai. 

2°.  Réciproquement,  si  N  est  la  sonmie  de  quatre  carrés,  en  sorte 
que 

N  =  x-  +  j-  +  s^  -I-  /% 

le  théorème  de  M.  Jacobi  s'en  déduira  comme  il  suit  : 

La  racine  de  chacun  des  quatre  carrés  prise  avec  lui  signe  conve- 
nable est  nécessairement  de  l'une  des  deux  formes  3« -f-  i ,  3/i;  car 
lors  même  qu'elle  aurait  mie  valeur  absolue  de  forme  3^  -4-  a,  en  la 
prenant  négativement  et  posant  n  ^=  —  {p  +  i ),  on  la  ramènerait  à  la 
forme  3n  +  i.  Parmi  les  quatre  racines  x,  j-,  z,  t,  ainsi  affectées  du 

[*]  Tome  VII  de  ce  Journal,  page  109. 

Tome  X.  —  .\vhil  1845.  '■^^ 
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signe  -+-  ou  du  signe  — ,  on  en  trouvera  donc  toujours  ou  deux  ou  plus 
de  deux  ayant  la  même  forme.  Dans  le  dernier  cas,  la  somme  de  trois 
racines  semblables  sera  divisible  par  3.  Dans  le  premier,  on  obtiendra 
encore  un  nombre  divisible  par  3,  si ,  à  la  différence  des  deux  racmes 
de  forme  3«  +  i,  on  ajoute  une  des  deux  racines  restantes.  Ainsi,  dans 
tous  les  cas ,  il  y  a  une  somme  x  -\-j-  -h  zde  trois  racines,  prises  posi- 
tivement ou  négativement,  qui  est  divisible  par  3,  et  dont  on  peut 
représenter  le  carré  par  94»^.  J'observe,  de  plus,  que  parmi  les  trois 
nombres  x,  j,  z,  deux  au  moins  {x  et  j-  par  exemple)  sont  à  la  fois 
pairs  ou  à  la  fois  impairs. 

Cela  étant ,  je  pars  de  l'équation  identique 

3  ^00^   +jr^  +  z^)={x+J+zy+'l  (^   -    z)'  +  6  (^')  '  , 

qu'on  peut  écrire 

3  {x^  +J^  +  z^)  =  (jc  -^y  4-  z)'^  +  2  (5  —  z)^  +  ^u^, 

où  s  et  u  sont  des  entiers.  Le  premier  membre  et  le  dernier  terme  du 
second  membre  sont  multiples  de  3  ;  (j:  +J+  z)-  =  Ç^v^  Test  aussi;  il 
faut  donc  que  [s  —  zf  soit  également  multiple  de  3  et  de  forme  Qw*. 
Dès  lors,  en  divisant  par  3,  on  aura 

x^  -\-  y"^  -^  ■^  z=  2M*  +  3c-  +  ôw*, 
puis,  en  ajoutant  t^  départ  et  d'autre, 

N  =  «="  +  2«='  +  Zv"  +  Gu-S 
ce  qu'il  fallait  trouver. 
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ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 
KECHEHCHE 

DES    FACTEURS    COMMENSURABLES  DU    SECOND    DEGRÉ; 
Par  m.  FINCK. 


1.  Je  diviserai  celte  question  en  deux  parties.  Dans  la  première,  je 
m'occuperai  des  racines  imaginaires  à  coefficients  commensurables . 
telles  que  OH-f  y—  i...,  que  j'appellerai ,  selon  l'usage,  racines  com- 
mensurables complexes;  dans  la  seconde  partie ,  il  s'agira  des  racines 
incommensurables,  exprimables  par  des  radicaux  du  second  degré, 
c'est-à-dire  de  toutes  les  racines  qui  peuvent  être  fournies  par  des  équa- 
tions du  second  degré  à  coefficients  réeels  commensurables. 

2.  Dans  1  une  et  l'autre,  je  m'appuierai  sur  ce  que  : 
Une  Jonction  entière  absolue 

fx  =  x'"  +  p^  .x"*-'  +...-)-  ^,„, 

dont  Le  premier  coefficient  est  l'unité,  ne  saurait  admettre  un  diviseur 

ax'"  —  "  +  afX'"  —  "—'  +..., 

entier  absolu,  dont  le  premier  coejjficient  est  diffèrent  de  [unité,  a,  a,. 
«2,  etc.,  étant  premiers  entre  eux. 

Car  soit  —le  quotient,  Q  étant  entier  absolu,  et  premier  avec   le 

nombre  entier  1);  on  aurait 


Mais  D  est  premier  avec  Q;  D  ne  divise  pas  ax'"  -''■  -^....  dont  lés 
coefficients  sont  piemiers  entre  eux  ;  donc,  etc. 
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Recherche  des  racines  comitiensurnbles  complexes. 

5.  Je  suppose,  dans  tout  ce  qui  suit,  que  les  coefficients  soient 
réels;  si  le  contraire  a  lieu  ,  c'est-à-dire  s'il  s'agit  d'une  équation 
telle  que 

ziX-^'ifX.\!—\  =  o , 

ses  racines  réelles  satisfont  à 

çx  =  o,     |x  =  o, 

et  seront,  par  suite,   racines  du  plus  grand  commun  diviseur  de  zx 
et  '\jx  ;  ses  racines  imaginaires  satisferont  à 

[oxy  -+-  {']^xY  =  o, 

et  parmi  les  racines  imaginaires  de  celles-ci,  supposées  connues,  on 
distinguera  facilement  celles  de  la  proposée. 

4.  On  sait  que  dans  toute  équation,  l'unité  augmentée  du  module 
maximum  des  coefficients  rapportés  au  premier  est  une  limite  supé- 
rieure des  modules  des  racines  de  toute  espèce.  Soit  k  celte  limite. 

5.  Dans  toute  équation  à  coefficients  réels  entiers  fx  =  o,  le  dernier 
ternie  est  divisible  par  le  carré  du  module  de  chaque  racine  complexe 
entière. 

Car  si  a-hbs/—  i  est  une  pareille  racine,  Jx  est  divisible  par 
x^  —  2ax  —  a^  +  b^;  et  comme  le  premier  terme  du  diviseur  a  pour 
coefficient  l'unité,  le  quotient  sera  entier  absolu;  d'ailleurs  son  der- 
nier terme,  multiplié  par  a-  -+-  b^,  reproduira  le  dernier  terme  de  fx. 
Donc,  etc. 

o.  D'après  cela,  pour  trouver  les  racines  complexes  entières  dey^.', 
on  cherche  les  facteurs  du  dernier  terme,  en  se  bornant  à  ceux  qui 
sont  moindres  que  k'^  :  on  décomposera  chacun  de  ces  diviseiu's  en  deux 
carrés  additifs,  comme  a^  +  b^,  et  l'on  aura  à  essayer  les  quatre  couples 
de  racines  ±a±  b  \—  t  ,  dz  b  ±.  c\  —  i ,  ce  qui  peut  donner  lieu  à 
quatre  essais. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  17^ 

7.   Règle  d'exclusion.  Si  rt  7f-  i  y  —  i  satisfait  -aJx  =  o,  on  a 
Jx  =  {x  --  a  —  h  v'—  I  )  ox, 
(px  étant  complexe  entier;  de  là 

(i)  Ja=  —  b  \/—  iça, 

(2)  J{b  v^T)  =  -af  {b  K^^_)^ 

(3)  Jli)={i-a-bsJ-i)ji, 

(4)  /(i-]=_  (,  +  rt+ /,^-  ,)9(-  i). 

On  a  encore 

Jx  =  [{x  —  a)-  -+-  /»*]  J/or, 

(j/f  est  entier  et  réel. 
Delà 

(S)  yi  =  [(«  -a)-  +  /^']<i'», 

(6)  /(-  i)  =  [(r  +  a)^  +  ^'^l  d/(-  i), 

(7)  fa  =  ^>^  ij/fl. 

S.  Ayant  ainsi  limité  les  nombres  à  essayer,  on  peut  procéder  comme 
pour  les  racines  commensurables;  mais  si  l'on  observe  que,  dans  ce 
dernier  cas,  et  par  rapport  à  un  diviseur  c,  la  méthode  des  racines 
commensurables  revient  à  diviser  par  c  —  x  \e  premier  membre  de 
l'équation,  ordonné  d'une  manière  ascendante,  on  sera  conduit  à  di- 
viser de  même  yir  par  rt^  +  h'^  —  o.ax  ■+-  x-.  On  aura  ainsi  plus  de 
chances  pour  se  débarrasser,  le  plus  simplement,  des  nombres  qui  ne 
sont  pas  racines 

î).   Voici  un  exemple  : 

x''  ~  x*^  -\-  (\x''  —  260:*  -f-  17^?''  —  -jx'^  —  ^o.x  —  10  =  0. 

Dans  le  cas  actuel  on  aurait 

k  =  33; 

mais  le  carré  d'aucun  module  ne  peut  surpasser  10  ;  donc  les  diviseurs 
sont  I,   2,  5,   10,  qui  se  décomposent,  sous  la  forme  a*  H-  /»^,  ainsi 
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qu  il  suit  : 

I   =  O-  -t-   I^.       2  =  1^^   I-,       5  =  I*  +  2^,       lo  =    1^  -f-  3*. 
De  là,  à  essayer, 

=  S  —  I ,      =2  1  m  V  —  1 ,  zt  I  ±  2  V  —  I , 

±.  -2  zîz  \^  —  I,      rtiiriSy—  i>       irSzhy—  i. 

rt  y  —  1  ne  convient  pas;  cela  se  voit  à  l'inspection  de  l'équalioR  com- 
parée avec  x'  -t-  I . 

Ou  a  /i  =  —  52 ,   f\ —  I  )  =  —  36. 1 . 
Pour  a  ^i,         b=:i,     on  a     (i -t-aj' -H  è- ^  5,   qui  ne  divise  pas  _/,  —  i.   Rejet  de         'zh\ — i. 

a  =  —  I  ,    />:=  I,  (i  —  af  -h  b-  =  5,  /('J-  —  '  ^^  \  — '  • 

Pour  a  ^  i,         b  =z  1,   i\  vient  (i  +  a')'  -\-  è-=  8,  /( — i).  -+-  i  ±  a  \  —  i . 

a^  —  I,  b^i,  donne    [i — a)'-' -f- 6' :=  8,  fi.  — i  ir: 2  \ — i. 

Pour  n  =  2,        A  =  I,  1 1  -(- «)^  -f-  é-  =  lo,  / — I .  -;-  2±  \  —  I  • 

a  r=  — 2,  è  =  I,  (i  — ay  -\-  bz=  10,  f{^)-  —  2zh  V  —  I  ■ 

a^l,         b=:3,  (l  -i-a)-  -h  b- =:  l3,  /( — l).  -^  I  ±  3  V — !• 

<7  ;= —  I,   6  =  3,  (i — rt)-4-i'=i3,  qui  divise  /i.         A  essaytT  — i  it  3  \ — i. 

a  =  3,       i  =  i,  (i -f-a}=4- è=  z=  i^,  ne  divise  pas      / — i.    Rejet  de  3  rt  \'  —  i- 

«= — 3,  A=J,  (i — a)--\-b- =  !■],  /i.         Rejet. 

Il  ne  reste  que   —  i  ±:  3  \  —  i,  ou  le  facteur  x-  -^  ax  -^  lo,  qui, 
en  effet .  divise  Jsc.  et  donne  pour  quotient 

(_i,  x^  —  3x^  +  nx^  —  3j;-  —  1  =  o. 

Aucun  des  nombres  ci- dessus  essayés  ne  peut  convenir  a  cette  équa- 
tion; de  plus,  nous  allons  prouver  qu'une  équation  de  la  forme 

x'"  -f-  p,x'"~'  ^ ...->-  p,„  ^  o. 

p,,  p,  etc.  étant  entiers  réels,  n'a  point  de  racines  complexes  fraction- 
naires. 


10.   En  effet,  soit  un  couple 


b    r 

7i' 


ou  a.  h,  c,  fi? sont  entiers:  --  -,  irréductibles. 

c      a 
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[>e  i'aclpnr  corresponriarit  à  ces  deux  racines  est 


Si  ^  était  entier,  -  ne  l'étant  pas,  j;  ne  le  serait  pas,  et  ^  -+-  ^,  serait 
fractionnaire. 

c-  b    ,      .  .  a  ...  a-  h  - 

Si  -  était  entier,  -  serait  Iractiomiaire,  ainsi  que 1-  -r- 

(le  T         c'  a' 

Admettons  que  -  et  -  soient  fractionnaires  tous  les  deux  ;  je  dis  que 
l'un  des  coefficients  du  diviseur  du  second  degré  l'est  au  moins.  Car, 
pour  que  —  soit  entier,  il  faut  que  r  =  2,  et  le  dernier  ternie  devient 

V  +  j,-  Si  r/ est  pair,  o  ne  1  est  pas.  Supposons  ci  =  ar/';  on  a 
a'  b'  a-  b''  a''d'^-^b- 

4  "*"  ^'  ~  4  "^  K=  ~  ~W^~' 

Or,  b  étant  impair,  //-  est  delà  forme  4^"  +  '>  et  a^il'-,  qui  est  un 
carré,  est  de  l'une  des  formes  4^'?  4^'  +  i-  Doncle  numérateur  n'est 
pas  divisible  par  4>  et  le  terme  n'est  pas  entier.  Que  si  rf  est  impair, 

notre  dernier  terme  devient        ,^, '^    ;  mais  a  et  H  étant  impairs,   le 

carré  a^d'^  est  de  la  forme  4/»'  +  i.  et  l'expression  n'est  pas  entière. 
Donc  le  facteur  du  second  degré  a  au  moins  un  terme  fractionnaire,  et 
si  on  le  ramène  à  la  forme  asc-  -+-  ^x  -1-  y,  ^  et  y  ne  sont  pas  tous  K'< 
deux  divisibles  par  a. 

Il  s'ensuit.  1°  que  l'équation  (i)  n'a  plus  de  racines  commensural)les 
complexes;  a"  que  la  recherche  des  racines  complexes  fractionnaires 
se  ramène  à  celle  des  racines  complexes  entières. 

11.  Nous  allons  maintenant  chercher  si  l'équation  (11  a  des  racines 
incommensurables  du  second  degré  de  la  forme  a  -\-  \'b,  a  et  b  étant 
entiers.  Ces  sortes  de  racines  correspondent  à  des  facteurs  tels  que 
jc-  -h  px  -¥-  q,  où.  p  et  q  sont  entiers.  Une  équation  telle  que 

\x'"  -h  A,x'"-'  -h  ...=  o 

peut  avoir  de  pareils  facteurs,  où  p  et  rj  sont  fractionnaires  ;  on  ramené 
la  question  au  cas  des  nombres  entiers. 
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Si  notre  équation  (i)  admet  le  facteur  x"  -h  px  -h  q,  c'est  que  q  est 
un  diviseur  du  dernier  terme  de  l'équation  (i);  on  essayera  donc  suc- 
cessivement tous  les  diviseurs  du  dernier  terme:  ils  sont  -!-  1,  —  i. 
Essayons  -1-  i  :  cet  essai  revient  à  diviser  l'équation  (i)  par  x'^-^px-h  i  : 
on  arrivera  à  un  reste 

xFp  -^  F,  p  ^  o, 
et  les  équations 

Fp  r=o,     F,/)  =  o 

devront  admettre  une  racine  entière  commensurable,  sinon  ç  ^  1  ne 
convient  pas.  C'est  ce  qui  arrive  ici.  On  essaye  ensuite  ç  =  —  i.  Voici 
le  calcul  : 

x'  —  5x'+2x^ — 3x — ij   x'' ->!- px I 


j:'( — p  —  3)-+- Sx'         j   x^-^x-{ — p — 3)-Hx'7>=-(-3/)+3) — p' — ip— ^p  —  3, 

X'  {p-+  3^  -f-  3)  -h  x=  ( — p  —  3), 

x^( — />'  —  Zp~  —  ^p  —  3)  +  X (/> '  4-  3^), 

X  (  ;>'  -f-  3/>'  +  5/J=  +  &p)  — p^  —  3/»'  —  ^p  —  4- 

On  cherche  les  racines  entières  du  dernier  coefticient;  il  vient 
^  =  —  2,  qui  annule  aussi  l'autre. 

Donc  notre  équation  admet  le  facteur  x'^  —  ix  —  i,  et  de  plus  le 
facteur  x^  —  x'^  ->r  x  -^  \.  C^  dernier  n'a  point  de  diviseur  commensu- 
rable du  second  degré. 

On  peut  aussi  chercher  les  diviseurs  commensurables  du  troisième, 
du  quatrième,  etc..  degré.  Le  parti  à  tirer  de  cela  est  facile  à  recon- 
naître. 
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.■//jplication  <le  la  théorie  des   transcendantes  elliptiques  à  la 
rectification  d'une  classe  étendue  de  courbes  planes  ; 

Par   m     William    ROBERTS. 


1.  Si  d'un  point  fixe  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tan- 
aenles  d'une  courbe  donnée,  la  position  de  la  tangente  en  un  point  de 
îa  courbe  qui  est  le  lieu  géométrique  des  pieds  de  ces  perpendiculaires, 
peut  être  déterminée  par  la  construction  suivante. 

Soient  O  le  point  fixe,  et  OQ  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  pouit 
sur  la  tangente  en  un  point  P  de  la  courbe  donnée;  la  tangente  QR  à 
la  courbe  lieu  des  points  Q  fera  avec  OQ  un  angle  OQR  égal  à  OPQ 
et  situé  d'un  même  côté  de  la  tangente  PQ. 

PoTU-  le  démontrer,  soient  P  et  P'  deux  points  consécutifs  de  la  courbe 
donnée  Q  et  Q'  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  () 
sur  les  tangentes  en  ces  points,  QQ'  sera  l'élément  de  la  nouvelle 
courbe,  et  coïncidera,  par  suite,  avec  sa  tangente;  d'adleurs  le  qua- 
drilatère OQ'QP  est  inscriptible  dans  un  cercle,  et,  par  conséquent, 
l'angle  OQQ'  est  égal  à  OPQ'  ou  à  OPQ. 

Il  résulte  de  là  que  si  ret  o)  désignent  les  coordonnées  polan-es  d'un 
point  de  la  courbe  donnée,  r,  et  «,  celles  du  point  correspondant  de  la 
courbe  dérivée,  on  aura 

''7i  =  ''^7i7: 

2  Cela  posé,  concevons  que  l'on  fasse  dériver  d'une  courbe  donnée 
quelconque,  une  série  de  courbes  se  succédant  d'après  la  même  loi, 
et  proposons-nous  de  trouver  une  formule  pour  la  rectification  d'une 
quelconque  des  courbes  de  cette  série. 

ToineX  -Mai   iS'|1. 
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Désignons  par  r  et  m  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  donnée,  que  nous  appellerons  courbe  primi- 
tive, par  r„  et  «„  celles  de  la  courbe  qui  occupe  le  n'^'"^  rang  dans  la 
série  des  courbes  dérivées,  et  par  s„  l'arc  de  celte  dernière  courbe, 
on  aura 

*"  =  [■  +  '■  ('^)t'''--  =  ('  +  ^"#*- 

D'ailleurs,  si  0  désigne  l'angle  dont  la  tangente  est  r  —  et  qui  est  celui 

que  forme  la  tangente  à  la  courbe  primitive  avec  le  rayon  vecteur  r, 
on  aura  évidemment 


r„  =  7'sm" 


d'c 


dr„  =  sin"  9  (  i  H-  nrcotang  0  —\  dr 

dr^  ^  '  dr  dr'   /      rfw\«-'        , 

r-         rdr-. 


dr^J 


et,  par  conséquent, 

,  "dr'     •    '"    '    ''  dr    '    '    dr'   I    rf«\"-<        , 

(A)  ds„  = ^^ (^r-j        rdr. 


d''tù        ,  .  d<p  du' 


d„: 


3.  Concevons  maintenant  une  courbe  qui  soit  constamment  touchée 
par  les  perpendiculaires  menées  aux  extrémités  des  rayons  vecteurs 
d'une  courbe  donnée  ;  supposons  que  de  cette  nouvelle  courbe  on  en 
fasse  dériver  une  troisième  par  une  méthode  semblable  de  génération , 
et  ainsi  à  l'infini ,  et  proposons-nous  de  rectifier  une  quelconque  des 
courbes  de  cette  nouvelle  série.  Cela  revient  évidemment  à  exprimer  la 
longueur  de  l'arc  s  de  la  courbe  primitive,  en  fonction  des  coordon- 
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nées  r„,  w„  de  la  courbe  dérivée  d'ordre  n\  or  on  a 

*=('-'-£p'-=['+^.'r£)'r*. 

et  en  désignant,    comme  précédemment,  par  Q  l'angle  dont  la  tan- 
sente  est  /„  -7-  ) 

r  =  r„  coséc"  5 , 
d'où  l'on  conclut,  après  quelques  réductions, 

4.  Si  l'on  compare  cette  expression  avec  la  valeur  de  ds„  écrite  plus 
haut,  on  verra  facilement  que,  pour  rectifier  «ne  quelconque  des 
courbes  de  la  nouvelle  série  que  nous  venons  de  considérer,  il  suffira 
de  changer  le  signe  tle  n  dans  l'équation  f A>  Cette  remarque  suggeiv 
une  notation  que  nous  croyons  convenable  et  expressive,  et  qui  con- 
siste à  représenter  par  /•_„,  u_„,  s_n  les  coordonnées  polaires  et  l'arc  de 
la  ra'""*  courbe  de  la  série  dérivée  suivant  la  méthode  du  n"  3;  nous 
pouvons  donc  appeler  ces  courbes  les  courbes  du  système  négatif,  ou 
simplement  les  courbes  négatives,  en  donnant  le  nom  de  courbes  posi- 
tives à  celles  obtenues  par  la  construction  que  nous  avons  mentionnée 
en  premier  lieu. 

3.  Nous  allons  maintenant  procéder  à  quelques  applications  de 
notre  formule,  et  nous  prendrons  d'abord  pour  courbe  primitive  une 
ellipse  ayant  pour  centre  l'origine  fixe.  Si  l'on  prend  pour  unité  le 
demi-grand  axe  de  l'ellipse  et  que  l'on  représente  par  b  et  c  le  demi- 
petit  axe  et  l'excentricité,  on  aura 

h'  -hc'  —  i, 

et  l'équation  de  l'ellipse  sera 

r  V  I  —  c°  sin'  m  =  b. 

i3.. 
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l'angle  w  étant  compté  à  partir  du  petit  axe  :  on  déduit  de  là 

dut  b 

<ir    ~  r\!{i  —  r^){r'  —  b') 
d''w  du  br[2.r'' — i — 6') 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (A),  il  vient,  après  quelques 
réductions, 

(B)  ds„  =   nr^-{n-.)ir+b^-r^)  b"  dr 

/•"-'(i  -i-b'  —  r''}    - 

6.  Si  n  est  impair,  le  multiplicateur  de  dr  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (B)  est  une  fonction  rationnelle  de  r^,  divisée  par  la  ra- 
cine carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  en  /',  ce  qui  montre 
que,  dans  ce  cas,  s,,  appartient  visiblement  à  la  classe  des  fonctions 
elliptiques. 

Afin  de  réduire  l'expression  de  la  différentielle  ds„  à  une  forme  sem- 
blable quel  que  soit  n,  posons 

r^  =  b-  -{-  c^f,-, 
p  étant  une  nouvelle  variable  dont  les  limites  sont  o  et  i ,  nous  aurons 

(C)  ds„  =  "(^'  +  '^'P')  — ("— 0('  — ^V')  b"dp 

-  -  V(i— P')(i— c'p=l 

7.  Supposons  d'abord  n  =  o,  ce  qui  revient  à  considérer  l'ellipse 
primitive  elle-même;  l'équation  (C;  donne,  après  avoir  mis  sin  ç  au 
lieu  de  p, 


ds  =  v'i  —  c^  sin^  çjf/'p,     d'où     j  =  E  (c,  y). 
Pour  «  =  I ,  l'équation  (B)  nous  donne 

7                      br''  dr 

fis,    =   -, ,     ■  : 
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d'ailleurs,  de  l'équatioii  de  l'ellipse  on  tire 


et 


/■' 

= 

b' 

i+é'  — r' 

1  — (i  —  è')sin=o:' 

dr 

do> 

\/(i — '•')('■' — A')         \/t  —  c-sin'w 
en  sorte  que  l'on  aura 

*»  du 


ds, 


-(i  — i')sin'«  y/, —c'sin'w 
et,  en  employant  la  notation  des  transcendantes  elliptiques, 

i',  =  Zi'  n  (—  I  +  /)\  c,  co). 

On  déduit  de  là  que  l'arc  de  la  première  courbe  positive,  coin|)té  a 
partir  de  l'extrcmité  du  petit  axe,  est  exprimé  par  une  fonction  ellip- 
tique de  troisième  espèce  à  paramètre  circulaire. 

8.  Supposons  maintenant  n  =  2,  l'équation  (C)  nous  donne 

.  f       ^  '        \  b'do 

^  ~~    V  —  c'f  b'+cy)  \/(,  _p!)(,_cïp»)' 

ou,  en  posant  p  =  sin  ç, 


ds~  = 


^b'df  I  d(f 


0- 


d'où ,  en  observant  que 

m    r  da  c-sinocoso 

h-  /  ^- j  =  E{c,  ç)  -    ,       \  .1  » 

•/    (i— c=sin=v)^  V'i  — «'sin'? 

^2  =  iE{c,  f)  —  Il    71,  C,  o y~- 

X"  !         sj\  —  c'sin'o 

Legendre  a  démontré  que  deux  fonctions  de  la  troisième  espèce 
ayant  même  module  et  même  amplitude,  et  dont  les  paramètres  n  et 
—  m  sont  liés  par  la  relation 

(i  +  «)(t  —  ni)  —  h-, 
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où  b  désigne  le  complément  du  module  c,  peuvent  s'exprimer  lune 
par  l'autre,  à  l'aide  de  l'équation  suivante  [*]  : 

(i  H-  b^)  n  (^  ,,,<f^--b'ïi{~i^  b',  c,  ç)  -  b'  F  c,  9) 

, îA  c- i/i -f- 6'slnçcoso 

=  o  V  J  +  "^   a''c  tans; —  ! 

b  \!i  —  c-  sm-  If 

où  l'on  fait 

n  =  ~.      _,/,—  —  !  +  h*, 
h- 

11  suit  de  là  qu'on  peut  remplacer  la  fonction  de  troisiène  espèce, 
qui  se  trouve  dans  l'expression  de  l'arc  de  la  seconde  courbe  positive, 
par  une  fonction  identique  par  le  paramètre  et  le  module  à  celle  qui 
donne  la  valeur  de  l'arc  de  la  première  courbe  positive. 

V).  Soit  «  =z  —  I,  l'équation  (B  donnera,  en  représentant  par  R  la 
quantité  (i  —  r-)  [r-  —  b'^], 

bds_,  =['i[i-^b-)r'  -  3/'*l  t.: 


on  a  d'ailleurs 

VR  J    v/R  J     \pK 


J    VR  ^  V    v/R  J     i/1 


ce  qiù  donne 

hs_,  =rxR  +  *»   f— 
J   yR 

Si  Ton  y  remplace  r  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  l'ellipse,  cette 
équation  devient 

bc'  sin  w  cos  w         ,  _ . 

S-,  = -i-  /^F(c,  m). 

(  I  —  C'  sin'  w)  - 

La   courbe   dont   nous    venons   de   nous   occuper  est  celle  dont 
M.  Talbot  a  donné  la  rectification  dans  une  Lettre  adressée  à  M.  Ger- 


[*]  Legendre,  Traite  des  fonctions  elliptiques,  tome  I,  cliap.  XV,  page  54. 
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goniie,   et  insérée  dans  les  Annales  de  Mathématiques,  tome  XIV, 
page  38o.  Lcgendre  a  aussi  observé  que  l'arc  de  cette  courbe  fournit 
une  représentation  de  la  fonction  elliptique  de  première  espèce.  (  Traité 
des  Jonctions  elliptiques,  tome  II,  page  Sgo. , 
Si  l'on  fait  n  =  —  2,  on  aura 

b-ds_^  =  (3  _  2^»=  -  Sc-p^){\  -  c-r?){b-+  cV')-è' 

VP 

en  représentant,  pour  abréger,  par  P  le  polynôme  (1  —  /5')(i  —  c'/j-). 
On  a  d'ailleurs 

p3^p=3  rp!^_4(,+^.^  r^+5c»  r^, 

ce  qui  donne 

ds_,  =  Ç,d{f.'  vP)  +  c'dips'P)  +  (,  +  c=  -  -icy')  4^; 

V  P 

si  l'on  met  sin  ç>  au  lieu  de  p,  dans  cette  expression ,  et  qu'on  intègre 
ensuite,  on  aura 

s_^  =  3E  (f,  9)  -  (1  +  6^)  F(c,  (p) 
+  c*  sin  Ç3  cosip  I  I  +  j:;  sin*  ç  j  \/i  —  c*  sin*  f. 

10.  Si  l'on  représente  par  S  le  quadrant  de  l'ellipse,  par  S_,,  S_2 
les  quadrants  des  deux  premières  courbes  du  système  négatif,  on  aura 

S  =  E, 
S_,  ^^-F, 

S_2  =  3E-(i  +/^=)F, 

d'où  résulte  la  relation  suivante  entre  les  trois  quadrants  S,  S_,,  S_o  : 
(i  +  /'*)S_,  =è(3S-S_2\ 
On  a  vu,  au  n"  8,  que  la  longueur  S,  du  quadrant  de  la  seconde 
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combe  positive  est  donnée  par  l'équation 

S,  =  2E  -  n  (Çj  : 

mais  on  a 

(I  -^h')n(Ç)  -b'n-  i-^b'-  /'»F  =  o, 
et,  en  verhi  du  n°  7. 

S,  =/;^n(-  1  +6*), 
en  sorte  que  l'on  aura 

h  rS,  +  S_,)  =  (i  -t-  b^)  [-23  -  Sj  . 

On  obtient  encore  aisément  la  relation  suivante  entre  les  quadrants 
de  la  courbe  donnée  et  de  ses  deux  premières  dérivées,  tant  positives 
que  négatives  : 

(S_,  -f-  s,)s_,  =  (38  -  s_2)  i;2S  -  s^). 

On  voit  qu'elle  est  indépendante  de  l'excenti'icité  de  la  courbe  primi- 
tive. 

11.  L'inspection  des  équations  (B)  et  (C)  nous  montre  que,  pour 

toutes  les  valeurs  négatives  de  «,  la  quantité  qui  multiplie  ^=  ou  -^ 
"  ^        vR         vP 

sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  /•-  ou  de  f,'^,  en  sorte  que  les 
arcs  de  toutes  les  courbes  négatives  s'exprimeront  à  laide  des  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  seulement,  et  par 
conséquent  à  l'aide  des  arcs  de  l'ellipse  et  de  la  première  dérivée  né- 
gative. Il  n'en  sera  pas  ainsi  pour  les  valeurs  positives  de  n;  dans  ce 
cas,  i„  contiendra  un  terme  de  la  forme 


/^ 


u        I    ; rrr-. , 


v'p 


sin-  w 


selon  que  n  sera  pair  ou  impair. 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit  precétlenunent ,  la  première  de  ces  inté- 
grales est  réductible  à  la  seconde  qid  exprime  la  valeur  de  s,,  d'où  il 
résulte  que  la  rectification  de  toutes  les  courl)es  positives  dépend  seu- 
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lement  de  la  rectification  de  l'ellipse  et  des  deux  premières  courbes 
dérivées  tant  positives  que  négatives. 

12.  Nous  considérerons  maintenant  l'hyperbole  ayant  pour  centre 
l'origine  fixe.  Soient  b  le  demi-axe  imaginaire,  c  le  demi-axe  réel, 
l'excentricité  étant  prise  pour  unité,  en  sorte  que 

l'équation  de  l'hyperbole  sera 


d'où 


I 

r- 

= 

cos-  w         sin'  w 

dta 

1? 

= 

bc 

r\/r''-h  b^s/r'  — 

c' 

r 

+ 

dbi 
d? 

= 

bcr  (2  r'  •+■  b' 

[(r'H-i')(r'- 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (A)  nous  donne,  après 
quelques  réductions , 

«/■=  +  («  —  l)  (r"  -h  b-  —  c=)  6°c"rfr 


ds„ 


r"~'  (r'-f-  b' —  c')   ^ 


Cette  formule  montre  que  la  rectification  des  courbes  dérivées  ne  dé- 
pend que  des  fonctions  elliptiques,  si  n  est  impair;  si  n  est  pair,  nous 
poserons 

et  la  valeur  de  ds^  sera 


ds„ 


[n  —  i)f''f'p'-t-n(6'c'p*-l-  c'  —  b'')  rfp_ 


!!  ^[bH--^\Mc^t.-  —  \\ 


Cette  seconde  formule,  que  nous  emploierons  pour  la  rectification  des 
dérivées  d'ordres  pairs,  fait  voir  que  cette  rectification  ne  dépend  non 
plus  que  des  fonctions  elliptiques. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  nouvelle  variable  0  que  nous  intro- 
TomeX.-MAii84.').  '^'t 
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duisons,  est  l'inverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  l'hy- 
perbole sur  la  tangente  à  l'extrémité  du  rayon  vecteur  / . 

15.   Soit  «  =  o  ;  en  faisant  cp  =  séc  (p,  on  a 

as=  — ; — /       '  ,  .       'i 
cos'  <f  VI  —  C  sm'  f 

d'où,  en  intégrant, 


s  =  tang  ç  v'i  —  c^  sin^  ç  +  i*  F  (c,  ç)  —  E(c,  ç); 

expression  qui  coïncide  avec  celle  donnée  par  Legendre,  pour  l'arc 
dhyperbole.  {Traité  des  Jonctions  elliptiques ,  tome  I,  page  i6.) 
Soit  «  :=  I ,  on  aura 

,  bcr^  dr 

as,  = 


et ,  en  posant  r=c  séc  9, 
ds,  =  ^^ 


6- 

d'où 

Ce  qui  montre  que  l'arc  de  la  première  courbe  dérivée  positive  est 
exprimé  par  une  fonction  elliptique  de  la  troisième  espèce,  dont  le 
paramètre  est  circulaire  si  l'on  a  c  >  è,  c'est-à-dire  si  l'axe  imaginaire 
est  inférieur  à  l'axe  réel.  Si,  au  contraire,  c  est  <  b,  ce  paramètre  ap- 
partient évidemment  à  la  forme  logarithmique  fondamentale. 

14.  Soit  n  =  2 ,  on  aura 

bV  2  \  dp 


ds,,  = 


et,  en  posant  cp  =  séc  9,  il  vient,  après  quelques  réductions, 

_.        .         b'(2b'—c')^,        .  è'      „  /b'  —  C  \ 

î,  =  2E(c,9) ^___iF(c,9)-+-^5— ^n^-pr-,  c,fj- 
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(Jii  doit  observer  que  la  fonction  de  troisième  espèce,  qui  entre  dans 
cette  expression ,  a  un  module  complémenlaire  de  celle  qui  donne  la 
valeur  de  s,,  et  que  les  conditions  qui  déterminent  le  caractère  du  pa- 
ramètre comme  circulaire  ou  logarithmique,  sont,  dans  les  deux  cas, 
précisément  opposées;  on  voit,  en  effet,  que  la  fonction  de  troisième 
espèce,  qui  entre  dans  s^,  exprime  la  longueur  de  l'arc  de  la  première 
dérivée  positive  de  l'hyperbole  conjuguée  dont  l'axe  réel  serait  ai  et 
l'axe  imaginaire  ic. 

En  se  reportant  à  la  formule  générale,  on  verra  facilement  que, 
dans  l'hyperbole  de  même  que  dans  l'ellipse,  toutes  les  dérivées  né- 
gatives auront  leurs  arcs  exprimables  par  des  fonctions  elliptiques  de  la 
première  et  de  la  seconde  espèce  seulement,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour 
les  dérivées  positives;  car  si  n  est  positif.  .?„  contiendra,  dans  son  ex- 
pression ,  un  terme  de  la  forme 


J    r'  +  b'  —  c'Jlr7.l,7\(r'_c')       ""        J    *''^'l 


V'(r »  -f-  è')  (r'  —  c')  J    f>''^y  +  «^^  —  * W(6'P'  -t-  "  )  W  —  '  ) 

selon  que  n  sera  impair  ou  pair. 

Ces  intégrales  ne  sont  autre  chose  que  les  fonctions  de  troisième 
espèce 

n('-l^,c,,),     n(S=±,6,,), 

mutuellement  irréductibles,  l'une  ayant  un  paramètre  logarithmique , 
et  l'autre  un  paramètre  circulaire. 

15.  Nous  nous  proposons,  maintenant,  d'étudier  d'une  manière 
plus  particulière  les  courbes  qui  dérivent  de  l'hyperbole  équilatere; 
elles  nous  offriront  quelques  résultats  curieux  et  dignes  d'intérêt.  En 
premier  lieu,  les  équations  de  ces  courbes,  tant  positives  que  néga- 
tives, peuvent  être  facilement  obtenues. 

Soient  C  le  centre  de  l'hyperbole  équilatere,  P  un  point  quelconque 
de  cette  courbe,  et  CP,  une  perpendiculaire  abaissée  sur  la  tangente 
au  point  P;  par  le  point  P,  menons  une  ligne  PiP^  faisant  l'angle 
CP,P2  =  CPP,,  abaissons  de  même  CP2  perpendiculaire  sur  P,P;,  et 
taisons  l'angle  CP2P3  =  CPP,,  et  ainsi  de  suite;  il  est  évident,  d'après 
la  construction  donnée  au  n"  1,  que  les  points  P,.  Pj,  P,,...,  P„  engeu- 
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tireront  la  première,  la  seconde,...,  la  n'™*  courbe  dérivée  du  système 
positif. 

D'ailleurs,  les  angles  PCP,,  P,  CP^,  P2CP3,...,  sont  évidemment 
égaux  entre  eux ,  et ,  d'après  une  propriété  connue  de  l'hyperbole  équi- 
latère,  l'angle  PCP,  est  divisé  en  deux  parties  égales  par  l'axe  fo- 
cal CV  de  cette  courbe;  si  donc  on  désigne  par  r  la  distance  CP, 
par  w  l'angle  VCP,  et  de  même  par  /„  et  w„  la  distance  CP„  et  l'angle 
VCP„,  on  aura 

co„  =  (2n  — i)w,     et     r„  =  rcos"2u; 

or  l'équation  de  l'hyperbole  est 

r*  cos  2  co  =:  I , 

ei  l'on  aura,  par  suite,  pour  l'équation  de  la  n"""^  dérivée  positive, 


1  \2« — 1/ 


16.  Par  le  même  point  de  l'hyperbole  équilatère,  concevons  une 
ligne  PP_,  perpendiculaire  à  CP,  et  par  le  point  C  une  droite  CP_, 
faisant,  avec  la  première,  un  angle  CP_,P  égal  à  CPP,  ;  et  de  même, 
avant  mené  une  perpendiculaire  à  CP_,,  soit  fait  l'angle  CP_2P_,  égal 
à  CP_,P,  et  ainsi  de  suite;  il  est  évident  que  les  points  P_,,  P_j,... 
engendreront  les  différentes  courbes  dérivées  du  système  négatif,  et  si 
l'on  désigne  par  /■_„  et  m_„  la  distance  CP_„  et  l'angle  VCP_„.  on  trou- 
vera aisément,  pour  l'équation  de  la  w'^"""  dérivée  négative, 


r)-'-' 


d'où  il  résulte  que  les  courbes  des  deux  systèmes  peuvent  être  repré- 
sentées par  l'équation  unique 


=  cos  (ni • 

\±  2«  —  I  / 


17.  On  trouve  aisément  que  la  rectification  d'une  quelconque  des. 
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coiiihes  posirives  dépend  de  la  formule 

ds„  =  (  cos  — ^  I         c/o)„ . 
d'où  l'on  déduit,  en  posant  sin  9  =  y^  sin  — '^^—1 


•y»  =  — .^    /    — '■-    ^'        dcj, , 


l'arc  étant  compté  à  partir  du  sommet  commun  de  toutes  les  courbes-, 
({ui  est  aussi  celui  de  l'hyperbole. 
Cela  posé,  on  a  identiquement 


I  f  (cos(fY"  '  Y  I sin'  9 


=  {in  —  i")    /      f'^"^   ^  —  ^9  —  [^n  —  3)    /  — ^^^L=l^^  (fç. 
I sin^  y  J    i/ I sin' 9 


D'ailleurs 


/7 


^9 


I sin-  ffl 

2 


in  — 3     " 


—  I  ? 


I sin-« 


en  sorte  que  les  deux  arcs  correspondants  de  la  n—  i'"""  et  de  la  //-+- 1"""^ 
courbe  positive  seront  liés  entre  eux  par  la  relation  simple 


V  2  sin  9  (cos  (pf"-'^  y  '  —  ;  sin'  9  =  ^—^  •^"+«  ~  ■*"-" 
qui  devient,  dans  le  cas  des  quadrants  complets  S„_,  et  S,,^.,, 


S^,  2/J  + 1 

On  voit,  d'après  cela,  que  la  rectification  de  toutes  les  courbes  po- 
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sitives  d'ordre  impair  ne  dépend  que  de  celle  de  la  première  de  ces 
courbes  que  l'on  sait  être  la  lemniscate  de  Bernoidli,  et  dont  l'arc  s, 
est  exprimé  par  luie  fonction  elliptique  de  première  espèce  et  de  mo- 
dule -p- 

La  rectification  des  courbes  d'ordre  pair  ne  dépendra  que  de  la  dé- 
termination de  So  ;  or  on  a 


ds. 


3         cos'  ç  d<f 


donc 


^■  =  â["Mv-;'»)-^(75'')]- 

D'ailleurs,  si  s  désigne  l'arc  de  l'hyperbole  correspondant  à  l'angle 
polaire  w,  on  trouve  aisément ,  en  posant  sinç  :=  y  2  sinco  =  y  2  sin  ^  ' 

vatangç  y/i  _  1  sin>  =   ^[aE  (^-L,  ç)  _  F  (_L,  ç)j  +  ,, 

et,  par  conséquent, 


y,  =  3  K  2  tang  ç  w  i  —  -  sin*  (p  —  sy 


La  partie  algébrique  y/à.  tang  f  U  i  —  -  sin*  (f ,  qui  entre  dans  cette 

équation ,  n'est  autre  chose  que  la  portion  de  tangente  à  l'hyperbole  à 
l'extrémité  de  l'arc  s,  comprise  entre  cette  extrémité  et  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  sa  direction  :  nous  l'appellerons, 
pour  abréger,  longueur  de  la  tangente  de  rare  hyperbolique;  en  sorte 
que  l'équation  précédente  exprimera  qu'un  arc  quelconque  de  la  se- 
conde courbe  positive,  compté  à  partir  du  sommet,  est  égal  à  trois 
fois  la  différence  entre  l'arc  hyperbolique  correspondant  et  sa  tangente, 
et,  par  conséquent,  que  la  longueur  entière  d'un  quadrant  de  la  se- 
conde courbe  positive  est  égale  à  trois  fois  la  différence  entre  l'arc 
hyperbolique  indéfini  et  son  asymptote. 
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18.  Si  P„_,  et  P„  désignent  les  points  correspondants  de  la  n  —  i''"'" 
et  de  la  m"""""  courbe  positive,  la  quantité  algébricpie  qui  entre  dans 
la  relation  entre  s„_,  et  ^„+,,  du  n°  ll>,  n'est  autre  chose  que  la  droite 
P„_,  P„,  c'est-à-dire  la  portion  de  la  tangente  à  la  (ri  —  i)'""'^  courbe, 
comprise  entre  le  point  de  contact  et  le  point  où  elle  rencontre  la  n""" 
courbe  ;  en  effet ,  le  carré  de  celte  distance  a  pour  expression 

rL,-r^=cos-3(^)-cos-'(^). 
D'ailleurs 


donc 


P„_,  P„  ^  ^  2  sin  9  cos^"~'  o  \J  1 


-  sin" 


D'après  cela,  si  P„_,,  P„,  P„+,  sont  trois  points  correspondants  de  la 
n  —  i'^""^,  de  la  «'""*  et  de  la  («  +  r)'""''  courbe,  et  V  leur  sommet  com- 
mun, on  aura 

arc  VP„_,  +  ligne  droite  P„_,  P„  =  _ arc  VP„+, . 

Cette  propriété  peut  être  démontrée  d'une  manière  très-simple  à 
l'aide  des  deux  propositions  suivantes  : 

i.  Soient  VPQ  une  courbe  quelconque,  et  OP,  une  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  fixe  O  sur  la  tangente  en  un  point  P  quelconque; 
si  l'on  désigne  par  r,  le  rayon  OP,,  et  par  o),  l'angle  VOP,,  la  somme 
de  l'arc  VP,  et  de  la  droite  PP,  sera  exprimée  par  l'intégrale /r,r/oj, . 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  trouve  dans  la  plupart  des 
Traités  de  calcul  intégral  ;  il  peut  être  aussi  déduit  de  notre  formule 
fondamentale  (A)  en  faisant  «  =  —  i . 

IL  Soit  OP  =  r,  l'arc  j,  de  la  courbe  lieu  des  points  P,  sera  repré- 
senté par  l'intégrale  //v/u,.  En  effet, 

OP,        ^        ^„„  rfw, 

-pp-  =  tangOPP,  =r,-^, 
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et,  par  conséquent, 


pp   _^. 


d'aill 


eurs 


.  ds,  =  (ku  y  r'\  -t-  ^  =  c/u,  VOP,'  +  PP,'  =  rc^u,, 

d'où 

j,  =z  frdw,. 

Considérons,  maintenant,  trois  courbes  consécutives  du  système 
positif;  l'accroissement  élémentaire  de  la  somme  de  l'arc  de  la 
(«  —  i)'""'"  courbe  et  de  la  portion  de  sa  tangente  terminée  à  la  n'^'"'', 
est,  d'après  le  théorème  I,  égal  à  r„da„,  et  l'accroissement  correspon- 
dant de  l'arc  delà  («+i)"""^  est,  d'après  le  théorème  II,  égal  àr„rf&)„+,, 

1)^-1.  1  1  •  ^w„  2/Z 1 

d  ou  il  suit  que  le  rapport  de  ces  accroissements  est ou  — — —  : 

c'est  donc  également  le  rapport  des  quantités  finies  elles-mêmes  comp- 
tées à  partir  du  sommet,  puisqu'elles  s'évanouissent  simultanément  en 
ce  point. 

De  la  relation 

S„_,  an  —  I 

donnée  au  n"  16,  et  qui  a  lieu  entre  les  quadrants  complets,  on  dé- 
duit 

S   -?S 

«   —  2  s 
—  5  " 

S  —  §s 


2/i  +  l    ç 
2/2  —  I 
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et ,  en  multipliant  ces  équations  membre  à  membre , 

S  s       -  ^""^'  S  S 

Cela  posé ,  on  a  la  relation  connue  entre  les  fonctions  complètes  de 
modules  complémentaires, 

F{b)Eic)  -h  Fic)E{b)  -  F(6)F(c)  =  ^H, 
laquelle,  dans  le  cas  de  6  =  c  =  ^;  se  réduit  à 

V/2 


nii)bH7i)-'Qù]= 


D'ailleurs 


s.  =  -r- 


donc 


d'où  l'on  déduit  cette  relation  remarquable  entre  les  quadrants  com- 
plets de  deux  courbes  positives  consécutives  , 

On  reconnaîtra  aisément  que  les  arcs  des  courbes  négatives  ne  renter- 
nient,  dans  leur  expression,  que  des  fonctions  de  la  première  et  de  la 

seconde  espèce  de  module  -^i  et  qu'il  existe  entre  ces  arcs  des  relations 

analogues  à  celles  que  nous  avons  démontrées  pour  les  courbes  du 
système  positif. 

r*]   Lkoendre,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  tome  I,  page  60. 

Tome  X    —  Mai  184^  ^5 
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NOTE 

Sur  la  transformation  et  V intégratioti  d'une  classe  d' équations 
différentielles  simultanées  à  plusieurs  variables; 

Par  m.  E.  BRASSEVNE, 

Professeur  à  l'Ecole  d'Artillerie  de  Toulouse. 


1 .  La  transformation  des  coordonnées  est  fréquemment  employée, 
dans  l'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie,  pour  ramener  à  des 
formes  simples  les  équations  des  lignes  courbes  et  des  surfaces  courbes; 
des  transformations  et  des  simplifications  analogues  ont  lieu  pour  une 
classe  d'équations  différentielles  d'une  forme  très-générale,  dont  l'étude 
fait  le  sujet  de  cette  Note. 

Considérons  un  système  de  n  équations  simultanées  du  second  ordre 
de  la  forme 

d''x  ,  ,  .  lis   dx         ,  ,       ,  , 

^  +  yn.^i^s)-.~+k'  <f{s)  =  o, 


--  +  m.'if{s)-.~  +  k"^{s)  =  o. 


(0 


d^z  ,  ,  ..  ds  dz 

dt-  T  V  .'  fit  dt 


k"'<f{s) 


'«•^WS-S  +  *'"'?(^) 


d'u 

\  ~df 


Ces  équations  renferment  {n  +  i)  variables  ar,  y,  ^,—  ,  u,  t;  les  n 
premières  sont  regardées  comme  fonctions  de  la  dernière  t;  on  sup- 
pose, de  plus,  que 

ds  =  \'dx^  ■+-  dj^  +  dz^  ■+■...+  du^, 
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e\  que,  par  conséquent, 

s  =  f\Jcfx^  +  dy^  +  dz^  +...+  diâ; 

■b  is  et  9  (i   sont  des  fonctions  quelconques  de  s. 

Nous  allons  prouver  que  les  équations  (i)  peuvent  se  ramener  à  un 
groupe  de  même  forme,  mais  dans  lequel  les  (n  —  i)  premières  équa- 
tions seront  privées  de  leur  dernier  terme.  Pour  arriver  à  ce  résultat . 
nous  supposerons 

X  =  a'x'  +  by  -+-  c'z'  +...+  h'ii\ 
\j  =  a"x'  +  b"j'  -f-  c"z'  -I-...+  h"u', 
(2)  \  ^  —  a"'a:'  +  b"'j'  -+-  c"'z'  -t-...+  h"u'. 


=  a^">x'  +  6<"'j'  -f-  c"'*z'  -\-...-h  h^^u'. 

Disposons  de  h',  h",  h'",...,  h"'\  de  telle  sorte  que 

k'-=Rh',     A"  =  RA",     k=Rh",...,     k'"  =lih<"', 
il  suffira  pour  cela  de  faire 


R  =  vA""  +  ^"^  ■+-  ^""^  +•••+  *'""' 
et 

^*    =R'      ^    =R-'      ^"=X' 
d'où  il  résultera  que 

h'^  ^h"^-^-...+  h""'  =  I. 

Les  valeurs  de  h',  h",  h",...,   U"^  étant  fixées,    il  restera,  dans  les 
équations  (2),  n{n  —  1)  quantités 

a',  b',  c',...,     a",  b",  c",...,     d"\  6'"',  c<"',... 

arbitraires;  pour  les  déterminer,  prenons  d'abord  d'autres  quantités 

a,,  w,,  t',,...,     «2,  Wji,  Cj,...,     <!(„),  0(„),  C(„,,... 

qui  satisfassent  aux     ^   ~  ^  conditions  suivantes: 

25.. 
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a,  è,+  «2^2  +...+  a„  h„  =  o, 
a,c, -+■  a2Cn -h.-.-i- a„c„  =0, 


b,c,  -+-  b^c^ 

-h.. 

,.4-  b„c„   =  0, 

ath!  ■+-  a^h" 

+  .. 

,.+  fl„^(«'  =  0, 

c,  h'  -h  Cih" 

+  . 

..+  c„A""=  0, 

Les  premiers  termes  de  ces  — ^ équations  sont  les  produits  distincts 

deux  à  deux  des  n  lettres  «,,  h,,  c,,...,  h'.  Les  termes  suivants  ne  dif- 
fèrent des  premiers  que  par  le  nombre  d'accents.  Les  équations  pré- 
cédentes  renfermant  ?i[n — i)  arbitraires,    puisque  les    valeurs    de 

h',  h",  h'",...,  U"^  ont  été  assignées;  on  pourra  donc  se  donner  — 

de  ces  quantités,  et  si  l'on  fait  un  choix  convenable,  les  — indé- 

'  2 

terminées  restantes  dépendront  de  la  résolution  d'un  système  d'équa- 
tions du  premier  degré.  Ces  calculs  effectués,  on  prendra 

a'  =  L«,,  a"=La2,...,  d"''^ha^„■„ 
b'  =  Ub„  b"  z=L'b2,...,  b^"'  =  L' b(„^, 
c'  =  L"c,,     c"  =  LVj,...,     c'")  =  L"C(„i, 


en  faisant 


L  = 


s/a]  -f-a5  + «5 +..+  «('„) 

yc;  +c\  +c\  -i-...-i-c?„) 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 
En  vertu  de  ces  hypothèses,  les  coefficients 

a',  h',...,  //,     a",  b",...,  h",....     a",  A" 
satisferont  aux  équations  de  condition  suivantes  : 

i  a'b'+  a"^"+...+  a'"'h"'=  o, 
'c'+  rt"c"-f-...+  a'"'<7"'  =  o, 


.,  h"\ 


a'h'-i-  o!''H'-\-...->r  n"'h"'=^  o, 


(3) 


b"^ 


a'""    =  I, 


h'^  -+- A"»    +...-+- A'"' =    =  I, 


,  ■.     n{n-\-l) 

qui  sont  au  nombre  de  — ^^ • 

Les  coefficients  étant  ainsi  déterminés,  on  aura  évidemment 


et 


ou  bien 

et,  par  suite 


tix^  -f-  d/'-  + . . . -H  fin-  =  dx'-  -+-  dy^  -+-...+  du'- 
ds-  =  ds'^. 


'97 


Remplaçons  actuellement,  dans  le  système  des  équations  (ij,  x,  /, 
z,....  Il  par  leurs  valeurs  fournies  par  le  groupe  (2),  et,  après  la  substi- 
tution, ajoutons  les  équations  différentielles  transformées,  en  multi- 
pliant la  première  par  a',  la  deuxième  par  a",  la  troisième  par  «",..., 
la  dernière  par  a"  ',  ajoutons-les  de  nouveau,  après  avoir  multiplié  la 
première  par  h\  la  deuxième  par  h  ,...,  la  dernière  par  A"  ,  etc.  On 
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trouvera,  en  tenant  compte  des  équations  de  condition  (31,  les  trans- 
formées suivantes  : 

d'^x'  ,  ,  ,^  ds'  dx 

dt'  T  ».    y  fil    di            1 

dt-  T  \     J  dt     dt             ' 

\    dt'  ^  ^     '  dt    dt             ' 


d-ii'  ,    ,  ,,  ds'   du'         _       ,  ,. 


dt'  ^  ^    '  dt    dt 


Si  l'on  peut  intégrer  ^{s')ds',  les  (n —  i)  premières  équations  du 
groupe  (4)  conduiront  à  des  intégrales  premières  de  la  forme 

^'  =  Ae-'"F(<'\      ^  =  Be-"'F(^'),.... 

f/f  ^         dt  '      ' 

F  (*')  étant  l'intégrale  de  <^  is')  ds'.  Pour  ne  pas  donner  trop  d'étendue  à 
des  transformations  purement  analytiques  qui  s'appliqueraient,  comme 
il  serait  facile  de  le  voir,  à  d'autres  systèmes  d'équations  différentielles 
d'un  ordre  supérieur  au  second ,  nous  nous  contenterons  de  montrer 
l'utilité  de  notre  transformation  dans  deux  exemples  ;  le  second  sera 
choisi  dans  la  théorie  du  mouvement  des  projectiles. 

2.  Considérons  les  trois  équations 

dx  ds   dx         I  ,       „! 

dt-  dt   dt  ' 


df  dt    dt 


Posons 


d-r  ds  dy 

df  dt    dt 

d-z  ds  dz         ,  ,„    _„, 

-y—  -+-  m.--T-  -h  k    e  "'  ■ 

dt'  dt    dt 

oc  =  a'  x'  -\-  h' y  -\-  c'  z', 
y  =  ci!'x'  -\-  h" y'  -I-  c" ï! ., 
r  =  à  x!  -I-  h'y'  -\-  c"'  z\ 
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Faisons 

k'  =  Rc',     k"  =  Rc",     k"  =.  Rc\ 


R  étant  égal  à  v'/f"  +  k'"'  -h  k"'\ 

Déterminons  six  quantités  n„  b„  a„  b„  a„  b,,  au  moyen  de^  trois 
conditions 

a^b^  +  a^b^-^-  a^b^  =  o, 
a,  c,  +  rtjCj  +  «3  C3  =  o, 
b,c,  -+-  bnC^  -^  bjC,  =  o. 

Si  l'on  se  donne  les  quantités  ^2,^3,^3,  les  autres  inconnues  rt,,  b„b, 
dépendront  d'équations  du  premier  degré;  on  prendra  ensuite  pour 
a',  a",  a'"  les  valeurs 


et  pour  h',  b",  b'". 


l>, 


sjb]-hb]-hbl        v'*Î4-è|-Hèf      ^b]+bl.^b( 

Cela  fait,  on  parviendra  par  substitution,  après  les  artifices  de  calcul 
indiqués  ci-dessus,  aux  trois  équations, 

d-J:'  ds'   da/ 

rf'z'  ds"   dz'         „ 

Les  deux  premières  donnent ,  par  l'intégration  , 

(3)  ^  =  A«— •,     f  =  Be— -,     d'où     dy'  =  Cdx'. 

Regardant  z'  comme  fonction  de  x'  seul,  puisque,  d'après  les  for- 
mules (3),  y'  peut  s'exprimer  au  moyen  de  x\  on  posera 

dz'  dJ    dx'  dz'  ,  dx' 

dt     —  d^'dF      *^"      dT    —  P    IF' 
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en  nommant  [)'  le  rapport  ~,-  La  substitution  dans  la  troisième  équa- 
tion du  groupe  (2)  fournit,  en  ayant  égard  aux  deux  premières  équa- 
tions de  ce  groupe , 

(Le'    du' 

-7---Ç-  =-  Re-"*; 

dt       dt  ' 

divisant  celle-ci  par  le  carré  de  la  première  des  équations  ;3j,  on  aura 

^'^'  dx'   ~  K'^ 

Mais 

ds'  =  s^dx'^^dy'^  +  dd^  =  dx'  yi -4- C^  +  ;,'=. 

Multipliant  les  deux  membres  de  léquation  (4)  par  cette  valeur  de  ds' . 
on  aura 

R 


dp'  VI  -I-  C=  +  p"*  =  -  £  e^-"^-"^'  ds', 
qui,  intégrée,  donne 


R 

A^  iim  —  n) 


7  étant  la  constante  arbitraire.  Éliminant,  dans  cette  dernière,  l'expo- 
nentielle au  moyen  de  Téquation  (4) ,  on  trouvera 

dx'  = . '^IL 


dy'  vaudra  ensuite  Cdx' ,  et  dz'  vaudra  p' dx' ;  remplaçant  x',  j' ,  z' 
parleurs  valeurs 

x'  =:  a'x  -f-  a" y  +  a'"z, 
y  '  =:  b'x  -f-  b"y  +  b"'z , 
z'  =  c'x  +  c"y  -4-  c"r, 

et  exprimant  ensuite  —,  en  fonction  de  -"^  que  l'on  appellerait  p,  l'in- 
tégration des  équations  (  i)  sera  ramenée  aux  quadratures. 
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3.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  mouvement  cl  un  projec- 
tile soumis  à  la  résistance  de  l'air  et  à  l'action  du  vent,  que  nous  re- 
garderons comme  une  force  accélératrice  constante  d'intensité  et  de 
direction.  Si  cette  force  agit  dans  le  plan  vertical  de  la  trajectoire,  elle 
se  combinera  avec  la  gravité,  et,  en  admettant  que  la  résistance  de  1  air 
est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  que  le  projectile  possèue  a 
chaque  instant,  les  équations  du  mouvement  auront  la  forme 

/   X  d-x  ds   dx         ,  d-y  „  ds  dy  ,,  

^    '  dt-  dt    dt  '        dO  dt    d( 

Remplaçons,  dans  ces  équations,  k  et  k'  par  m  cos  a  et  m  sin  a,  m  étant 
égal  à  \  A-  +  k'-  et  tang  a  étant  égal  à  j,:  posons  ensuite 

X  =  —  .r'sina  +  j^'cos  a     et    j^  =  a:'cos  a -f- /' sin  a, 
les  équations  (i)  deviendront 

d'j/    .  d'r' 

,—  sm  a  -^ — fr  cos  a 

dt^  dt' 


ds;  (      .ix^  ^.^  a.^%-  cos  a\  -f-  mcosrj.  ^  o, 

dt    \         dt  dt  I 


d-x'  d'y' 

dt-  dt- 


dt   \dt 

puisque 


H-  C.^'  ('^  cos  a  +  '-^  sin  a  )  -t-  m  sin  a  =0, 

dt    \  dt  dt  J 


Multipliant  la  première  équation  par  sin  a,  la  deuxième  par  cos  a- 
et  soustrayant,  on  trouvera 

d'x'  „  ds'   dx' 

-dF^^-dt-irt=''- 

Multipliant  ensuite  la  première  équation  par  cos  a.  et  la  deuxième 
par  sin  a,  et  ajoutant,  on  trouvera 

d"r'         ^  ds'   dy' 

JL^C.-y-  ,~  -+-m  =  o. 

tU  -  dt     dt 

Tome  X.- Mai  .845.  'i(> 
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Ces  deux  dernières  équations,  traitées  par  les  méthodes  connues  {voir 
Poissoiv,  Mécanique,  deuxième  édition ,  page  4oa) ,  conduisent  à 

C.d^'  =       f'^'  

et 

CJr'  =  ^''''''  ■ 

//  v' I  +/^"  +  log  {p'  +  y/ ,  +  y,")  -  v'  ' 

ici  r'  désigne  le  rapport  -j-y- Mais,  pour  exprimer  les  coordonnées  pri- 
mitives ou  leurs  différentielles  <7ar,  Hj  en  fonction  du  rapport  -±_  =  /-, 
nous  observerons  que 

dx'  =r  dj-  cos  a  —  dx  sin  a     et     dj'  -=  dj  sin  a  +  f/x'  cos  a , 

et .  par  suite , 

dy'    /;  sin  a  4- cos  a 

dx'  p  cos  a  —  sin  X 

Substituant,  dans  la  formule  (a),  pour  p' ,  dx' ,  dj'  leurs  valeurs,  et 
appelant  F  r)  dp,  j  (r)  dp  ce  que  deviennent  les  seconds  membres ,  on 
aura  visiblement 

Cdy  =  cos  a  F  (r)  r/y?  +  sin  «_/(/')  rf/), 
C.r/^  =  cos  a  /  (r)  dp  —  sin  aF  r)  dp. 

La  trajectoire  aura,  dans  ce  cas,  une  asymptote  parallèle  à  l'axe 
desj^',  et  faisant,  par  conséquent,  avec  l'axe  des  x .  un  angle  -  ~  a. 

4.  Nous  terminerons  ce  travail  par  quelques  observations  utiles  dans 
la  pratique  de  la  balistique.  On  peut  voir  dans  les  Traités  de  Mécanique 
rationnelle,  dans  celui  de  Poisson  par  exemple  ^^tome  F'",  page  4o3  , 
que  pour  toutes  les  lois  de  la  résistance  de  l'air,  on  obtient  la  relation 
générale 

dp .  dx 
dl'      ~  ~  ë- 

Si  donc,  pour  les  équations  du   mouvement   d'un   projectile,  nous 
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d'x  ,    ,  .    d.s   dx  dy  .    ,  ,     ds   dy 

r/;  "  ^    '    J/    f/;  dt'  ^  ^  '     dt    dt  "  ' 

la  première,  pouvant  s'intégrer  une  fois,  donnera  une  valeur  de  dt 
qui ,  substituée  dans  la  relation  générale  ci-dessus ,  conduira  à  l'équa- 
tion différentielle  de  la  trajectoire. 

L'intégrale  de  cette  équation  s'obtiendra  généralement   lorsque, 
pour  le  tir  sous  de  petits  angles,  nous  supposerons 

ds  =  dx. 

Admettons,  enfin,  que  !a  loi  de  la  résistance  de  l'air  est  exprimée 
par  deux  termes  de  la  forme 

ds"-  ,  .    ds" 

dt-  •  ^  '  dt- 

remplaçant  pour  de  petits  angles  s  par  x;  les  équations  différentielles 
du  mouvement  seront,  dans  cette  liypothèse, 

d-j:  dx'  ,     ,  dx^  d'y       V      dx'  ,     ^   dx^  \  dr 

dt'  dt'  '  ^     '  dt-  '         dt'        L       ''''■  dt\\dx        ° 

dx' 

La  première,  divisée  par  —  et  multipliée  par  dt,  sintegre  une  fois 
et  donne  un  résultat  de  la  forme 

dt  —  mt.dx  +  tidx  Jtf  [x)dx  =  o, 

équation  linéaire  du  premier  ordre,  qui  donnera  ^ ,  et ,  par  suite,  dt 
en  fonction  de  x.  Cette  valeur,  substituée  dans  la  relation  générale 

df  .dx 


conduirai  une  équation  différentielle  de  la  trajectoire,  intégrable  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  dans  celui,  par  exemple,  où  if{x)  sera  une 
constante. 


26. 
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Construction  des  rayons  de  courbure  des  courbes  décrites  dans 
h'  mouvement  d' une  figure  plane  qui  glisse  sur  son  plan; 

Pau  m.  CHASLES. 


Une  coui  be  plane  étant  en  mouvement  dans  son  plan,  déterminer  les 
raj'ons  de  courbure  de  la  courbe  enveloppe  de  l'espace  parcouru  par 
cette  courbe. 

La  courbe  peut  se  réduire  à  un  point;  la  question  devient  celle-ci  : 
Une  figure  plane  étant  en  mouvement  dans  son  plan,  déterminer  les 
rayons  de  courbure  de  la  coiu-be  décrite  par  un  point  de  cette  figure. 

La  solution  de  cette  question  particulière  sera  comprise  dans  celle  de 
la  question  générale,  où  il  suffira  de  supposer  que  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  courbe  mobile  est  nul.  Ne  nous  occupons  donc  que  de  la 
question  générale. 

Le  mouvement  de  la  figure  mobile  est,  comme  on  sait,  une  suite  de 
rotations  infiniment  petites,  autour  de  points  fixes,  qu'on  a  appelés 
centres  instantanés  de  rotation.  Ces  points  forment  une  courbe  sur  le 
plan  fixe  sur  lequel  glisse  la  figure.  Et  si  l'on  conçoit  que  chaque 
point  de  cette  courbe,  au  moment  où  il  est  le  centre  de  la  rotation, 
imprime  sa  trace  sur  le  plan  mobile  de  la  figure,  ces  traces  succes- 
sives formeront  une  seconde  courbe  mobile  avec  la  figure.  Il  est  aisé 
de  voir  que  celte  seconde  courbe  roule  librement  sin-  la  première ,  car 
la  rotation  autour  de  leur  point  commun  actuel  a  pour  effet  de  faire 
coïncider  le  point  suivant  de  la  courbe  mobile  avec  le  point  suivant 
de  la  courbe  fixe.  De  là  on  conclut  que  : 

Tout  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan  est  toujours  un 
mouvement  de  rordement  d'une  certaine  courbe  sur  une  autre  courbe 
fixe. 


I 
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Nous  appellerons,  siiivaiil  iiuc  déuoniination  ancienne,  la  eoiirhe 
mobile  roulette,  et  la  courbe  fixe  la  hase  de  la  roulette. 

(l'est  la  considération  de  ces  deux  courbes,  la  roulette  et  sa  ba!>e , 
<[ui  va  nous  servir  pour  résoudre  le  problème  énoncé.  Désignons  la 
base  par  B,  et  la  roulette  par  A.  Celle-ci  emporte,  dans  son  mouvement . 
une  courbe  C;  et  c'est  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  enveloppe 
de  l'espace  parcouru  par  cette  courbe  C,  que  nous  voulons  construire 
à  un  instant  quelconque  du  mouvement.  11  est  clair  que  pour  cela 
nous  pouvons  substituer  aux  deux  courbes  A  et  V>  leurs  cercles  oscu- 
lateurs,  en  leur  point  de  contact  à  cet  instant.  De  sorte  que  la  ques- 
tion se  réduit  à  celle-ci  :  [Tu  cercle  A  roulant  librement  sur  un  cercle 
fixe  B,  on  demande  de  déterminer  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en- 
veloppe de  l'espace  parcouru  par  une  courbe  C  mobile  avec  le  cercle  A. 
Or  cette  question  a  été  traitée  par  M.  Savary  dans  ses  Leçons  sur  les 
engrenages [*].  Soient  B,  R'  les  rayons  des  deux  cercles  A  et  B;  y  le 
centre  de  courbure  de  la  courbe  mobile  C  en  son  point  de  contact  avec 
sa  courbe  enveloppe;  y'  le  centre  de  courbure  de  cette  courbe  enve- 
loppe au  même  point  de  contact;  m  le  point  de  contact  des  deux  cercles. 
On  sait  par  le  théorème  général  du  centre  instantané  de  rotation,  et 
même  par  le  théorème  particulier  de  Descartes  [**],  que  la  normale  com- 
mune à  la  courbe  C  et  à  sa  courbe  enveloppe  E,  passe  par  ce  point  /«. 
Soit  ç)  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  la  normale  conunune  aux 
deux  cercles.  La  construction  de  M.  Savary  est  exprimée  par  la  rela- 
tion suivante,  entre  les  deux  segments  7/n,  y'/H  et  les  rayons  des  deux 
cercles , 

Cette  équation  nous  fera  connaître  y'/»,  et,  par  conséquent,  le  centre 
de  courbure  de  la  courbe  enveloppe  E,  si  l'on  connaît  la  somme  ou 

différence  (—  ±  — ,|  des  valeurs  inverses  des  rayons  de  courbure  des 

[*]  Il  a  été  fait,  d'après  la  rédaction  même  de  M.  Sav.-jry,  une  lithograpliic  de  cetti- 
partie  du  Cours  de  Machines,  professé  à  l'École  Polyterliniquc. 

[**]  \oir  J/ierrii  /listorii/iie,  etc.,  page  548. 

[*'  *]  On  i)cut  consulter  aussi  le  Traité  de  Gi-omclnc  descriptive  de  AI.  Lerov;  deuxième 
édition,  184?-,  page  384- 
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deux  courbes  A  et  B.  Ces  deux  rayons  de  courbure  ne  nous  sont  pas 
connus,  mais  leur  somme  ou  différence  peut  être  déterminée  par  les 
conditions  du  mouvement  de  la  figure. 

Nous  supposerons  que  le  mouvement  de  la  figure  soit  produit  par  le 
glissement  de  deux  courbes  mobiles  sur  deux  courbes  fixes;  ce  qui 
comprend  beaucoup  de  cas,  car  chacune  de  ces  courbes  fixes  ou  mo- 
biles peut  se  réduire  soit  à  une  ligne  droite,  soit  à  un  point.  Soient  D 
Tune  des  courbes  mobiles,  et  F  la  courbe  fixe  sur  laquelle  elle  glisse. 
Soient  £,  e'  les  centres  de  courbure  de  ces  deux  courbes,  -ji  l'angle  que 
leur  normale  commune  en  leur  point  de  contact  fait  avec  la  normale 
commune  aux  deux  courbes  A  et  B;  la  courbe  fixe  F  peut  être  consi- 
dérée comme  l'enveloppe  de  l'espace  parcoiuu  par  la  courbe  D,  de 
sorte  qu'on  a,  d'après  l'équation  précédente, 

f-^±-;-)cos.i.=l±:^. 
On  a  donc 

(—    ±  —r~]    COS  ©   =    I ±  -;—  I   COS  di. 

Or,  les  segments  em,  l'm  et  •//?!  sont  connus,  puisque  ce  sont  les 
distances  des  centres  de  courbure  de  trois  courbes  données,  au  centre 
instantané  de  rotation;  cette  équation  fera  donc  connaître  le  seg- 
iuent  y'/rt  et  conséquemment  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  enve- 
loppe E,  pourvu  toutefois  que  l'on  connaisse  la  normale  commune 
aux  deux  courbes  A  et  B  qui  roulent  l'une  sur  l'autre,  puisque  les 
angles  ç)  et  ij*  se  rapportent  à  cette  normale. 

Ainsi  la  question  se  trouve  ramenée  à  celle-ci  :  Construire  les  nor- 
males à  la  courbe  lieu  des  centres  instantanés  de  rotation^  dans  le 
mouvement  d'une  figure. 

L'équation  précédente  nous  donne  elle-même  la  solution  de  cette 
question.  En  effet,  nous  avons  supposé  que  le  mouvement  de  la  figure 
est  produit  par  le  glissement  des  deux  courbes  D,  D'  sur  deux  courbes 
fixes  F,  F'.  £,  i'  et  ^  se  rapportent  aux  deux  courbes  D  et  F;  suppo- 
sons que  y,  7'  et  0  se  ra])portent  de  même  aux  deux  autres  courbes 
D',  F'  ;  et  écrivons 

cos^5/  \zm  z' mj   '   y/'n  '/'"',' 


I 
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Le  deuxième  membre  est  connu,  elle  premier  exprime  le  rapport  des 
cosinus  des  angles  que  la  normale  à  la  courbe  lieu  des  centres  instan- 
tanés de  rotation  fait  avec  les  normales  aux  deux  courbes  fixes,  les- 
quelles normales  sont  précisément  celles  qui  déterminent  par  leur  in- 
tersection la  position  actuelle  du  centre  instantané  de  rotation.  Ainsi 
la  normale  cherchée  se  trouve  di'teriniuée,  et  le  problème  que  nous 
nous  sommes  proposé  est  résolu  com[)léteineiit  et  d'une  manière  très- 
générale. 

Nous  avons  considéré  les  deux  courbes  A,  B,  dont  la  première  est 
mobile  et  roule  sur  la  seconde,  dans  le  mouvement  de  la  figure ,  et  nous 
avons  déterminé  leur  normale  commune;  mais  nous  n'avons  pas  eu 
besoin  de  construire  ces  courbes.  Du  reste,  cette  construction  est  fa- 
cile. I;a  courbe  fixe  B  est  le  lieu  des  centres  instantanés  de  rolation. 
On  détermine  ces  points,  comme  on  sait,  par  l'intersection  de  deux 
normales.  Pour  construire  la  courbe  A ,  on  supposera  que  la  figure 
mobile  soit  fixe,  et  que  la  figure  fixe  qui  sert  à  diriger  son  mouve- 
ment devienne  mobile,  comme  je  l'ai  dit  dans  mon  aperçu  historique 
(Note  XXXIV,  page  4io)>  et  l'on  construira  la  courbe  lieu  des 
centres  instantanés  de  rotation  dans  ce  second  mouvement;  ce  sera 
la  courbe  A. 

Si  l'on  applique  la  construction  précédente  des  rayons  de  courbure 
au  cas  de  l'ellipse  décrite  par  le  sommet  S  d'un  triangle  mobile  Sab  dont 
les  deux  autres  points  a,  b  glissent  sur  deux  droites  fixes  OA,  OB,  on 
arrive  à  ce  résultat  :  m  étant  le  centre  instantané  de  rotation,  et  con- 


séquemment  mS  la  normale  à  l'ellipse,  si  l'on  prend  Sni'  =  S/?i,  le 
centre  de  courbure  y  sera  le  point  conjugué  harmonique  du  pied  p  de 
la  perpendicvdaire  abaissée  du  point  O  sur  la  normale  Sin',  par  rap- 
port aux  deux  points  m  et  m'. 
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On  reconnaît  aisément  que  le  segment  Sni  est  toujours  égal  au  ciemi- 
fliamètre  conjugué  à  celui  qui  passe  par  le  point  S.  De  sorte  qu'on  a  et" 
théoième  : 

Si  sur  la  normale  en  un  point  S  d'une  ellipse  on  porte,  de  part  et 
d'autre  de  ce  point,  deux  segments  égaux  au  demi-diamètre  con- 
jugué à  celui  qui  aboutit  à  ce  point,  puis,  qu'on  prenne  sur  cette 
même  normale  le  pied  de  la  perpendiculaire  qui  lui  est  abaissée  du 
centre  de  la  courbe,  le  centre  du  cercle  osculateur  au  point  S  sera 
le  conjugué  harmonique  de  ce  point,  par  rapport  aux  extrémités  des 
deux  segments. 

Cette  construction  fournit  immédiatement  1  expression  du  rayon  de 
coiu'bure  donnée  par  M.  Charles  Dupin  dans  ses  Déi'eloppements  de 
Géométrie. 
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NOTE 

SUR  LES  LOIS  ÉLÉMENTAIRES  DE  L'ÉLECTRICITÉ  STATIQUE  ; 
Par    m.    William    THOMSOX. 


Coulomb;  en  se  servant  d'expériences  directes,  a  établi  les  lois  élé- 
mentaires auxquelles  est  assujettie  la  distribution  de  l'électricité  en 
équilibre  sur  les  corps  conducteurs.  Comme  il  les  a  données  indé- 
pendantes de  toute  hypothèse  .  il  v  a  longtemps  que  les  physiciens  sont 
accoutumés  à  les  admettre  comme  rigoureusement  constatées.  Le  pro- 
blème de  la  distribution  de  l'électricité  sur  les  conducteurs  de  formes 
quelconques  se  trouve  ainsi  soumis  à  l'analyse  mathématique.  Cepen- 
dant la  solution,  même  dans  les  cas  les  plus  simples,  présentait  tant 
de  difficulté,  que  Coulomb,  après  avoir  déterminé,  par  expérience,  la 
distribution  sur  plusieurs  corps,  n'a  pas  pu  comparer  les  résultats  avec 
les  conséquences  rigoureuses  de  sa  théorie.  Néaiunoins  il  s'est  occupé 
de  la  recherche  de  quelques-uns  des  principes  les  plus  importants  qui 
s'y  trouvent  renfermés.  Comme  exemple,  nous  citerons  le  théorème 
général  sur  la  répulsion  exercée  par  une  couche  électrique  en  équilibre 
d'une  forme  quelconque ,  sur  un  point  près  de  sa  surface ,  qu'on  trouve 
démontré  dans  son  sixième  Mémoire  [*].  En  effet,  il  prouve  que  la  ré- 
pulsion sur  un  point  chargé  de  la  même  espèce  d'électricité  que  le  corps 
conducteur,  et  posé  à  une  distance  infiniment  petite  de  la  surface  de 
ce  corps,  est  égale  au  produit  de  /(TT  par  la  densité  (rapportée  à  l'unité 
de  surface)  de  la  distribution  électrique  près  de  ce  point. 

Dans  les  Mémoires  de  Poisson  sur  l'électricité,  nous  trouvons  la  so- 
lution analytique  du  problème,  correspondante  aux  cas  les  plus  im- 


[*]  Histoire  de  r AcaiUmic,  année  1788,  page  677. 
TomeX. —  M*i  iSi" 
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portants  des  recherches  expérimentales  cle  Coulomb;  l'accord  des  ré- 
sultats est  très-satislaisant,  et  la  rigueur,  la  beauté  de  l'analyse  mettent 
la  théorie  de  l'électricité  à  côté  de  celle  de  la  gravitation ,  au  premier 
rang  des  sciences  phjsiques,  sous  le  rapport  mathématique.  Au  reste, 
les  théorèmes  donnés  par  Green  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Essai  on 
the  application  of  mathemntical  annljsis  In  thc  théories  oj  electricitjr 
and  magnetism[*],  peuvent  être  considérés  comme  complétant  les  élé- 
ments de  cette  théorie. 

Dans  ces  derniers  temps,  il  y  a  des  physiciens  distingués  qui  ont 
commencé  à  élever  des  doutes  siu"  les  lois  constatées  par  Coulomb,  et 
qui  se  sont  livrés  à  la  recherche  expérimentale  de  la  théorie  de  quelques 
phénomènes  qu'ils  ont  cru  être  incompatibles  avec  ces  lois.  Les  travaux 
les  plus  remarquables  en  ce  genre  ont  été  faits  par  les  physiciens  an- 
glais Snow  Harris  et  Faraday.  Après  avoir  étudié  avec  soin  leurs  Mé- 
moires ,  il  m'a  semblé  que  toutes  celles  de  leurs  expériences  qui  se  rap- 
portent à  la  distribution  de  l'électricité  sur  les  corps  conducteurs  sont 
des  déductions  des  lois  de  Coulomb,  et  par  conséquent  qu'elles  sont 
des  vérifications  de  sa  théorie,  au  lieu  d'y  être  opposées.  Comme  plu- 
sieurs physiciens  se  sont  attachés  aux  opinions  ou  de  Snow  Harris  ou  de 
Faraday ,  et  comme  beaucoup  d'autres  peuvent  être  amenés  à  se  méfier 
de  la  théorie  de  Coulomb,  l'essai  qu'on  va  faire  d'expliquer  les  diffi- 
CTdtés  apparentes  peut  présenter  quelque  intérêt. 


1.  Le  premier  Mémoire  qu'il  faut  considérer  est  celui  de  M.  Harris, 
publié  en  r834  et  intitulé  :  ^4n  inquirj  in  ta  the  elementarj  laws  oj 
electricitj.  Dans  ce  Mémoire ,  après  avoir  décrit  les  recherches  dont  il 
croit  les  résultats  incompatibles  avec  la  théorie  généralement  reçue 
(comme,  en  effet ,  ils  le  seraient  s'ils  étaient  rigoureux  et  non  pas  seu- 
lement approximatifs  et  limités  d'ailleurs  à  des  cas  particuliers"^,  l'au- 
teur s'applique  à  poser  les  principes  fondamentaux  d'inie  théorie  nou- 
velle. 


[*]  Nottingham,  1828.  Cambridge,  Deighton. 
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2.  L'action  t-lectrique  que  ^L  Ilarris  considère  en  premier  lieu  est 
l'attraction  exercée  par  un  corps  isolé  et  électrisé  sur  un  corps  con- 
ducteur non  isolé.  Le  premier  résultat  qu'on  trouve  énoncé  est  que 
l'attraction  varie  suivant  le  carré  de  la  quantité  d'électricité  que  jios- 
sede  le  corps  isolé,  quand  les  autres  circonstances  demeurent  les 
mêmes.  Or  il  n'y  a  là  qu'une  conséquence  inunédiate  de  la  théorie  or- 
dinaire, comme,  en  effet,  M.  Whewell  l'a  démontré  dans  un  Rapport 
sur  les  diverses  parties  de  la  physique  mathématique  [*]. 

3.  Le  second  énoncé  est  que  la  force  de  l'attraction  varie  en  r^soii 
inverse  du  carré  de  la  distance  entre  les  deux  corps,  la  quantité  d'élec- 
tricité sur  le  premier  corps  restant  constante.  Nous  en  rapprocherons 
une  autre  expérience  que  M.  Ilarris  rapporte  plus  loin,  et  d'après  la- 
quelle la  quantité  d'électricité  qu'il  faut  donner  au  corps  isolé  pour 
quil  y  ait  une  étincelle  varie  suivant  la  raison  simple  de  la  distance 
t^ntre  les  deux  corps,  ce  qui  du  reste  se  trouve  vérifié  par  des  recherches 
de  Riess.  Au  surplus,  il  faut  dire  que,  dans  toutes  ces  expériences,  le 
corps  électrisé  communique  avec  la  garniture  intérieure  d'ime  bouteille 
de  Leyde,  ou  d'une  batterie,  au  moyen  d'un  fîl  de  métal.  Ainsi,  la 
condition  mathématique  que  la  théorie  fournit  relativement  à  la 
charge,  pour  toute  position  des  deux  corps,  est  que,  dans  l'intérieur 
du  premier  corps ,  la  valeur  du  potentiel  suivant  l'expression  connue 
de  Green  et  de  Gauss,  qui  désignent  de  cette  manière  la  somme  des 
éléments  d'une  masse  divisés  par  leurs  distances  à  un  point)  soit  con- 
stante et  égale  à  celle  qui  correspond  à  la  garniture  intérieure  de  la 
batterie,  dont  l'état  n'éprouve  pas  de  changement  par  l'action  diii- 
tluence  du  corps  non  isolé.  Or  on  voit  aisément  que  cette  condition  ne 
peut  pas  fournir  des  énoncés  simples  et  absolus  comme  ceux  de 
M.  Ilarris.  Il  faut  donc  chercher  s'il  n'y  aurait  pas  quelques  restric- 
tions imposées  par  la  nature  même  des  circonstances  dans  lesquelles 
les  observations  ont  été  faites.  En  effet,  dans  les  expériences  sur  les 
longueurs  des  étincelles  dont  nous  allons  considérer,  en  premier  lieu, 
les  résultats ,  on  remarque  que  la  distance  entre  les  deux  corps  ne  peut 


[*]  British  Association.  Report  for  i836. 
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jamais  être  grande,  et  même,  qu'en  général,  elle  est  une  fraction 
assez  petite  des  diamètres  des  sphères  dont  on  se  sert  pour  les  corps 
agissant  dans  ces  expériences.  Or,  quand  cette  distance  est  infiniment 
petite,  on  démontre  facilement  que  les  intensités  des  électricités  con- 
traires aux  points  les  plus  voisins  de  deux  corps  sont  égaies,  et  que 
chacune  a  pour  expression  le  potentiel  dans  la  garniture  intérieure  de 
la  batterie,  divisé  par  le  produit  de  /(TT  et  de  la  distance  des  corps.  On 
peut  regarder  cette  expression  comme  assez  approchée  pour  tous  les 
cas  d'observation,  attendu  que  les  observations,  par  leur  nature,  ne 
peuvent  jamais  être  d'une  grande  précision.  En  admettant  donc  cette 
expression,  l'intensité  maxinia  sur  chaque  corps  sera  en  raison  in- 
vei'se  de  la  distance  des  corps  et  en  raison  direcre  de  la  charge  de  la 
batterie.  Mais  dans  le  même  état  de  l'atmosphère,  et  avec  les  mêmes 
corps  agissants  (il  est  probable  que  cette  dernière  restriction  n'est  pas 
nécessaire),  il  y  a  toujours  étincelle  pour  luie  intensité  déterminée  sur 
les  points  opposés;  d'où  il  suit  que  la  longueur  de  l'étincelle  sera  en 
raison  directe  de  la  charge  de  la  batterie,  ce  qui  est  la  loi  qu'il  s'agit 
de  vérifier. 

L'énoncé  relatif  à  la  force  d'attraction  entre  les  deux  corps  parait 
être  encore  plus  borné  dans  ses  applications.  En  effet,  dans  la  plu- 
part des  expériences  ,  les  parties  opposées  des  surfaces  des  corps  sont 
planes,  et  toujours  M.  Harris  trouve  que  l'attraction,  dans  la  limite 
des  erreurs  de  ses  expériences,  est  indépendante  de  la  forme  des  parties 
non  opposées.  A  ce  degré  d'approximation,  le  calcul  de  l'attraction  est 
très-facile.  En  effet,  soient  v  le  potentiel  dans  la  garniture  intérieure  de 
la  batterie,  A  l'aire  des  surfaces  opposées  que  nous  supposons  planes, 
et  n  la  distance  entre  ces  surfaces,  quantité  peu  considérable  par  rap- 
port aux  dimensions  linéaires  de  A.  L'intensité  de  l'électricité  en  tout 
point  de  chaque  surface  opposée  sera 


et,  par  conséquent,  l'attraction  exercée  par  une  surface  sur  lui  point 
quelconque  de  l'autre  sera 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  2i3 

ce  qui  donne,  pour  l'attraction  totale  entre  les  deux  surfaces, 

Soient  Q  la  quantité  d'électricité  de  la  charge,  e  l'épaisseur  ettective 
moyenne  du  verre  de  la  batterie,  S  la  surface  de  chaque  garniture. 
On  aiu'a 

et  rexpressioii  précédente  devient 

2rrQ=e=  A 

Le  facteur  a~^  de  cette  expression  donne  la  loi  d'attraction  dont  il 
s'agit.  Le  facteur  Q^  donne  la  loi  que  nous  avons  indiquée  plus  haut 
comme  rigoureuse,  et  enfin  ,  le  facteur  A  donne  une  autre  loi  approxi- 
mative, constatée  par  M.  Harris.  Si  les  surfaces  planes  ne  sont  pas  op- 
posées dans  toutes  leurs  parties ,  celles  qui  se  dépassent  n'apporteront 
pas  de  différence  très-sensible  dans  l'attraction  :,  il  faut  donc  ne 
prendre  pour  A  que  la  partie  de  la  surface  d'un  des  corps  qui  se  trouve 
tout  à  fait  en  face  de  celle  de  l'autre.  Ainsi,  s'il  y  a  une  des  surfaces 
opposées  qui  soit  plus  grande  que  l'autre,  l'attraction  sera  la  méme 
que  si  chaque  surface  était  égale  à  la  plus  petite,  résultat  aussi  énoncé 
par  M.  Harris. 

i.  La  partie  la  plus  importante  des  recherches  de  M.  Harris  est 
celle  dans  laquelle  il  s'occupe  de  déterminer  le  pouvoir  isolant  de  l'air 
à  des  densités  différentes.  Mais  il  faut  remarquer  que  ce  sujet  n'ap- 
partient pas  à  la  théorie  de  la  distribution  de  l'électricité  sur  les  corps 
conducteurs.  I^e  résultat  auquel  l'auteur  arrive  est  que  l'intensité 
maxima  varie  seulement  avec  la  densité  de  l'air,  et  pas  du  tout  avec  la 
pression,  ou  la  température.  Ainsi  il  parvient  à  démontrer  d'une  ma- 
nière satisfaisante  «pie  les  faits  déjà  observés  relativement  au  pouvoir 
conducteur  des  corps  fortement  échauffés,  des  flammes,  et  enfin  du 
vide,  sont  produits  par  la  raréfaction  de  l'air  dans  chaque  cas.  De 
plus,  il  énonce  comme  loi  que  l'intensité  maxima  (ou  celle  qui  est  né- 
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cessaire  pour  produire  une  étincelle    est  proportionnelle  a  la  densité 
de  l'air. 

5.  Dans  un  Mémoire  publié  deux  ans  après  [*],  on  trouve  des  expé- 
riences nouvelles  pour  constater  les  principes  élémentaires  de  la  théorie 
de  l'électricité.  La  première  série  a  pour  objet  la  loi  de  répulsion  des 
électricités  contraires.  Dans  les  recherches  de  ce  genre,  il  y  a  beaucoup 
de  précautions  à  prendre  quand  on  veut  arriver  à  des  résultats  quan- 
titatifs rigoureux.  Par  exemple,  il  faut  que  tout  corps  conducteur  soit 
éloigné  des  deux  dont  on  observe  la  répulsion ,  afin  qu'il  n'y  ait  pas 
d'influence  perturbatrice  sur  cette  force.  De  plus,  l'objet  des  expé- 
riences étant  de  trouver  la  loi  de  répulsion  de  deux  points  possédant  la 
iiiéme  espèce  d'électricité,  les  deux  corps  doivent  être  tels  qu'on  puisse, 
sans  erreur  sensible .  supposer  leurs  charges  concentrées  chacune 
dans  un  point  ;  il  faut  donc  que  la  distance  entre  les  deux  corps  soit 
très-grande  par  rapport  à  leurs  dimensions  linéaires ,  et  cela  est  né- 
cessaire même  dans  le  cas  où  les  deux  corps  sont  sphériques,  afin 
d'éviter  le  changement  de  distribution  de  l'électricité  sur  chaque  corps 
produit  par  l'influence  mutuelle.  Toutes  ces  précautions  ont  été  ob- 
servées avec  soin  par  Coulomb,  qui  les  a  signalées  dans  ses  Mémoires, 
et  c'est  ainsi  qu'il  parvint  à  constater  la  loi  de  l'inverse  du  carré  des 
distances,  loi  rigoureuse  que  d'ailleurs  on  déduit  d'un  autre  genre  d'ex- 
périences tout  à  fait  différent  [**].  Nous  trouvons,  au  contraire,  que, 
dans  les  recherches  de  M.  Harris,  ces  conditions  n'ont  pas  été  satis- 
faites, et  c'est  ce  qui  empêche  de  déduire  des  lois  exactes  de  ses  me- 
sures. Cependant,  ses  résultats  peuvent  servir  comme  démonstrations 
qualitatives  de  la  théorie  mathématique ,  et  nous  en  rapporterons 
quelques-uns  des  plus  remarquables. 

6.  Quand  la  distance  entre  les  deux  corps  est  très-grande  par  rap- 
port à  leurs  dimensions  linéaires ,  M.  Harris  trouve  que  la  loi  de  Cou- 
lomb est  tout  à  fait  vérifiée:  c'est-à-dire  il   trouve  que  la  répulsion 


[*]   P/iilosn/ihical  Transactions,  i836. 

[**]  On  sait,  en  effet,  et  il  est  facile  de  démontrer,  que  cette  loi  résulte  de  ce  que, 
dans  l'intérieur  des  corps  conducteurs  en  iquiiibie,  on  n'observe  aucun  phénomène 
électrique. 
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varie  suivant  le  carré  inverse  de  la  distance,  et  suivant  le  produit  des 
charges  directement. 

Au  contraire,  quand  la  distance  est  petite,  il  n'y  a  pas  de  loi  simple 
pour  la  répulsion,  mais  elle  est  toujours  moindre  qu'elle  ne  le  serait 
suivant  la  loi  du  carré  inverse  de  la  distance ,  et  toujours  positive  si  les 
corps  (qui  sont  égaux  et  semblables)  possèdent  des  charges  égales.  De 
plus,  quand  il  y  a  une  diflérence  assez  considérable  entre  les  charges , 
on  observe  que  la  répulsion  se  trouve  remplacée  par  une  force  d'attrac- 
tion pour  toute  distance  au-dessous  d'une  certaine  limite. 

Tous  ces  résultats  sont  en  plein  accord  avec  la  théorie  de  Coulomb, 
attendu  que  les  irrégularités  observées  à  des  distances  petites  sont  les 
conséquences  nécessaires  qui  s'en  déduisent,  à  cause  de  l'influence 
mutuelle  des  deux  corps.  Quant  au  changement  de  sens  de  la  force 
entre  les  deux  corps,  on  conclut  de  la  théorie  qu'il  y  a  toujours  at- 
traction au-dessous  d'une  certaine  distance  déterminée  suivant  la  diffé- 
rence des  charges.  S'il  y  a  très-peu  de  différence,  l'attraction  n'aura 
pas  lieu  avant  qu'il  y  ait  une  très-grande  intensité  d'électricité  sur  les 
points  les  plus  voisins  des  deux  corps,  et  il  y  aura  une  étincelle  quand 
il  y  a  encore  répulsion.  C'est  pourquoi  on  ne  peut  pas  constater  le 
changement  de  sens  de  la  force ,  tant  qu'il  n'y  a  pas  une  différence 
assez  considérable  entre  les  charges.  M.  Harris  trouve ,  en  général, 
qu'il  est  facile  de  constater  l'attraction  quand  une  charge  est  double 
de  l'autre,  avec  les  corps  dont  il  s'est  servi ,  qui  sont  en  apparence  des 
sphéroïdes  de  révolution  très-aplatis. 

7.  M.  Harris  étudie  ensuite  la  théorie  tlu  plan  d'épreuve.  Il  se  pro- 
pose cette  question  :  Peut-on  considérer  les  i  xpériences  faites  avec  le 
plan  d'épreuve  comme  indiquant  avec  certitude  l'intensité  de  l'élec- 
tricité en  un  point  quelconque  d'un  corps  électrisé?  Il  répond  négati- 
vement en  s'appuyant  principalement  sur  une  expérience  dans  laquelle 
le  corps  chargé  est  non  conducteiu- (une  sphère  creuse  en  verre).  Mais 
il  faut  se  rappeler  qu'on  n'a  jamais  employé  le  plan  d'épreuve  pour 
mesurer  l'intensité  d'électricité  en  divers  points  d'une  surface  non 
conductrice,  et  que  la  conclusion  de  M.  Harris  n'est  nullement  oppo- 
sée aux  idées  reçues.  Au  reste ,  comme  on  ne  peut  élever  aucun  doute, 
ni  sur  l'emploi  expérimental  que  Coulomb  a  fait  du  plan  d'épreuve  .  tu 
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sur  la  théorie  telle  qu'elle  est  expliquée  dans  l'ouvrage  de  M.  Pouillet. 
il  n'est  pas  nécessaire'de  s'en  occuper  ici.  On  trouve  la  théorie  rigou- 
reuse de  cet  instrument  dans  le  sixième  Mémoire  de  Coulomb,  à  l'ex- 
ception d'une  seule  méprise  dont  il  est  facile  de  se  rendre  compte ,  et 
qui  le  conduit  à  attribuer  une  quantité  double  de  la  vraie  valeur  à 
l'électricité  enlevée  par  le  plan  d'épreuve ,  après  le  contact. 

II. 

8.  Les  recherches  de  M.  Faraday  sur  ï induction,  électrostatique^ 
qu'on  trouve  dans  un  Mémoire  [*]  qui  fait  la  série  onzième  de  son  ou- 
vrage intitulé  :  Expérimental  Resenrches  in  electricitj ,  ont  été  faites 
dans  le  but  de  vérifier  une  idée  qu'il  avait  longtemps  entretenue,  de  la 
propagation  de  la  force  électrique  à  travers  les  corps  isolants,  par  le 
moyen  d'une  action  moléculaire  entre  les  éléments  contigus  de  ces 
corps.  Guidé  par  cette  idée,  il  a  été  conduit  à  une  manière  très-remar- 
quable d'envisager  les  phénomènes  d'induction  ,  ou ,  en  général ,  l'ac- 
tion de  l'électricité  statique.  On  peut  voir,  en  les  étudiant,  que  les 
idées  de  M.  Faraday  ne  sont  en  aucune  manière  opposées  aux  lois  de 
Coulomb  ;  inais,  de  plus,  il  est  probable  qu'on  peut  en  déduire  les  élé- 
ments d'une  théorie  également  générale  et  fondamentale  comme  celle 
de  Coulomb ,  et  enfin  que  chaque  théorie  renferme  l'autre.  Dans  cette 
Note ,  nous  nous  bornerons  à  exposer  l'interprétation  qu'on  peut  don- 
ner des  idées  de  M.  Faraday  ;  mais  auparavant  nous  allons  montrer 
comment  la  théorie  actuelle  de  l'électricité  peut  être  envisagée  d'une 
manière  élémentaire  sous  deux  points  de  vue  distincts. 

En  sappuyant  sur  les  lois  de  Coulomb  et  sur  l'analyse  de  Laplace 
et  de  Poisson ,  on  parvient  à  prouver  que  tout  problème  relatif  à  la 
distribution  de  l'électricité  sur  des  corps  conducteurs  est  identique  avec 
un  autre  problème  relatif  au  mouvement  uniforme  de  la  chaleur.  En 
effet,  considérons  un  corps  conducteur  électrisé  A,  renfermé  dans  une 
enveloppe  conductrice  dont  la  surface  intérieure  B  peut  avoir  ime 
forme  quelconque,  mais  qui  ne  se  trouve  nulle  part  en  contact  avec  A. 


[*]  Philosnphical  Transactions,  i838. 
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Si  nous  voulons  considérer  le  cas  de  la  distribution  de  l'électricité 
sur  A,  indépendamment  de  toute  influence  extérieure,  il  faudra  sup- 
poser B  infiniment  grande  et  partout  à  une  dislance  infinie  de  A.  La 
distribution  de  l'électricité  de  la  charge  sur  A,  et  de  l'électricité  con- 
traire attirée  par  l'influence  (ou  par  Vinduction,  suivant  l'expression 
de  M.  Faraday)  à  la  surface  B,  s'opérera  de  telle  façon  que  la  force  ré- 
sultante sur  tout  point  en  dedans  de  A,  ou  en  dehors  de  B,  sera  zéro. 
Le  problème  correspondant  dans  la  théorie  de  la  chaleur  [*]  est  le 
suivant.  Les  surfaces  A  et  B  sont  entretenues  à  des  températures  diffé- 
rentes; chacune  ayant  une  valeur  constante,  il  s'agit  de  déterminer  la 
quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  à  travers  un  élément  quelconque 
de  A  on  de  B  quand  le  mouvement  est  devenu  uniforme.  En  effet, 
l'intensité  de  la  distribution  électrique  en  un  point  quelconque  de  A 
ou  de  B,  dans  le  premier  problème,  se  trouve  remplacée  par  le  flux 
de  chaleur  dans  le  second  ,  et  de  plus  la  force  résultante  sur  un  point 
quelconque  entre  A  et  B  est  remplacée  par  le  flux  résultant  de  cha- 
leur au  même  point.  Chaque  problème  est  déterminé ,  et  de  là  il  suit 
que  les  solutions  sont  nécessairement  identiques.,  bien  que  les  lois  élé- 
mentaires dont  on  se  sert  ordinairement  dans  les  deux  cas  soient  tout 
à  fait  distinctes.  Ainsi,  on  peut  envisager  un  des  problèmes  de  façon  à 
s'appuyer  sur  les  lois  élémentaires  de  l'autre,  en  le  discutant.  Il  est  un 
peu  difficde  de  voir  comment  on  peut  faire  servir  les  lois  relatives  à 
la  théorie  de  la  chaleur  pour  point  de  départ  d'une  théorie  de  l'élec- 
tricité, mais  c'est  de  cette  façon  que  M.  Faraday  envisage  les  phéno- 
mènes d'induction.  Il  est  ainsi  parvenu  à  la  connaissance  (nous  ne  pou- 
vons pas  dire  à  la  démonstration  ligoureuse)  de  quelques-uns  des 
plus  remarquables  théorèmes  de  l'électricité.  Par  exemple  nous  citons 
le  suivant,  qui  paraît  être  l'idée  fondamentale  de  M.  Faraday  sur  l'in- 
duction. Soient  a  une  partie  quelconque  de  la  surface  A,  et  jS  sa  pro- 
jection sur  B,  déterminée  par  les  courbes  douées  de  la  propriété  que 
la  force  résultante  des  distributions  sur  A  et  B  est  en  chaque  point 
diiigée  suivant  la  tangente  ,  courbes  que  M.  Faraday  désigne  par  lignes 
d'induction.  La  quantité  d'électricité  sin-  /3  est  égale  à  celle  sur  a,  mais 


[*]   Cambridge  Matiumutical  Journal,  vol.  III,  page  76. 
TomeX.  —  M»i  i8i5. 
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d'espèce  contraire.  S'il  y  a  plusieurs  corps  comme  A  renfermés  dans 
l'enveloppe,  quelques-uns  des  éléments  de  A  se  trouveront  projetés 
sur  leurs  surfaces,  et  non  sur  la  surface  B,  à  moins  que  le  potentiel, 
dans  l'intérieur  de  A  et  de  tous  les  autres  corps  renfermés,  ait  une  va- 
leur unique;  mais  le  même  théorème  relatif  aux  quantités  d'électricité 
sur  les  éléments  et  sur  leurs  projections  est  encore  vrai. 

Dans  la  première  partie  de  son  Mémoire,  M.  Faraday  s'occupe  de  la 
démonstration  expérimentale  de  la  théorie  de  Yinductioii  en  lignes 
courbes.  Les  résultats  auxquels  il  parvient  sont  presque  suffisants 
pour  en  conclure  une  théorie  rigoureuse,  et,  en  effet,  identique  au 
fond  avec  celle  de  Coulomb;  mais  il  faut  avouer  qu'ils  sont  plutôt  de- 
vinés que  rigoureusement  constatés  par  des  expériences  quantitatives. 
Comme  exemple,  nous  empruntons  un  passage  remarquable  de  son 
Mémoire  : 

«  1173.  Je  fis  construire  une  chambre  cubique  de  1-2  pieds]  de 
»  côté.  Une  légère  monture  cubique  en  bois ,  entrelacée  avec  des  fils 
»  en  cuivre,  était  ajustée  de  façon  à  faire  une  enveloppe  sur  les  parois 
»  de  la  chambre.  Au  moyen  de  bandes  de  feuilles  d'étain ,  liées  avec 
»  du  papier,  on  établissait  partout  une  bonne  surface  conductrice. 
•  Cette  chambre  était  isolée  dans  l'amphithéâtre  de  la  Rojal  Institu- 
»  tion,  et  un  tube  en  verre,  de  plus  de  6  pieds  de  long,  était  enfoncé 
»  dans  le  cube  à  une  distance  de  4  pieds.  Dans  l'intérieur  de  ce  tube, 
»  il  y  avait  un  fil  métallique  en  communication  avec  le  conducteur 
)>  de  la  grande  machine  électrique ,  déjà  décrite.  En  faisant  marcher 
»  la  machine,  on  pouvait  amener  l'air  de  la  chambre  cubique  à  l'état 
»  qu'on  appelle  ordinairement  fortement  électrisé,  ce  qui  est  sem- 
>  blable,  en  effet ,  à  l'état  d'ime  chambre  ordinaire  où  il  y  a  une  grande 
»  machine  électrique  en  opération.  En  même  temps,  la  paroi  exté- 
»  rieure  du  tube  isolé  se  trouvait  partout  fortement  chargée.  Si,  après 
>i  avoir  mis  en  communication  le  cube  avec  l'appareil  conducteur  dé- 
»  crit  dans  une  série  précédente  et  destiné  à  détruire  complètement 
»  l'isolement,  j'interrompais  subitement  la  communication  avec  la 
"  machine,  et  si ,  un  instant  après ,  j'isolais  le  cube,  l'air  en  dedans  ne 
»  possédait  pas  la  moindre  puissance  pour  l'électriser.  S'il  y  avait  eu 
»   de  l'air  électrisé  comme  du  verre  et  d'autre  corps  isolants  le  peuvent 
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»  être,  il  y  aurait  eu  une  action  contraire  correspondante,  sur  la 
»  surface  intérieure  du  tube,  le  phénomène  n'étant  qu'iui  casd'induc- 
»  tion.  Toutes  mes  tentatives  pour  charger  (bodilj)  lair  intérieur  d'une 
'  quantité,  même  la  plus  petite,  d'électricité,  soit  positive,  soit  né- 
«  gative,  ont  complètement  échoué. 

j)  117/1-  ^^  mettais  un  électrometre  sensible  à  feuilles  d'or  dans 
»  l'intérieur  du  cube,  et  ensuite  je  communiquais  à  la  surface  exté- 
»  rieure  une  forte  charge;  mais  l'èlectrometre  n'a  pas  indiqué  d'élec- 
>'  tricité,  ni  pendant  l'opération  de  la  charge,  ni  après  l'avoir  ôtée. 
»  J'ai  chargé  et  déchargé  l'appareil  de  diverses  manières,  mais  je  n'ai 
»  jamais  trouvé  une  charge  actuelle  dans  son  intérieur,  ni  même  au- 
»  cune  action  d'induction.  Je  suis  entré  dans  le  cube,  et  j'y  suis  resté 
»  quelque  temps;  je  faisais  usage  de  bougies  allumées,  d'électro- 
»  mètres,  et  de  tous  les  instruments  qui  pouvaient  indiquer  l'état 
»  électrique,  mais  je  n'ai  pu  trouver  la  moindre  action,  bien  qu'en 
»  même  temps  la  surface  extérieure  du  cube  fût  fortement  électri- 
)<  sée ,  et  que  de  longues  étincelles  et  des  aigrettes  s'élançassent  par- 
)-  tout.   " 

La  première  partie  de  cette  expérience  donne  une  belle  démonstra- 
tion expérimentale  du  théorème  de  Green,  que  s'il  y  a  des  corps  élec- 
trisés  dans  l'intérieur  d'une  enveloppe  conductrice,  les  points  exté- 
rieurs n'en  sentent  pas  du  tout  l'influence ,  et  la  seconde  partie  est  une 
vérification  de  la  loi  qu'il  n'y  a  ni  force,  ni  électricité  libre  dans  l'in- 
térieur d'un  corps  conducteur  électrisé. 

L'hypothèse  dont  M.  Faraday  s'est  servi  pour  représenter  l'action  de 
l'électricité  l'a  conduit  à  chercher  si  les  effets  d'induction  sont  indépen- 
dants de  l'espèce  du  milieu  isolant,  et,  dans  la  seconde  partie  de  son 
Mémoire,  il  donne  un  exposé  des  expériences  qu'il  a  faites  pour  cet 
objet,  et  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu. 

Il  trouve,  en  premier  lieu,  que  ce  qu'il  appelle  les  pouvoirs  diélec- 
triques des  divers  corps  isolants  solides  qu'il  a  essayés  sont  différents, 
et  il  donne  des  nombres  pour  représenter  ces  pouvoirs  déduits  de  ses 
expériences.  Il  trouve  ensuite  que  les  différents  gaz  employés  comme 
corps  isolants  ne  présentent  aucune  différence,  et  avec  l'air  atmosphé- 
rique il  constate  que  l'action  conductrice  est  sensiblement  la  même 

28.. 
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pour  toutes  les  densités,  jusqu'à  la  limite  nécessaire  pour  retenir  la 
charge,  résultat  qui  est  vérifié  par  des  expériences  faites  auparavant 
par  M.  Harris. 

Pour  traduire  ces  résultats  dans  la  langue  de  la  théorie  mathéma- 
tique, supposons,  comme  auparavant,  qu'il  y  a  un  corps  conducteur 
électrisé  A ,  isolé  dans  l'intérieur  d'une  enveloppe  conductiice  dont 
nous  désignons  la  surface  intérieure  par  B,  et  supposons  que  l'espace 
entre  A  et  B  est  rempli  d'un  milieu  isolant.  Si  la  surface  extérieure  de 
l'enveloppe  est  dépourvue  d'électricité,  le  potentiel  dans  la  matière  de 
l'enveloppe,  et  à  sa  surface  intérieure  B,  sera  nul.  Le  potentiel  à  la 
surface  A,  et  dans  l'espace  intérieur,  aura  une  valeur  constante  qui 
sera  positive  ou  négative,  suivant  que  l'électricité  de  la  charge  de  A 
est  positive  ou  négative.  INlaintenant,  il  résidte  des  expériences  de 
M.  Faraday ,  que  cette  valeur  du  potentiel ,  qui  correspond  à  une  quan- 
tité donnée  de  l'électricité  sur  A ,  est  tout  à  fait  indépendante  du  mi- 
lieu isolant,  si  ce  corps  est  un  gaz;  mais  si  c'est  un  corps  solide  non 
conducteur,  la  valeur  du  potentiel  est  différente  pour  les  différents 
corps,  et  toujours  plus  petite  qu'elle  ne  le  serait  avec  la  même  charge, 
si  le  milieu  isolant  était  ini  gaz.  11  parait  que  M.  Faraday  a  bien  con- 
staté que  ce  résultat  remarquable  ne  peut  pas  être  attribué  à  un  pou- 
voir conducteur  partiel  du  corps  isolant,  et,  d'ailleurs,  il  est  en  accord 
avec  ce  que  Nicholson  avait  déjà  observé,  que  le  pouvoir  dissimulant 
d'iuie  bouteille  de  Leyde  dépend  non-seulement  de  l'épaisseur,  mais 
aussi  de  l'espèce  du  verre.  11  faut  donc  qu'il  y  ait  une  action  tout  à  fait 
spéciale  dans  l'intérieur  des  corps  diélectriques  solides  ,  pour  produire 
cet  effet.  11  est  probable  que  le  phénomène  se  trouverait  expliqué  en 
attribuant  au  corps  une  action  semblable  à  celle  qui  aurait  lieu  s'il  n'y 
avait  pas  d'action  diélectrique  dans  le  milieu  isolant  et  s'il  y  avait  un 
très-grand  nombre  de  petites  sphères  conductrices  réparties  uniformé- 
ment dans  ce  corps.  Poisson  a  montré  que  l'action  électrique,  dans  ce 
cas,  serait  tout  à  fait  semblable  à  l'action  magnétique  du  fer  doux  sous 
l'influence  des  corps  magnétisés.  En  s'appuyant  sur  les  théorèmes  qu'il 
a  donnés  relativement  à  cette  action ,  on  parvient  facilement  à  démon- 
trer que  si  l'espace  entre  A  et  B  est  rempli  d'un  milieu  ainsi  constitué, 
les  surfaces  d'équilibre  seront  les  mêmes  que  quand  il  n'y  a  qu'un  mi- 
lieu isolant  sans  pouvoir  diélectrique,  mais  que  le  potentiel  dansl'in- 
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térieur  de  A  sera  plus  petit  que  clans  le  dernier  cas,  dans  un  rapport 
qu'il  est  facile  de  déterminer  d'après  les  données  relatives  à  l'état  du 
milieu  isolant.  Cette  conclusion  paraît  être  suffisante  pour  expliquer 
les  faits  que  M.  Faraday  a  observés  relativement  aux  milieux  diélec- 
.  triques;  mais  on  ne  pourra  considérer  l'hypothèse  dont  elle  est  dé- 
duite comme  constatée,  qu'après  beaucoup  d'autres  recherches  expéri- 
mentales. La  vérification  la  plus  décisive  serait  de  chercher  l'action  qui 
a  lieu  quand  il  n'y  a  qu'une  couche  plus  ou  moins  épaisse  du  milieu 
diélectrique  sur  chaque  surface  A  ou  B,  ou  sur  une  seule ,  la  partie  res- 
tante de  l'espace  intermédiaire  étant  remplie  d'air. 

M.  Faraday  a  envisagé  la  question  tout  à  fait  autrement.  En  effet, 
il  attribue  la  propagation  de  la  force  électrique  à  une  action  molé- 
culaire entre  les  molécides  contiguës  des  milieux  isolants ,  et  il  sup- 
pose qu'il  n'y  a  pas  d'action  directe  de  l'électricité  à  des  distances  sen- 
sibles. Ainsi,  suivant  lui,  le  pouvoir  diélectrique  de  l'air  et  de  tous  les 
gaz  est  le  même  et  constant  pour  toute  pression  ,  température  ou  den- 
sité ;  mais  les  pouvoirs  des  corps  solides  isolants,  sur  lesquels  il  a  fait 
des  expériences,  sont  plus  grands  que  pour  les  gaz  et  différents  l'un 
de  l'autre.  Il  est  possible  qu'on  parvienne  ainsi  à  expliquer  ou  à  pous- 
ser plus  loin  la  théorie  de  l'électricité  ,  et  même  celle  de  la  gravitation; 
mais  ju.squ'ici  nous  ne  savons  rien  d'une  telle  action  moléculaire,  et  il 
paraît  plus  simple,  dans  l'état  actuel  de  la  physique,  de  s'en  tenir  à  la 
loi  de  l'attraction  ou  répulsion  électrique,  ou  de  gravitation. 

Pour  montrer  comment  M.  Faraday  envisage  la  théorie  qu'il  pro- 
pose, comparée  à  celle  de  Coulomb,  nous  citerons,  pour  terminer,  un 
passage  qu'on  trouve  à  la  fin  de  son  INIémoire  ; 

«  (^omme  vérification  de  la  justesse  probable  de  mes  opinions,  je  les 
»  ai  toujours,  pendant  cet  examen  expérimental,  comparées  avec  les 
»  conclusions  déduites  par  Poisson  de  ses  beaux  travaux  matiiéma- 
»  tiques.  Autant  que  je  puis  en  juger,  la  théorie  que  j'ai  exposée  et  les 
»  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  ne  sont  pas  contraires  à  celles  de 
»  ces  conclusions  qui  se  rapportent  à  l'état  final  des  forces  électriques. 
»  dans  le  nombre  borné  des  cas  qu'il  a  considérés.  Sa  théorie  s'appuie 
»  sur  une  manière  d'envisager  l'induction  très-différente  de  celle  que 
»  j'ai  entrepris  de  soutenir,  et  il  est  probable  qu'elle  trouvera  sa  véri- 
»  fication  mathématique  quand  on  essayera  de  l'appliquer  au  cas  d'iii- 
»  duction  en  lignes  courbes.   » 
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Sur  diverses  questions  d' Analyse  et  de  Physique  mathématique  ; 
Par  J    LIOrVlLLE 


Dans  la  séance  du  12  mai  dernier,  j'ai  communiqué  verbalement  à 
l'Académie  les  résultats  de  quelques  recherches  relatives  à  diverses 
questions  d'analyse  et  de  physique  mathématique.  Voici  le  résumé  de 
cette  communication .  tel  qu'on  le  trouve  dans  les  Comptes  rendus 
(tome  XX ,  page  i  SSô^i  : 

<f  La  première  question  dont  je  désire  entretenir  l'Académie  est  rela- 
tive à  l'équilibre  de  la  chaleur  dans  un  ellipsoïde  homogène.  On  donne 
les  températures  à  la  surface;  ces  températures,  fixes  pour  chaque 
point,  varient  d'un  point  à  l'autre  suivant  une  loi  quelconque,  et  il 
faut  en  déduire  les  valeurs  des  températures  permanentes  pour  les 
points  intérieurs.  On  sait  que,  pour  résoudre  ce  problème,  M.  Lamé  a 
fait  usage  de  coordonnées  ou  variables  particulières,  et  a  introduit  en 
analyse  certaines  fonctions  très-remarquables ,  dont  chacune  ne  dépend 
que  d'une  seule  des  variables  [*].  J'ai  eu  depuis,  dans  d'autres  cir- 
constances ,  occasion  de  me  servir  de  ces  mêmes  fonctions  dont  j'ai 
reconnu  toute  l'utilité.  Quelques  propriétés  importantes  que  je  leur  ai 
trouvées  permettent,  en  effet,  de  traiter  avec  succès  diverses  ques- 
tions qu'auparavant  on  aurait  pu  regarder  comme  presque  inabor- 
dables. M.  Lamé,  par  son  travail,  a  ainsi  préparé ,  pour  les  géomètres, 
de  puissantes  ressources  dont  ils  doivent  être  reconnaissants.  Mais  il 
est  curieux  de  remarquer  que,  loin  d'avoir  simplifié  la  solution  de  la 
question  spéciale  à  laquelle  était  consacré  ce  travail  même  (origine 
d'une  féconde  théorie),  la  marche  savante  suivie  par  l'auteur  l'a,  au 
contraire ,  compliquée  beaucoup. 

^*]   forez  le  tome  IV  de  ce  Journal  ,  page  126. 
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»  Pour  arriver,  en  effet ,  sans  aucun  arlifice  ni  principe  nouveau,  h 
la  solution  demandée,  observons  qu'à  chaque  point  de  l'ellipsoïde  on 
peut  faire  correspondre  un  point  d'une  surface  sphérique  de  rayon  égal 
à  l'unité,  les  coordonnées  rectangles  du  second  point  étant  égales  à 
celles  du  premier,  respectivement  divisées  chacune  par  le  demi-axe  de 
l'ellipsoïde  qui  lui  est  parallèle.  Ainsi  la  fonction  donnée  qui  représente 
la  loi  des  températures  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  peut  être  regardée 
comme  une  fonction  des  deux  angles  qui  déterminent  la  position  d'un 
point  sur  la  surface  de  la  sphère.  Par  suite,  elle  peut  être  développée 
en  une  série  ¥<,  -f- Y,  +...  +  Y„+...  ou  :iY„du  genre  de  celles  de 
Laplace.  Le  terme  général  Y„  de  cette  série  si  connue  peut,  d'ailleius, 
s'exprimer  par  une  fonction  entière,  du  degré  n,  des  coordonnées 
rectangulaires  x,  j-,  z,  relatives  à  la  surface  de  l'ellipsoïde.  Enfin,  il 
est  aisé  de  voir  qu'on  peut  trouver  un  polynôme  V„,  aussi  de  degré  ?i . 
qui  satisfasse  à  la  fois  à  l'équation  indéfinie 

rf'V„        rf'V„        rf'V„ 

dx  •  dy  '  dz  ' 

pour  tout  point  de  l'espace,  et  à  la  condition  V„^Y„  à  la  surface.  La 
formule  générale  des  températures  sera  des  lors  u  =  2V„. 

"  Non-seulement  cette  solution  est  bien  plus  simple  que  celle  de 
M.  Lamé,  mais,  en  outre,  on  peut  aisément  démontrer  la  convergence 
des  séries  employées,  ce  que  M.  Lamé  n'a  pas  même  essayé  de  faire , 
sans  doute  à  cause  de  la  complication  de  sa  formule  finale,  qui  pour- 
tant au  fond  doit  revenir  et  revient  eu  effet  à  la  nôtre.  Voici  à  ce  sujet 
une  méthode  géuér.ile ,  qui  repose ,  en  quelque  sorte ,  sur  luie  idée  phy- 
sique. Dans  l'intérieur  de  notre  ellipsoïde,  la  température  permanente 
d'un  point  quelconque  ne  peut  être  évidemment  ni  un  nuiximiim  ni  un 
minimum  ;  ^SM?,  le  premier  cas  elle  diminuerait,  et  dans  le  second  elle 
augmenterait  par  l'action  des  points  environnants.  Le  maximum  et  le 
minimum  ne  peuvent  être  qu'à  la  surface,  en  sorte  que  les  tempéra- 
tures extrêmes  qui  y  ont  lieu  servent  de  limites  aux  températures  des 
points  intérieurs.  Or,  soit  pour  un  moment  Y„ -f- Y„+,  -f-...+  Y„^,„ 
la  loi  des  températures  à  la  surface;  la  loi  dans  l'intérieur  sera  alors 
V„  -f-  V„+,  -+-...-<-  V„+,„,  et  les  valeurs  de  cette  dernière  quantité  seront, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  dire  ,  toutes  comprises  entre  le  maximum  et 
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le  ininiinum  de  la  première.  Mais  pour  «=00,  celle-ci  est  toujours 

infiniment  petite,  puisque  la  série  2Y„  est  convergente;  donc  il  en 

est  de  même  de  l'autre,  et,  par  conséquent,   la  série  2V„  est  aussi 

convergente. 

»  Ce  mode  de  démonstration ,  qu'il  est  aisé  de  présenter  d'une  ma- 
nière purement  analytique ,  est  applicable  à  des  corps  de  forme  quel- 
conque homogènes  ou  non  ;  on  peut  même  le  généraliser  et  s'en  servir 
jjour  prouver  la  convergence  d'une  foule  d'expressions  relatives  à  des 
intégrales  d'équations  linéaires  ou  même  non  linéaires  très-différentes 
de  celle  qu'on  vient  de  considérer. 

"  Ajoutons  ici  quelques  mois  pour  éclaircir  ce  qui  concerne  les  séries 
de  M.  Lamé.  En  regardant  comme  ne  formant  qu'un  seul  terme  l'en- 
semble des  termes  de  ces  séries  qui  répondent  dans  le  Mémoire  de 
l'auteur  à  une  même  valeur  de  la  lettre  n,  mais  à  différentes  valeurs 
fie  B ,  et  en  faisant  encore  usage  d'une  sphère  auxiliaire ,  on  reconnaît 
d'abord  qu'à  la  surface  de  l'ellipsoïde  le  développement  employé  par 
M.  Lamé  ne  diffère  pas  au  fond  du  développement  2Y„  de  Laplace. 
Ainsi  à  la  surface,  la  convergence  a  lieu  pour  la  nouvelle  série  comme 
pour  l'ancienne.  Dans  l'intérieur,  elle  a  donc  aussi  lieu  à  fortiori, 
d'après  le  théorème  général  établi  plus  haut. 

»  Le  caractère  propre  de  l'analyse  de  M.  Lamé  consiste  dans  la  dé- 
composition en  une  somme  de  produits  EE,  E2  (  où  chaque  facteur  ne 
dépend  que  d'une  seule  variable)  de  l'intégrale  de  l'équation 

il^u  d'il  d-ii 

ax^  dy^  dz- 

Mais  les  premières  applications  que  j'en  ai  faites  m'ont  bien  vite  appris 
qu'il  est  indispensable  de  joindre  aux  fonctions  E,  £,,  Ej,  une  qua- 
trième fonction  qui  satisfait  à  la  même  équation  différentielle  que  E. 
mais  qui  est  moins  simple ,  puisqu'elle  dépend  d'intégrales  elliptiques, 
tandis  que  E  s'exprime  algébriquement.  Cette  quatrième  fonction  se 
présente  dans  la  question  même  que  M.  Lamé  a  traitée,  dès  qu'au 
lieu  de  rechercher  la  loi  des  températures  permanentes  dans  l'intérieur 
de  l'ellipsoïde ,  on  recherche  cette  loi  à  l'extérieur,  en  regardant  l'es- 
pace entier  comme  rempli  d'une  matière  homogène.  La  fonction  E  ne 
peut  plus  être  employée  alors,  et  on  doit  la  remplacer  par  celle  que 
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nous  indiquons.  C'est,  du  reste,  sur  l'emploi  de  cette  fonction  nou- 
velle que  reposent  les  plus  importants  des  théorèmes  auxquels  je  suis 
parvenu,  et  en  particulier  ceux  qui,  se  rapportant  au  développement 
tlu  radical  par  lequel  on  exprime  l'inverse  de  la  distance  de  deux 
|)oints.  conduisent  à  une  théorie  des  sphéroïdes  elliptiques  ou  presque 
elliptiques  analogue  à  celle  des  sphéroïdes  presque  sphériques  de  la 
Mécanique  céleste. 

"  Par  exemple,  on  résout  sans  peine ,  pour  un  ellipsoïde  quelconque, 
le  problème  de  M.  Gauss,  relatif  à  la  distribution,  sur  la  surface,  d'une 
matière  attractive  ou  répulsive,  avec  la  condition  qu'en  chacjue  point 
de  cette  surface  le  potentiel  ait  une  valeur  donnée.    ■ 


Relativement  au  problème  de  M.  Gauss,  on  trouvera  quelques  dé- 
veloppements dans  la  Note  suivante  que  j'ai  présentée  à  l'Académie 
dans  la  séance  du  2  juin  [*]  : 

"  Dans  la  communication  que  j'ai  eu  riioinieur  de  faire  dernièrement 
à  l'Académie,  j'ai  dit  qu'à  l'aide  de  certaines  formules  auxquelles 
je  suis  arrivé,  on  résout  sans  peine  pour  un  ellipsoïde  quelconque  le 
problème  de  M.  Gauss  relatif  à  la  distribution,  sur  la  surface,  d'une 
matière  attractive  ou  répulsive,  avec  la  condition  que  le  potentiel  ait 
en  chaque  point  de  la  surface  une  valeur  donnée.  On  m'a  engagé  de- 
puis à  entrer  sur  ce  sujet  dans  quelques  détails;  je  vais  donc  transcrire 
ici  ma  fornude  que  j'emprunte,  du  reste,  à  une  Note  présentée  il  y  a 
déjà  longtemps  au  lîm-eau  des  Longitudes. 

,11  Soient  (h)  un  élément  de  la  surface  de  l'ellipsoïde ,  et  ).  la  densité 
de  la  distribution  en  ce  point;  désignons  par  A  la  distance  de  l'élé- 
ment du  à  un  autre  élément  (pielconque  (/o)',  pour  lequel  X  se  change 
en  X'.  D'après  le  sens  que  M.  Gauss  (a])rès  l'habile  géomètre  anglais 
G.  Green)  attache  au  mot  potentiel,  l'intégrale  double 

'  ).V/o)' 


If 


[']  Comptes  rendus,  tome  XX,  page  i6og. 

Tome  X.  -  Juin  lS^.S.  ^9 
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exprimera  la  valeur  du  potentiel  pour  un  point  de  d'.i.  H  s'agit  donc 
de  déterminer  À  de  telle  sorte  qu'on  ait 


//- 


Q, 


Q  étant  une  fonction  donnée  à  volonté  pour  chaque  élément  d'A. 

"  Bien  qu'on  puisse  se  passer,  si  l'on  veut,  des  coordonnées  ellip- 
tiques de  M.  Lamé,  nous  nous  en  servirons  pour  donner  une  forme  plus 
nette  et  yjlus  précise  à  la  solution.  Cela  nous  permettra  d'ailleurs  d'abré- 
ger cet  article  en  adoptant  tout  d'abord  les  notations  dont  notre  con- 
frère a  fait  usage  dans  son  Mémoire  :  Sur  Véquilibre  des  températures 
dans  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégauxl^].  Mais  aux  fon.ctions  E,  E, ,  Ej, 
que  M.  Lamé  considère,  et  qui  dépendent  respectivement  des  trois  va- 
riables p,  p,,  P2)  nous  ajouterons  une  quatrième  fonction  S,  qui  dé- 
pendra, comme  E,  de  p  seulement,  et  satisfera  à  la  même  équation 
différentielle  que  E;  en  voici  l'expression  : 


(2  /z  -t-  j ,  E   / 
J  p 


dp 


De  plus,  nous  représenterons  par  /  le  quotient  obtenu  en  divisant  par 
le  produit  p  \p^  —  b'^  \p^  —  c*  des  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  qui 
nous  occupe,  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  cet  ellipsoïde 
sur  le  plan  tangent  correspondant  à  l'élément  r/u.  Cela  posé,  je  trouve 


■^  =  il 


;2/î-|-i)E,E,//'/QE,E,rfw 


4,^-^  ES/J/EJE',  f/w 

le  signe  2  s'étendant  à  tous  les  couples  E,  E,,  E2,  S,  c'est-à-dire  aux 

valeurs  successives  o,  1,2,  3,...,  de  n,  ainsi  qu'aux  valeurs  de  B  qui 
répondent  à  chaque  entier  7i.  On  peut  mettre  cette  valeur  de  X  sous  une 
autre  forme  en  faisant  intervenir  le  développement  de  Q  suivant  les 


[*]  Tome  IV  de  ce  Journal ,  page  1 26.  Ajoutons  toutefois  que  ces  notations  ne  pa- 
raissent pas  devoir  être  conservées;  ainsi,  au  lieu  de  p,  pi,  p^,  E,  E, ,  E..,  je  propo- 
serais d'écrire  respectivement  p ,  p  ,  -j  ,  R,  ÎM  ,  N,  réservant  les  indices  pour  distinguer 
entre  elles  les  diverses  fonctions  R ,  ou  les  diverses  fonctions  M  ou  N. 
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produits  E,  Ej.  Soit 

on  aura 

^-:^Z       Es 

Telle  est  la  fonction  X  pour  laquelle 


//  ^  =  '> 


"  Si  l'on  prend  en  particulier  Q  =  E,  E,,  et  qu'on  marque  d'un  ac- 
cent les  quantités  qui  se  rapportent  à  l'élément  d',)',  il  vient  simple- 
ment 

/'E',  E;r/w'_  4-ESE,E, 


If 


fornude  élégante  et  très-digne  de  l'attention  des  géomètres.  Dans  cette 
formule,  A  désigne  la  distance  d'un  point  de  l'élément  df,i'  à  un  autre 
point  situé  sur  le  même  ellipsoïde 


—  *•■• 


P  — 


Mais,  s'il  s'agissait  de  deux,  (loints  [p',  fi\,  p'^  ,,  (  p,  p,.  ûj  ,  dont  le 
premier  ajjpartiendrait  encore  k  (l',i',  mais  qui  seraient  (à  cause  de  s 
ilifférent  de  p')  situés  sur  deux  ellipsoïdes  liomofocaux  différents,  on 
aurait 

'/'E',E'//'V        4r-E'SE,  E, 


et 


pour     p  >  p'. 


/'e',e:</«'     47:es'e,e. 

' — = — = •      pour     0  <"  0  . 


"  Les  démonstrations  de  ces  divers  résultats  sont  ou  ne  peut  plu> 
simples.  Ajoutons  que  le  produit  E,  E,  (ou  si  l'on  veut  /E,Ej)  jouit 
de  propriétés  fort  curieuses  dont  plusieurs  se  rapportent  à  des 
inaxima  et  minima.  Au  reste,  ces  propriétés  ne  sont  pas  bornées  à 
lellipsoïde,  et  encore  moins  tiennent-elles  aux  coordonnées  que  nous 
venons  d'employer;  elles  s'éfendent  à  des  surlaces  quelconques.  On  les 

29.. 
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déduit  de  la  considération  de  certaines  fonctions  Ç  ou  Ç'  relatives  aux 
éléments  c/'j  ou  r/cj'  de  la  surface  dont  on  s'occupe.  En  désignant  par  / 
et  /'  la  densité  de  la  distribution  d'une  couche  électrique  en  équi- 
libre sur  la  surface,  de  telle  sorte  que  A  étant  la  distance  de  (/«  à  d'W, 
on  ait 


If 


coustanle, 


les  fonctions  Z,  dont  nous  parlons,  sont  définies  par  des  équations  de 
la  ibrme 


// 


in  étant  une  constante  qui   change  loisqu'on   passe  d'une   des  fonc- 
tions Ç  à  une  autre. 

'•  D'après  l'étude  que  j'en  ai  faite,  je  n'hésite  pas  à  regarder  les  ionc- 
lions  Ç  comme  étant  de  la  plus  baute  importance  en  analyse.  Mais  ce 
n'est  pas  incidemment  qu'il  convient  de  traiter  ce  sujet  difficile.  Je  nne 
propose  d'y  revenir  bientôt  dans  une  communication  spéciale.    • 
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Sur  les  fonctions  de  Laplace,  qui  résultent  du  développement  de 

\n'  —  ■y.aa'  [cos  m  cos  ç  +  sin  o)  sin  ç  cos  (5  —  5')]  4-  o!'\  ""J; 

Pau  31.  JACOBI  f*l. 


Toute  expression  de  la  forme 

V 


V'A'  +  B=  +  O 
peut  se  représenter  par  l'intégrale  définie 


^  r 

2-    /,        A  -I-  /] 


d-A 


-I-  /B  cos  a  +  (C  sin  a 
où  /  =  V  —  I.  Soient  donc 

k.-=a  cosw — a'cosç,     B  =  asinwcosO — a' sin  ç cos  8',     C^asinusin  6— a' sin <f  sin  5' 
L'expression  que  nous  nous  proposons  de  développer  s'exprimera  ainsi  : 

V  = 


^«'  —  ?,  aa'  [cos  »  cos  ip  -+-  sin  w  sin  o  cos  (0  —  6'  ^]  +  a'^ 


[cosw  -(-  /sin  w  cos(0  —  z)]  —  a'  [cosç  +  'sin^  cos  (6'  —  a] 


Soit,  pour  le  développement  en  question, 

v=^+Y,^;+Y.^+.... 

a  a-  rt' 

D'après  la  formule  précédente,  le  terme  général  Y^,  sera  fourni  par  l'intégrale  définie 
I      /^^~  [cos(i)  4- I  sinocos(0' — a)]"  rfz 


^   _  _i_    r  '•■  [cos?4-ts 
1-n  Jg         [cos  w  -I-  /  s 


(■  sin  w  cos  (0  —  a)]  "^ 
En  posant 

[cosç  +  (sinçcos(0' — a)]"  =r  X„ -+-  2'X',^  cos(ô'  — a) 2X^COS2(9'  —  a)..., 

[cos  M  +  î  sin  «  cos  (8  —  a)]~  ("+''  =  P„  +  2/ P^  cos(9  —  a)  —  2P'  cos  2  (9  —  a). . . , 

l'expression  précédente  de  Y„  devient 

Y„  =  P„X„  —  2?"^  X'„  cos  (9  —  6'  )  -+-  2P;;  X'^  cos 2  (9  —  9'). . . . 

(*]  Dans  cette  Note,  que  noii^  empruntons  à  un  journal  italien,  M.  Jacobi  a  reprod\{it,  mais  avec 
quelques  différences  île  détail,  un  précédent  article  écrit  en  allemand  et  que  les  géomètres,  curieux 
à  si  juste  titre  des  moindres  idées  de  l'illustre  analyste,  trouveront  dans  le  Journal  de  M.  Oelle. 
tome  XXVI,  page  8i.  (J-  L.) 
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Les  quantités  P„,  ?'„,•••  dépendent  seulement  de  w;  les  cpiantités  X„,  X' ,...  seulement 
de  f.  En  outre,  les  quantités  correspondantes  P^'"',  X;'")  doivent  être  les  mêmes  fonc- 
tions du  moins  à  un  facteur  numérique  près)  l'une  de  w  et  l'autre  de  f.  C'est  une 
conséquence  immédiate  de  la  nature  même  de  la  fonction  V  qui  reste  la  même  (d'où  il 
resuite  que  le  coefficient  Y„  reste  aussi  le  même)  lorsqu'on  change  l'une  dans  l'autre  les 
deux  quantités  w  et  ç. 

F,n  faisant  M=o,  l'intégrale  par  laquelle  on  vient  d'exprimer  la  \alenr  de  Y„se  réduit  a 


^^  Jo 


[cos  o  -t-  ;  sin  o  cos  (&'  —  a  ]"  c/c. 


et  en  substituant  à  la  quantité  sous  le  signe  J" son  développement  écrit  ci-dessus,  on  en 
conclut  pour  ce  cas  particulier  Y„  =  X„.  En  même  temps  V  se  change  en 


y  a'  —  2  an'  cosç  -+-  a'- 
Donc  l'équation 


devient ,  par  la  supposition  de  w  ^  o. 


y  a- —  2afl'cos(j) 
De  la  même  manière,  en  posant  a  =  o,  on  obtient 


^0  ,,    "'  ^    «" 

=  =  — -f-X,  —  -t-X,—  -t-.... 


--     I         [cos  w  +  (' sin  M  cos  (6  —  a)]~("-^')  rfa  ^  P„, 


Ja-  —  : 


■  =  —  +  P.  -. 


Quant  aux  premiers  coefficients,  dans  ces  deux  cas  on  aX„  =  P|,=:i,  comme  on  le  voit 
en  faisant  a'^o.  Dans  les  intégrales  qui  déterminent  les  autres  X,.,  P„,  on  peut  écrire 
simplement  a  au  lieu  de  9'  —  a  et  de  6  —  a.  D'ailleurs  ce  sont  deux  fonctions  tontes  pa- 
reilles de  o  et  de  0)  qui  ne  diffèrent  pas  même  l'une  de  l'autre  par  quelque  facteur  nu- 
mérique puisque  les  deux  radicaux  dont  ces  fonctions  proviennent  sont  identiques 
quand  o  =::  w.  De  là  on  conclut  ce  théorème  : 
»   Soient 

'  I  a  ,,     o'" 

=  -  +  X,  -^+...-|-X„-^+..., 


\  a- —  2aa  coso-1-fli 
"   et  P„  ce  que  devient  X„  lorsqu'on  y  change  if  en  w;  on  aura 

—  I         .  =  =  -  +P,X,-^  -hP.X,—  -(-....» 

^'^Jo       va'-2aa'[coswcosan-sin  Ssinç  cos(9-9')]+a''        '^  ""  <'' 

Ce  beau  résultat  a  été  donné  pour  la  première  fois  par  Legendre  dans  ses  Recherche» 
sur  la  figure  de  la  Terre. 
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II. 

Les  valeurs  de  X,„  X'  ,...,  P„,  P'  ,.••  peuvent  se  trouver  au  moyen  du  théorème  de 
Taylor  et  d'une  extension  importante  de  ee  tliéorème  relative  au  cas  d'une  fonction  de 
/>+  z  dont  le  développement  doit  contenir  tout  à  la  fois  des  puissances  positives  et  des 
puissances  négatives  de  z. 

Posons  cos  o  t=  X,  (sin  (f.c'"'  =  z,  nous  obtiendrons  l'équation  re!iiai(|uabli' 

2z  (cos  (p  4-  /sin  tf  cos  a)  =  (x  +  zV  —  i . 

En  écrivant  a  au  lieu  de  0'  —  y.  dans  la  série  donnée  ci-dessus  pour  le  développement  de 
rcosw  +  fsinç cos(6' — a)]",  et  introduisant  des  exponentielles  au  lieu  des  cosinus,  on  a 

[[x  +  zY  —  i]"  =  2"z"(cosç  -+-  isin^  cosa)" 
^X„  +  iX.  e'"  —  X'â  e2'«  _  /xl'  <?^'"  .  .  . 
+  /  X',  c  -  ''"■  —  X"  e  -  ^'''-  —  /X"'  e-  ^ '■' 

'  Z  tf  Z-  m  Z^ 

X„  +  X„  -. h  X„  -,-r  +  X„  ^- 

sin  ç  sni-  ip  sm'  œ 

—  X„  sin  (p.z~  '  -1-  X.,  sin-  ç.z~-  —  X„  sin^  <^.z~^. 

Or  sin  'P  =  y/ 1  —  x-,  et  les  quantités  x!,"'  ^  sont  des  fonctions  de  x  seule.  La  série  précé- 
dente est  donc  ime  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z,  et  le  coefficient  de  z"*" 
dans  cette  série  est  exprimé  par  la  fonction  de  x  suivante 

- — X  ''"'  =  -=^L=-  X,';"' . 

sin^tp      "  v'(i  — ■^')'" 

Mais  par  le  théorème  de  Taylor,  ce  même  coefficient  est  égal  à 

rf"'*-'".{x^ —  i)" 

où  n  (/)  =  1 .2.3...  /.  Par  suite,  il  vient 

(  ,„ ,         sin™  ^       <•/"■*■'".  {x-'  —  I  )" 

Pour  m  =  G,  cela  fournit 

A-n  =  „  ,    , — r-TÎ 

2"  n(«)  dx" 

d'où  i)our  xl,'  '  cette  expression  générale 

(.-.)  n  in)  ,,7  d"  X„ 

"  n[n  +  m)^  dx" 

Pour  trouver  maintenant  P„  " ,  je  fais 

cos  w  =  /^,     /  sin  bi.e'"^  ^  z, 
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d'où  résulte  encore 

[Ip  +  zV  —  i]-("+')  =  (23)-("+')  (cosw  4-  (sin  w  cos  a)-'"*'' 

=  (2z)-(''+')     P„-4-p' -^  +  V"„^ 1-...— P'„  sinw.3-'4-P",  sin=t...3-'— ...  )• 

\  SiD  M  sin-  w  / 

Le  coefficient  de  z-f'+O+m  dans  cette  formule  est  — ; Pj,"  .  Pour  obtenir  une  autre 

sin"  w 

valeur  de  ce  même  coefficient  du  développement  de  [(p-i-zY  — 1]~'"+'),  j'observe  que 
le  principe  sur  lequel  repose  la  formule  de  Taylor  (à  savoir  l'égalité  des  dérivées  par- 
tielles par  rapport  h  p  et  z  d'une  fonction  de  p  -+-  z)  reste  .applicable  même  aux  déve- 
loppements qui,  comme  le  précédent,  contiennent  à  la  fois  des  puissances  positives 
et  des  puissances  négatives  de  z  à  l'infini.  Dans  un  développement  de  ce  genre,  soit  u 

le  coefficient  de  z"'"-^'  ;  et  le  coefficient  de  z-t"-^')*"  sera  ( —  1 1"  — ^ , — '•-;—• 

^  n  in)        dp" 

Dans  le  développement  proposé  de  [{p  +  :)- — !]-("+'),  le  coefficient  de  z-'""*"''  est 

■i-(."-^')  P„,  et  généralement  le  coefficient  de  z~;"^')+">  est P,','"'  ■  En  appliquant 

sin"  ft)  '^ 

donc  à  ce  développement  la  règle  générale  qu'on  vient  d'indiquer,  et  multipliant  par 

2""^'  sin""  M,  on  obtient 

P„  =   —  I  i^.sm"  w ■ -■ 

n  «j        dp"' 

Mais  P„  est  fonction  de  p  comme  X„  l'est  de  ;r ,  en  sorte  que 


on  aura  donc,  en  général. 


"        2"  n  [n)  dp"  ' 


pr'=(-xr-Hi"-")..(,-^f-^° 


2"U{n).n(ri')    ^         ^'  dp"-^"- 

En  substituant  les  valeurs  trouvées  pourXi'"',  pL'"\  l'expression  de  Y„  rapportée  ci-dessus, 
Y„  =  P„X„—  2P'„X'„  cos(9  — S'I-h  2p1x"  cos2(6— 6')  etc., 


devient 

_,  ..        2n/?  — I  sinw  sino  r/P„  rfX„ 

Y„r=P„X„H ^ ■-.— ;— ces  e  — 9' 

n  I  «  -+■  i }  dp'    dx'        ^  ' 

2UI/I  —  2)sin-Msin-»   rf'P„    c/^Xn 

-I ■ — --^- — r ■-■-j j—  cos2i9  — 0')  -+-  etc. 

n  [Il  -+-  2)  dp        dx  ' 

Telle  est  l'expression  du  terme  général  Y„  auquel  Laplace  a  applique  un  procède  tout 
fait  différent. 
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LES    EXPONENTIELLES    SUCCESSIVES    D'EULEU 


LKS  LOGARITHMES  DES  DIFFÉRENTS  ORDRES  DES  NOMBRES; 
Par  m.  J.-H.  GRILLET, 

Elève  de  l'École  normale 


•I .  La  première  partie  des  Actes  de  VJcademie  de  Saint-Pctershoiirg 
pour  l'année  1777,  contient  un  Mémoire  d'iiiiler  sur  l'expression 

b" 

que  Condorcet  avait  trouvée  pour  la  somme  d'une  série  particulière.  Je 
rencontrai  cette  même  expression  en  cherchant  la  solution  d'un  certain 
problème,  et  je  l'étudiai.  Je  ne  crois  pas  hors  de  propos  de  faire  con- 
naître les  résultats  auxcpiels  je  suis  parvenu,  parce  qu'ils  sont  plus 
précis  et  plus  complets  que  ceux  d'Euler;  j'y  joindrai  la  solution  du 
problème  qui  m'a  conduit  à  m'occuper  de  ces  questions. 

2.  L'expression  deCondorcet,  que  je  représenterai  par  F„  (/>,«),  n  dé- 
signant le  nombre  des  lettres  b,  n'a  pas  de  limite,  pour  n  croissant  in- 

définiment ,  quand  h  est  plus  grand  que  r""  =  1 ,444  667....  Si  h  est  coni- 

I 
pris  entre  i  et  e"^,  elle  aura,  pour  des  valeurs  convenables  de  u,  une 
limite  x  donnée  par  l'équation 

X  =z  b^ 

qui  a  deux  racines  positives:  l'une,  n,  comprise  entre  1  et  e;  l'au- 
tre, A,  plus  grande  que  e  =  2,718  28....  Toutes  les  fois  que  u  est  plus 
petit  que  A,  l'expression  a  pour  limite  a;  si  it=:  A,  elle  est  égale  à  A, 

Tome  X  -  Jcis  i845.  3o 
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quel  que  soit  le  nombre  de  lettres  /;  qu'elle  contienne;  si  u  est  plus 
grand  que  A,  elle  n'a  plus  de  limite. 
En  effet,  l'équation 

qui  fournit  la  limite  quand  il  y  en  a  une,  n'a  de  racine  réelle  que  si 
h  ne  surpasse  point  e" ,  car  la  droite  j'  =  .r  est  tangente  à  la  courbe 


jr  —.  \çc j  g|  If  (jgj  compris  entre  i  et  e'",  la  droite  j'  =  x  coupe  la 
courbe  j-  =  b^  en  deux  points  dont  les  ordonnées  sont  a  et  A,  et  comme 
l'ordonnée  du  point  de  contact  de  la  tangente  menée  par  l'origine  à  la 
courbe  est  toujours  égale  à  e,  quel  que  soit  b,  on  voit  que  a  est  tou- 
jours compris  entre  i  et  e,  et  A  entre  e  et  oo.  Si  ^  tend  vers  l'unité, 
a  >  b  tend  aussi  vers  l'unité,  tandis  que  A  croît  indéfiniment. 

Si  u  désigne  une  ordonnée  de  la  droite  j'=.x',  b"  sera  l'ordonnée  de  la 
courbe  qui  correspond  à  la  même  abscisse;  donc  quand  u  est  plus  petit 
que  a,  //'  est  plus  grand  que  «,  mais  encore  inférieur  à  a  ;  r„  [b,  u)  croît 
avec  n  et  tend  vers  a;  si  m  est  compris  entre  a  et  A,  b"  est  moindre 
que  u,  mais  plus  grand  que  «,  F„  {b.  u)  décroît  et  tend  vers  a  quand  n 
croît  indéfiniment.  Si  ii  est  plus  grand  que  A,  r„(^,  u)  croit  avec  n  et 
ne  peut  avoir  de  limite,  car  elle  serait  plus  grande  que  u  >  A. 

On  arrive  bien  simplement  à  ces  résultats  en  suivant,  sur  une  figure, 
la  marche  de  la  fonction  F„  (b,  u)  quand  n  croît.  Soient,  par  exemple, 
PL  lyjig.  I,  amA  la  courbe  j-  =  Z»^,  da\  la  droite^'  =  x,  aa' =^  a, 
AA'=  A,  et  soit  MM'  im  nombre  u  compris  entre  rt  et  A;  si  MM',  Î^N', 
PP',  QQ',...  sont  parallèles  à  OY,  7?iN,  ;;?,  f  Q,...  parallèles  à  OX,  on  a 

NN'  =  /)"  =  F,  (è ,  u) ,       PP'  =  F,  (/;,  u] ,      QQ'  =  F^{b,  u) ,...; 

donc  F„  (è,  u)  a  pour  limite  a  quand  n  croit  indéfiniment. 
Euler  a  exprimé  a,  A,  b  en  fonction  du  rapport  —  ^  p.  On  a 

a^p''"',     A=^pa,     b=^a''; 

ces  formules  font  connaître  exactement  une  infinité  de  valeurs  corres- 
pondantes de  a,  A,  b;  il  suffit  de  faire  varier />  entre  i  et  ce. 
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3.  Si  h  est  compris  entre  i  et  (-)  =  0.0(55988...,  F„(i,  u]  a  tou- 
jours une  limite,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  de  u.  Cette  limite  est 
la  racine  unique  a  de  l'équation 

X  =  h^. 

.Si  h  est  compris  entre  o  et  f -1  ?  l'expression  n'a  plus  de  limite,  à 

moins  que  u  ne  soit  égal  à  la  racine  unique  y  de  l'équation  oc  =  b%  et, 
dans  ce  cas.,  elle  est  toujours  égale  à  y,  quel  que  soit  le  nombre  de 
lettres  h  qu'elle  renferme.  Mais  pour  une  valeur  quelconque  de  u,  1  ex- 
pression où  n'entreraient  jamais  qu'un  nombre  pair  de  lettres  h  a  une 
limite  quand  ce  nombre  augmente,  et  celle  où  il  n'en  entrerait  qu'un 
nombre  impair  a  luie  autre  limite.  Ces  deux  limites  sont  données  par 
l'équation 

qui  a  trois  racines  positives:  l'une  est  y,  les  deux  autres  sont  com- 
prises, l'ime,  c.  entre  h  et  y;  l'autre,  C,  entre  y  et  i  ,  et  l'on  a 

^  <  t'  <  y  <  C  <  I . 

Si  l'on  prend  toujours  un  nombre  impair  de  lettres  h,  lexjjression 
de  Condorcet  a  poin-  limite  c,  quand  11  >  y,  et  pour  limite  C,  quand 
u  <  y. 

L'inverse  a  lieu  (piand  on  prend  toujours  un  nombre  pair  de 
lettres  b. 

Pour  arriver  à  ces  propositions,  je  vais  démontrer  cpie  les  deux 
courbes  j^  ^  Z»^,  X  =  A^  ne  se  coupent  qu'en  lui  point .  lorsque  h  est 

compris  entre  i  et  (-|  ,  et  en  trois  points,  si  b  est  compris  entre  (-j 

et  o.  11  est  d'abord  évident  ,y/g^.  2,  que  si  l'angle  Oyï  que  fait  avec  la 
bissectrice  de  l'angle  des  axes  la  tangente  à  la  courbe^  =;  5^  menée 
par  le  point^  =  x,  est  plus  petit  qu'un  angle  droit,  c'est-à-dire  si  b 

est  compris  entre  o  et  (-)  ,  il  y  aura  plusieurs  points  d'intersection.  Ces 

points  seront  situés  deux  à  deux  sur  une  même  perpendiculaire  à  Oy,  et 
si  l'on  considère  un  de  ces  groupes  de  deux  points,  que  C  et  c  soient 

3o.. 
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leurs  ordonnées  et  que  l'on  désigne  par  p  le  rapport  -  plus  grand  que 
l'unité  de  ces  deux  ordonnées,  on  aura 

c  =  /J^  c  =  b'. 


c  =  y9  '-/',     C  =  p^-/',     b  =  \  p  '-/' 

Si  p  croît  à  partir  de  l'unité ,  —  est  toujours  négatif,  ce  dont  on  peut 
s'assurer  en  remarquant  que 

pw-ip-^r- 

est  de  même  signe  que 

Upfp-{p-^)l 

on  ,  si  l'on  pose 

Ip  =  z, 
que 

[se5  -{e'  ~  I J. 

En  développant  cette  expression,  on  verra  que,  pour  toute  valeur  de  z 
plus  grande  que  o,  elle  est  négative.  De  même,  -j-  est  négatif,  —  posi- 
tif. Si  p  croit  indéfiniment,  c  tend  vers  zéro,  C  vers  l'unité  et  b  vers 
zéro;  si  /)  décroît  et  tend  vers  l'unité,  c  et  C  tendent  vers  |  -  )  et  ^ 

vers(-)  .  Si  donc /J  croît  indéfiniment  à  partir  de  i ,/;  décroît  continuel- 
lement de  (-)    à  o,  c  de  (-)  à  o  et  C  croît  de  (-j  à  i. 

De  là  résulte  qu'à  une  valeur  de  /)  ne  correspond  qu'une  valeur  de^, 
et  réciproquement;  donc  à  une  valeiu"  de  b  ne  correspondent  qu'une 
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seule  valeur  de  c  et  une  seule  de  C.  11  n'y  a  donc  plusieurs  points 
d'intersection  que  quand  b  est  compris  entre  ( -j  et  o  ,  et  alors  il  n'y 
en  a  que  trois  dont  lui  sur  la  droite  j-  ^  ao. 

4.  On  a ,  entre  les  ordonnées  des  deux  logarithmiques  jr  z=  h-' , 
X  =  f/,  et  de  la  droite  V;  =  Ç  qui  correspond  à  une  même  abscisse,  les 
relations 

(,)  j=b\    j  =  b^\ 

Mais  sij  dans  la  fonction  F„(b,  u),  on  remplace  u  par  ii'  >  u,  l'expo- 
sant de  la  n''''"^  lettre  b  augmente,  celui  de  la  {ii  —  i)"  dimimie.  celui 
de  la  («  —  2)"^  augmente ,  etc....  Donc 

F,„  {h,  u')  >  Fo„  (b,  u),       F2„+,  (b,  u')  <  F^,,^,  (b,  li). 

Si  b  est  compris  entre  (  -  )    et  i ,  et  que  u  soif  plus  petit  que  la  racine  a 

de  l'équation 

X  =  b^, 

h"  est  plus  grand  que  a,  b  est  plus  petit  que  a,  mais  cependant  plus 
grand  que  u  en  vertu  des  équations  (  t);  donc 

Fo,,  (/;,  ui  croît  avec  //  en  restant  plus  petit  que  a  ;  il  a  une  linute  S. 

^2n+i  {b,  u)  décroit  en  restant  plus  grand  que  y.  quand  n  augmente; 
il  tend  vers  une  limite  S'.  S  et  S'  sont  des  racines  de  léquation 

X-  =  b''\ 

que  l'on  obtient  par  l'intersection  des  deux  courbes  X  ^  b^ ,  j-  =  b-' . 
Ces  deux  courbes  ne  se  coupent  qu'en  un  point ,  cjui  donne  la  racine  a  : 
donc  F.,,i  [b,  le),  ¥2,,+,  [b,  u)  ont  tous  deux  pour  limite  a  qiiand  ?^  <  a: 
il  en  est  de  même  quand  u  est  plus  grand  que  a. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  si  i  est  compris  entre  o  ("t  (-)  • 

que  u  soit  plus  petit  que  c,  F2„(/^,  li}  croît  avec  71  et  tend  vers  c, 
Fîn+i  '\Pf  ")  décroît  quand  n  augmente  et  tend  vers  C.  Si  u  est  compris 
entre  -y  et  c,  Fj„  [b,  u)  décroît  et  tend  vers  c  quand  ?i  augmente,  tandis 
que  Fjn+i  {b,  u)  croît  avec  n  et  tend  vers  C;  de  sorte  que,  généralement, 
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foutes  les  fois  que  u  est  plus  petit  que  y,  F^n  {h,  u)  a  pour  limite  c . 
Fan-t-i  (^)  «)  a  pour  limite  C.  Ce  serait  le  contraire  si  u  était  plus  grand 
que  7- 

On  peut  encore  suivre  les  fonctions  Fo„  [b,  u) ,  'P^„^^  (J),  u)  sur  une 
figure.  Ainsi  soient, ^^g^-  2,  CDiyC  la  courbe  j'  =  è^,  cm'yC  la  courbe 
X  :=  i^,  ce  =  C,  Y/'  =  V;  (^^'  =  <^i  et  ç'Q'  :=  U  uu  uombre  compris 
entre  7  et  c.  Si  QQ',  /?//  NN',  MM',...  sont  parallèles  à  OY,  qp',  pn', 
nm',...  parallèles  à  OX,  on  a 

F,{b,u)  =  QQ\  F,{b,u)  =  VV',  F,{b,u)  =  l^W,  F,{b,u}  =  MM',..., 
F^{h,u)=qQ',     F,{b,u)  =  pl>',     F,'b,u^  =  nl!i',     F^(b,u)  =  mW,...; 

donc 

lim.  Fn„^,  {b,  u)  =  C,     lim  F2„  [b,  u)  =  r. 

5.  Je  passe  maintenant  au  problème  que  j'ai  annoncé  précédemment. 
Je  désigne  les  expressions 

logN,     log.log  N,     log.log.log  N,... 
par 

ZN,     hl^,     ZjN,..., 

et  je  les  appelle  généralement  les  logarithmes  des  différents  ordres 
de  N.  Je  me  suis  proposé  de  déterminer  entre  quels  nombres  doit  être 
comprise  la  base  b  d'un  système  de  logarithmes  ,  pour  que  tous  les 
losarithmes  des  différents  ordres  d'un  nombre  donné  N  soient  réels 
dans  ce  système.  Voici  quels  sont  les  résultats  que  j'ai  obtenus  : 

Si  N  est  plus  grand  que  e.  il  faut  et  il  suffit  que  b  soit  compris  entre 
I 

Si  N  est  compris  entre  i  et  e,  il  faut  et  il  suffit  que  b  soit  compris 

entre  i  et  N^. 

Dans  le  système  de  logarithmes  dont  la  base  b  est  comprise  entre 
I 
I  et  e'",  le  logarithme  de  l'ordre  n  d'un  nombre  quelconque  compris 
mire  les  racines  do  Y  équation 

X  =:  b" 
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désignées  précédemment  par  a  et  A,  augmente  avec  n  et  a  pour  li- 
mite A;  celui  d'un  nombre  plus  grand  que  A  diminue  cpiand  N  aug- 
mente, et  a  encore  pour  limite  A. 

Démonstration.  Si  4(N)  reste  toujours  réel  dans  le  système  de 
base  b,  il  faut  qu'il  soit  toujours  plus  grand  que  b,  sans  quoi  4^3  (N 
serait  imaginaire  ;  or  on  a 

N  =  F„(^/„N), 
donc 

N>F„(i,^.), 
quel  que  soit  n. 

Il  faut  que  F„  [b,  b),  qui  croît  avec  n,  ait  une  limite,  et  b  doit  être 

compris  entre  1  et  6%  si  N  est  plus  grand  que  e;  entre  i  et  N^,  si  N  est 
compris  entre  i  et  e.  Ces  conditions  sont  suffisantes,  puisque  dans  la 


base  yN"^/  les  logarithmes  des  différents  ordres  de  N  sont  tous  égaux 

Si  N  est  compris  entre  a  et  A ,  on  voit ,  d'après  la  relation 

N  =  F„(^, /„N), 

que  /„N  croît  avec  n,  car  d'abord  /„N  est  toujours  com|n-is  entre  a 
et  A ,  puisque 

l„(i  ^  a,     /„  A  =  A  ; 

en  outre,  F„,,  [b,  /„N)  est  plus  petit  que  F„  (è,  /„N);  donc,  puisque 

F„.,  (*,/„..N)  =  F„(/., /„]S), 

on  doit  avoir 

/„^.N  >  /„N. 

4N  croît  donc  avec  N  en  restant  inférieur  a  A,  et  il  a  une  luiiite 
ilonnée  par  l'équation 

la:  :=  X     ou     X  =  /r'  ; 

(  ouuue  cette  limite  ne  peut  être  a,  elle  est  égale  à  A.  De  même,  si  N 
est  plus  grand  que  A,  /„ N  décroît  quand  n  augmente  et  tend  aussi 
vers  A. 
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On  peut  arriver  à  ces  résultats  en  suivant,  sur  \a.Jig.  i,  la  marche  de 
la  fonction  /„N. 

6.  Si  la  base  b  est  comprise  entre  i  et  (  -  1  ?  il  n'y  a  qu'un  nombre 

dont  tous  les  logarithmes  des  différents  ordres  soient  réels;  ce  nombre 
est  la  racine  a  de  l'équation 

dont  tous  les  logarithmes  sont  égaux  à  a. 

Si  la  base  b  du  système  est  comprise  entre  o  et  (-]  ^  pour  que  tous 

les  logarithmes  des  différents  ordres  d'un  nombre  soient  réels  dans  ce 
système,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  compris  entre  les  racines  c  et  C  de 
l'équation 

x  =  b^% 

et  le  logarithme  de  Tordre  n  de  tout  nombre  compris  entre  c  et  C  tend 
vers  la  limite  y  quand  n  croît  indéfiniment. 

Démotistratinn.  Poiu'  c  et  C  on  a  toujours 

I^„  c  =  c.     /,„+,  c  =  C,     /„„  C  =  C,     /o„„,  C  =  c. 

Il  faut  encore ,  pom-  que  /„  N  soit  toujours  réel,  qu'il  reste  plus  grand 
que  b;  donc,  en  vertu  de  la  relation 

N=F„(/>,/„N), 
on  aura 

^>¥,„[b,b), 

N  <  F,„^,  (b,  b). 

Si  b  est  compris  entre  i  et  ( -j  »  il  faut  que  N  soit  égal  a  a  ;  si  />  est 
compris  entre  o  et  (-)  ^  il  faut  que  N  soit  compris  entre  c  et  C.  Ces 

conditions  sont  suffisantes,  puisque  les  logarithmes  des  différents  ordres 
de  c  et  C  sont  réels. 

7.  Si  N  est  compris  entre  i  et  ->  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  les 
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logaritliiiies  des  clilférents  ordres  «le  N  soient  réels,  que  l'on  ait 


h  < 
w  désignant  la  racine  plus  granile  (jiie  i  de  léquation 

si  iN  est  coinpris  entre  o  et       la  même  inégalité  devra  avoir  lien    ^  di- 

signant  la  racine  pins  grande  que  i  de  l'équation 

i> 
p'-r  -.  N; 

cela  résuite  des  loiinides  (pii  expriment  c  et  ('.  en  fonction  de  p. 

Si  N  est  compris  entre  c  et  C,  /„N  tend  vers  7  quand  n  croît  in- 
définiment; cela  se  démontre  comme  dans  le  cas  d'une  base  plus 
grande  que  l'unité,  et  l'on  peut  anssi  suivre  la  marche  de  /„N  sur 
la  Jh^.  a. 


ïoint>  X.  —  Jii.v  i8}5. 
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ADDITION  A  LA  NOTE 
SUR  QUELQUES  INTÉGRALES  MULTIPLES, 

INSÉRÉE    DANS    LE    CAHIER     d'aVRIT,  [*]; 

Par  m    a    CAYLEY 


On  démontre,  au  moyen  des  formules  que  j'ai  données  sur  ce  sujet , 
une  propriété  i  emarquable  de  l'intégrale  multiple 

V  =    I  dx,...  d.r„  xT'^' ■■■  X j^.  ' ...  o  [n,  —  x,  /,...)> 

prise  entre  les  limites 

■''  ;  ■ï"?  = 

En  effet,  en  supposant  toujours  que  l'on  peut  développer  la  fonction  o 
selon  les  puissances  entières  et  positives  de  /,  l'intégrale  V  peut  s'ex- 
primer sous  la  forme 

ou 

/i  =  a,  +...+  a„, 

Soif 

W=    l(Ix,..(p[a,  —  .r,  rr,... 

entre  les  mêmes  limites  que  V.  On  a 

W  —  7T       //,...  /?,.  S  7 ; Vf  0,^(1 


[*]  Voir  page  i58. 


PURES  Eï  APPLIQUÉES.  243 

En  iiuiili|)liaiii  |)ar 

e\  intégrant  depuis  T  =  o  jusqu'à  T  —  i .  on  obtient 


r(^-+/: 


X 


T«+'(,  -  T-/-^-^\Vc^ï 


= -'"  /',-..  *.,  s;::  (^,^„r.;^*^-/.^..^.  ^'?  «" >)■ 


puisque  en  gênerai 

On  a  donc  l'équation 

? —   Ç  '  X"-*-'  ri  -  T=)*-^^Wr/T  =  7:'"  /^...  /'„U. 

.Mettons  la  \al('ur  de  U  qui  en  résulte,  dans  l'équation  entre  V  et  U; 
faisons  aussi  <  =  i  ,  ce  qui  ne  nuit  pas  à  la  généralité.  On  a,  en  rasseni- 
hlant  les  formules, 


l  =    Çdx,...dx,,..xT'-\..x'';/;'...o  a,  -X,,  ..), 
N  =z    1  <7x,...  djc^.'pn,  —  .r,T,...\ 


i-)^ 


2*-^/-'r(*+/ 


I  (s-i,)  (*;  .t)"- ••(«  il'"'';-  *?  X  '  ■'""'  ^'  -  '"'"'  "  '''■ 


0  qui  établit  ce  lliéoreuie:  F.a  suite  des  intégrales  V  s'exprime  au 
moyen  des  coeflicients  différentiels  par  rajjport  à  //,...  //„  et  (i,...nj  de 
In  seule  intégrale 

r  '  T"-'  (,  _  T-j'-'-f  j  <h\...  (Lv„...  o  [ct,  —  r,  T....). 

\a\  supposant  (pie  les  indices  dans  V  soient  tous  pairs,  on  a  y     ;  o.  I.cs 

3r.. 
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symboles  ^-  ■■  n'entrent  plus  clans  l'expression  de  V.  En  changeant 

la  fonction  9,  on  a  ces  formules  plus  simples 

W=    r  dx, .  . .  dx„  .  'ù  (T^-,,...,  Tx„^ , 

où  V  s'exprime  au  moyen  des  coefficients  différentiels  [)ar  ra[)p()rt  à 
hf,...,h„  de  l'intégrale 

r  '  T"+'  (i  —  T-)*    fdx,...  dx., .  ç  [Vx,,...,  Tx„\ 

de  manière  que  nous  avons  trouvé  des  relalions  entre  des  intégrales 
définies  qui  contiennent  une  fonction  indéterminée,  assujettie  à  la  seule 
condition  d'être  développable  dans  les  limites  de  l'intégration  selon  les 
puissances  entières  et  positives  des  variables  [*],  mais  dans  les(juelles 
les  limites  sont  données  par 

74  +   ...   +  T^    ^    I. 


[*]  Cette  condition  est  supposée  dans  la  démonstration  ,  mais  il  me  paraît ,  d'après  la 
forme  du  résultat,  qu'elle  n'est  pas  essentielle. 
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MÉMOIKE 

SUR   LES  COURBES   A   DOUBLE   COURBLIW: 

Eï  EES  SUUFACES  DÉVELOPP ARLES  ; 
Vxn  M.  A.  CAYLEY. 


On  ti-ouve,  dans  la  Tlieorie  des  courbes  algi-briqiies  (\k  AL  Plticker, 
de  très-belles  i-echcrclics  sur  le  nombre  des  différentes  singularités 
(points  d'inflexion ,  tangentes  doubles ,  etc.^  des  courbes  planes.  Les 
mêmes  principes  peuvent  s'appliquer  au  cas  des  courbes  à  trois  di- 
mensions. Pour  cela,  considérons  une  suite  continue  de  points  dans  IVs- 
])ace,  les  lignes  qui  passent  par  deux  points  consécutifs,  et  les  plans  qui 
passent  par  trois  points  consécutifs;  ou,  en  en%isageant  autrement  la 
même  ligure,  une  suite  de  lignes  dont  chacune  rencontre  la  ligne  con- 
sécutive,  les  points  d'intersection  de  deux  lignes  consécutives,  et  les 
plans  qui  contiennent  ces  lignes;  ou  encore  de  cette  manière:  une 
suite  de  ])lans,  les  lignes  d'intersection  de  deux  plans  consécutifs,  les 
points  d'intersection  de  trois  olans  consécutifs.  C'est  ce  que  l'on  peut 
nommer  ini  sjslènte  simple,  (".e  système  est  évidennuent  formé  d'une 
courbe  à  double  courbure  et  d'une  surface  dévcloppable  ;  la  courbe 
est  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface,  la  surface  est  losculatrice 
dévcloppable  de  la  courbe.  F.es  points  du  système  sont  des  points 
dans  la  courbe,  les  lignes  du  système  sont  les  tangentes  à  la  courbe. 
les  plans  du  système  sont  les  plans  osculateursde  la  courbe.  De  même, 
les  plans  sont  les  [ilans  tangents  de  la  siu-face  ,  les  lignes  sont  les  géné- 
ratrices de  la  surface;  pour  les  points,  on  peut  les  nonnner  les  points 
de  rebroussement  de  la  surface.  J'entendrai  dans  la  suite  par  les  termes 
ligne  par  deux  points,  ligue  dans  deux  plans,  une  ligne  menée  pai 
deux  points  quelconques  (non  consécutifs  en  général)  du  système,  et 
la  ligne  d'inler.section  de  deux  plans  quelconques  (non  consécutifs  et: 
général)  du  système,  l'.nlln,  chaque  ligne  du  système  est  rencontrée. 
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en  général .  par  un  certain  nombre  d'autres  lignes  non  consécutives  i\\.\ 
système.  Je  nommerai  le  point  de  rencontre  d'une  telle  paire  de  lignes 
poii}t  dans  deux  lignes,  et  le  plan  qui  contient  une  telle  paire  plan  par 
deux  lignes. 

Supposons  qu'un  plan  donné  contient,  en  général,  m  points  du 
système,  qu'une  ligne  donnée  rencontre,  e?i  général,  r  lignes  du 
système,  qu'un  point  donné  est  situé,  r/i  général,  dans  n  plans  du 
système.  Le  système  est  dit  être  de  l'ordre  m,  du  rang  r,  de  la 
classe  n.  On  voit  tout  de  suite  que  l'ordre  de  la  courbe  est  égal  à 
l'ordre  du  système,  ou  à  m;  la  classe  de  la  courbe  au  rang  du  sys- 
tème, ou  à  r.  Et  de  même,  l'ordre  de  la  surface  au  rang  du  système, 
ou  à  /•;  la  classe  de  la  surface  à  la  classe  du  système,  ou  à  /i. 

Cela  posé,  les  singularités  proprement  dites  (ouvrage  cité,  page  20a) 
sont  les  deux  suivantes,  analogues  aux  points  d'inflexion  et  de  rebrous- 
sement  dans  les  courbes  planes  : 

î.  Quand  quatre  points  consécutifs  sont  situés  dans  le  même  plan, 
ou,  autrement  dit ,  quand  trois  lignes  consécutives  sont  situées  dans 
le  même  plan,  ou  quand  deux  plans  consécutifs  deviennent  identiques  ; 
je  dirai  qu'il  y  a  alors  un  plan  stationnaire ,  et  je  représenterai  par  la 
lettre  a  le  nombre  de  ces  plans. 

'i.  Quand  quatre  plans  consécutifs  se  rencontrent  dans  le  même 
point,  ou,  autrement  dit,  quand  trois  lignes  se  rencontrent  au  même 
point,  ou  quand  deux  points  consécutifs  deviennent  identiques;  je 
dirai  qu'il  y  a  alors  un  point  stationnaire,  et  je  représenterai  par  ë  le 
nombre  de  ces  points. 

Dans  le  premier  cas.  il  y  a  un  point  d'nifk-xion  sphérique  dans  la 
courbe,  et  une  ligne  d'inflexion  dans  la  surface.  On  n'a  pas  donné  de 
noms  à  ce  qui  arrive  dans  la  courbe  et  la  siu-face  dans  le  second  cas; 
et  puisque  la  singularité  est  suffisamment  distinguée  déjà  en  la  nom- 
mant point  stationnaire,  il  n'est  pas  nécessaire  de  suppléer  à  cette 
omission.  On  peut  dire  que  ces  deux  cas  sont  les  singularités  simples 
d'un  système.  Il  y  a  des  singularités  d'un  ordre  plus  élevé  dont  on  n'a 
pas  besoin  ici.  Ensuite,  il  y  a  des  singularités  d'une  autre  espèce,  en 
quelque  sorte  analogues  aux  poiiUts  et  tangentes  doubles,  mais  qui  ont 
rapport  à  un  point  ou  plan  indéterminé  (hors  du  système)  ;  savoir  : 
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5.  Un  plan  donné  peut  contenir,  en  gênerai ,  un  noniljre  g  de 
lignes  en  deux  plans. 

i.  Un  point  donné  peut  être  situé,  en  général,  dans  un  nombre  // 
de  lignes  par  deux  points. 

3.  Un  plan  donné  peut  contenir,  en  gênerai,  un  nondjre  x  de 
points  en  deux  lignes, 

6.  Un  point  donné  peut  être  situé,  en  ge'/u'ral,  dans  un  nonibie  j' 
âe  plans  par  deux  ligries. 

Ces  quatre  cas  sont  les  singularités  impropres  simples  du  système. 

Il  faut  maintenant  chercher  les  relations  cpii  ont  lieu  entre  les 
nombres  m,  r,  n,  a,  S,  g ,  h,  x ,j. 

Citons  d'abord  les  formules  de  M.  Pliicker  pour  les  courbes  planes 
(page  21 1),  en  changeant  seulement  les  lettres,  pouréviter  la  confusion. 
En  représentant  par  [j.  l'ordre  d'une  courbe,  par  v  sa  classe,  par  ç  le 
nombre  de  ses  points  doubles,  r,  de  ses  points  de  rebroussement ,  n  de 
ses  tangentes  doubles,  h  de  ses  points  d'inflexion,  l'on  aui-a  les  six 
équations 

V  —  p-ii.—  I  —  (2I  +  3-/;), 
l>=3ix.ii—2.  —  (6|+8y3), 
a  =  - |L/..p.  —  2 y.^  —  9  —  (il  +  3-/;)  {[J-lJ-  —  I  —G)  +  jç.!  —  1 

+  ^-r,.r,  —I  +  Qir,  : 

2  -    ' 

|x=  v.v  —  I  —  [la  -i-  3i), 
•/j  =  3v.v  —2  —  (6«  -f-  8i), 
S  =  -  v.v  —  2  V-  —  9  —  (2rt  +  3^»)  (v.v  —  I  —  (3)  +  in.a  —  i 

+  ^bJ)  —  I  +  Gab , 

dont  les  trois  dernières  se  dérivent  des  trois  premières,  et  vice  iwrsd. 
Considérons  ensuite  un  plan  donné  quelconque  en  conjonction  avec  le 
système.  Ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  plane.  Les  points 
de  cette  courbe  sont  les  points  de  rencontre  du  plan  avec  les  lignes  du 
système,  les  tangentes  île  cette  courbe  sont   les  lignes   de  rf^ncontre 
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du  plan  avec  les  plans  du  système.  Il  est  clair  que  la  courbe  est  dv 
l'ordre  /•  et  de  la  classe/?.  Chaque  fois  que  le  plan  contient  un  point  eu 
deux  lignes,  la  courbe  a  un  point  double;  aux  points  où  le  plan  ren- 
contre la  courbe  à  double  courbure ,  il  y  a  dans  la  courbe  un  rebrous- 
sement  (car,  dans  ce  cas,  il  y  a  deux  lignes  du  système  qui  coupent  le  plan 
en  un  même  point,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  dans  la  courbe  d'intersection  un 
point  stationnaire  ou  de  rebroussement  .  Quand  le  plan  contient  une 
ligne  en  deux  plans,  il  y  a  dans  la  courbe  une  tangente  double  ;  et  enfin, 
pour  chaque  plan  stationnaire  du  système,  il  y  a  dans  la  courbe  luie 
tangente  stationnaire  ou  une  inflexion.  Donc  nous  avons,  dans  la 
courbe,  /l'ordre,  n  la  classe,  x  le  nombre  de  points  doubles,  m  de 
points  de  rebroussement,  g  de  tangentes  doubles,  a  de  points  d'in- 
flexion ,  ce  qui  donne  les  six  équations  (équivalentes  à  trois  : 

71  =1  r.r  —  I  —  [ijc  -+-  3/») , 
a  =  3;'.r  —  2  —  (6a-  +  8/«), 


2  /■-  —  9  —  (aJ:  -i-  3iii]  (/■./•  —  I  —  6)  +  -ijc.x  —  I 
6xm  ; 


r  =  71M  ^  I  —  (2g  -t-  3a), 
??2=  3/i.«  —2  —  (Gg'  -L  8a), 


jc  ^  -  Il  n  —  1  rr  —  (j  —  (ig  -f-  3a)  {/i.ii  —  i  —  6)  -+-  ig-g  —  i 
-î-  9  a.a  —  I  +  Ggv. , 

(ou  l'on  peut  remarquer  la  symétrie  à  l'égard  des  combinaisons «,  a.  g. 
et  /•,  m,  x). 

De  même,  en  considérant  un  point  donné  quelconque  en  conjonc- 
tion avec  le  système,  ce  point  détermine,  avec  la  covu'be  à  double  cour- 
bure, une  surface  conique,  et,  par  des  raisonnements  pareils,  on  fait 
voir  que,  dans  cette  surface  conique,  Tordre  est  m.  la  classe  /",  le 
nombre  des  lignes  doubles  Ji,  des  lignes  de  rebroussement  0  ,  des  plans 
tangents  doubles^-,  des  lignes  d'inflexion  h,  ce  qui  donne  les  équations 
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(dont  trois  seulement  sont  indépendantes)  : 


/•  =  m.ni  —  I  —  (a/î  +  3o), 


n  =  3in.in  —  1  —  (6A  +  8ê), 


j  =  ~  m.m  —  1  iri^—q—  [o-h -+-  38;  {in.m  —  i  —  6)  +  ih.h  —  i 


m=  r.i—  I   —  [ij  ■+■  3n), 


§  =  3/.r—  2  —  ((y-  +  8«), 

/2  =  -  r./'  —  2  /•-  —  9  —  {ij  +  3«)  (r.r  —  i  —  61  +  2j-.7  —  1 

-f-  -  n.ii  —  I  -f-  6^//, 

(dans  lesquelles  on  remarque  la  correspondance  /',  n,  j;  m,  d,  h.  Et, 
en  les  comparant  avec  les  autres  six  équations,  la  corres|)ondance 
m,  r,  n,  a,  g,  g,  //,  jc,  j;  n,  r,  m,  ê,  a,  h,  g,  j,  .r). 

En  considérant  une  courbe  à  double  courbure  d'un  ordre  donné  m, 
on  peut  attribuer  à  h,  §  des  valeurs  quelconques  (entre  certaines  li- 
mites), et  l'on  a  alors,  pour  déterminer  les  autres  quantités  ,  les  équa- 
tions suivantes  : 


/■  =  m. m  —  I  —  (2A  +  36), 


71  =  3m.m  —  2  —  {6h  -+■  8ê), 
J  =  -  m. m  —  2  wi*  —  9  —  {ih  -4-  3g)  (m. m  —  i  —  6)  -^  ih.h  —  i 

+  9  g.g^r^  +  6Aê; 
2 

h  =  r.r  —  I  —  (q.x  -+■  3m), 

a  =  3r.r  —  2  —  (6a:  +  SiU), 

i(=-  r.r —  7.  r-  —  Q  —  {ix  -+■  3/m)  {r.r  —  i  —  6)  -+-  iX.x  —  i 

+  -  in.m  —  I  -!-  6nix. 
2 

3a 

TomeX.  -  Juin  iB^S. 
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Au  cas  d'une  courbe  plane,  les  trois  premières  équations  continuent 
d'être  vraies  j  mais  les  trois  autres  n'ont  pas  de  sens.  Le  cas  le  plus 
simple  est  celui  d'une  courbe  du  troisième  ordre  dans  l'espace.  On  a. 
dans  ce  cas,  /»  =  3,  «  =  i ,  é  =  o  ;  et  de  là  le  système 

m,  Ji,   r,   a,  g,  g,  h,  oc,  j; 
3,   3,  4,  o,   o,    1,    I,   o,   o; 

c'est-à-dire  l'osculatrice  développable  d'iuie  courbe  du  troisième  ordre 
est  une  surface  du  quatrième  ordre,  etc.  On  obtient  aussi  un  système 
très-simple,  en  écrivant  //z  =  4»  /'  =  2,  g  =  i ,  ce  qui  donne 

m,  n,  r,  a,   §,  g,  h,  x,  j; 
'j,   !\,   5,    I,    I.   a,   2.   -2,   -2. 

Mais  cela  n'appartient  pas,  à  ce  que  je  crois,  aux  couibes  les  plus  gé- 
nérales du  quatrième  ordre. 

Le  problème  de  classitier  les  courbes  à  double  courbure  au  moyen 
des  surfaces  que  l'on  peut  faire  par  ces  courbes,  ou  de  trouver  la  na- 
ture d'une  courbe  qui  est  l'intersection  de  deux  surfaces  données,  pa- 
rait appartenir  plutôt  à  la  théorie  des  surfaces  qu'à  celle  des  courbes. 
Je  n'ai  rien  de  complet  à  offrir  sur  cela.  Seulement  je  crois  pouvoir 
dire  que  quand  la  courbe  d'intf  rsection  de  deux  surfaces  des  ordres 
,y.,  V  est  de  Tordre  p^  ^ce  qui  est  le  cas  générai),  on  a  toujours 


■ih  ==  u.v.p.  —  IV  —  r , 

de  manière  que  la  classe  delà  combe  est  au  plus  mn{jn  +  n  —  aV  Mais 
j'espère  revenir  luie  autre  fois  sur  cette  question.  Il  est  presque  inu- 
tile de  remarquer  que  pour  un  système  qui  est  réciproque  polaire 
d'un  système  donné,  il  faut  seulement  changer  m,  r,  71,  a,  ê.  g,  h,  .x^j 
en  ji,  r,  m,  S,  a,  /?,  g,  j,  oc.  Par  exemple,  les  deux  systèmes  qui  vien- 
nent d'être  considérés  ont  des  réciproques  de  la  même  forme. 
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NOTE 

SUR    DEUX    SYSTÈMFS    GÉNÉRAUX    DE    TRAJECTOIRES    ORTHOGONALES; 
Par  m.  MicHAEL  R0BER1  S. 


M.  Serret,  dans  im  JMémoire  inséré  au  tome  VIll  de  ce  Jonrnal 
(page  498  ,  a  déterminé  les  trajectoires  orthogonales  des  conrbes  ([iii 
jouissent  de  cette  propriété  que  le  produit  des  distanct  s  d'un  point 
quelconque  de  l'une  d'elles  aux  sommets  d'un  pohgone  régulier  est 
constant.  Je  me  propose,  dans  le  présent  article,  de  donner  une  géné- 
ralisation et  une  démonstration  du  théorème  de  M.  Serret,  fondées  sur 
des  considérations  géométriques.  Voici  l'énoncé  de  notre  théorème. 

Désignons  par  r,,  r^,  r^,...,  /■„  les  distances  d'un  point  O  aux  som- 
mets P,.  P;,...,  P„  d'un  polygone  quelconque,  et  par  oj,,  oJov;  ''h,  It^s 
angles  OP,  V.,,  OP0P3,...,  OP„_,  P„;  je  dis  que  les  équations 

(U)  /'f  r!^  ri-..  /"^  =  ^>.-i-,u  +  v-e...-,-Oj 

i'U')  /.«,+  /xo)2-f-...-+-tïw«  =  (/  +  ,«.  +  ---  +  ï7)5, 

loù  A  et  (5  sont  des  paramètres  arbitraires,  X,  |x,  v,... ,  ot  des  nombres 
donnés  quelconques;,  représentent  deux  systèmes  de  trajectoires  or- 
thogonales. 

Soit  OO'  (oV  un  élément  d'une  couibe  quelconque  du  premier  sys- 
tème i\j) ,  on  a 

àr,  =  as  ces  P,  OO', 

<?/•..  =  o\cosP,00', 


(?/■„=  c?.ycosP„00'; 


d'ailleurs  l'équation  (U)  donne 


Sr,  Sr.  S/„ 

h   M. h...-|-   ST  — 

r,  '      r,  r,. 


=  o; 
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on  aura  donc 

/s  >  cosP.OO'  cosPiOO'  cosP„00' 

(«)  A h    y. 1-...+   37 =  O. 

r,  '  Tj  r„ 

Soit  encore  OO"  (oV)  un  élément  d'une  courbe  quelconque  du  sys- 
tème (U'),  on  aura 

Sto,         sin  P,  00  " 


3s' 

r 

Sa, 

= 

sin 

P= 

00" 

Ss' 

r 

S<j>„ 

sin 

P. 

00" 

et ,  à  cause  de  l'équalion  (U') , 


donc 

(«') 

^  sin  p,  00"             sin  P,  00  "                     sin  P„  00  " 

=  o 

On  conclut  aisément  des  équations  (u)  et  (u')  que  les  éléments  oV  et  as' 
sont  perpendiculaires  entre  eux;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Si  les  points  P,,  'P^,.--,  Pn  sont  les  sommets  d'un  polygone  régulier 
de  n  côtés  et  de  rayon  «,  et  que  les  quantités  ).,  p.,  v,...  soient  toutes 
égales,  on  pourra  aisément  déterminer  l'équation  des  courbes  du  sys- 
tème (U'j. 

Poiu-  cela  nous  poserons 

2  n  ■    ' 

7T  r. 

«2  =  dij, 

o  77  *  T  *' 


ce  qui  donne 


1>- 


—  (u,  +  Wj  +...+  &3„)  =  (I;,  4-  (j/2  +...+  tj-n- 
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On  aura  aussi,  en  désignant  par  ;•  et  gj  les  coordonnées  polaires  de 
notre  courije  relatives  an  centre  du  polygone, 

rsin  w 
tang  ']>,  = 


n  —  rcos  (.) 


rsm  (  w 

tang  4^2  ^ 


a  —  rcos 


tang  'i^„ 


2(«  —  i)îr 


2  («  —  l)7r\  ' 
a  —  ;•  cos  '  •  ■ '     ' 


/  7.{n  —  i)7r\ 

ou  [*J 
,  r     .  r-      .  r'       .      „ 

w,  =  -  sin  M  H sm  2w  +  ;— -  sin  iw  +..., 

'  a  la-  ôct'  ' 

d/a  =  -  sin  (fj -]  H sin  2  ( w ^)  +  ^  sin  3  (  u  —  — )  +..., 

,  ''     ■       /  2(n  —  l)ir\  r-       .  /  i\n  —  i)r\ 

ifn  =  -  Sin    W ^ )  H sin  2    w '— 

'  a  \  n        J         ia^  \  "        / 

ia'  \  «         /  ' 

ajoutant  ces  équations,  et  se  rappelant  que  la  somme 

1  ■  I     \  2  («  I  ^  77 1 

sin  Aw  +...+  sm  A'    oj ^ '— 

1  "         I 

est  égale  à  ?i  sin  Aw  ou  à  zéro  suivant  que  k  est  ou  non  divisible  par  n. 
on  aura 

,  ,  ,  r"     .  r"-"  r'"     .      ,,  r"  sin  //u 

■ii  -\-  u/j  H-...+  iii„^  —  Sin  nw  +  — -  sin  2«w  +  ir—  sin  onoj  +  ...  ^  arc  tang ) 

'  'a"  2«-"  Jn^"  ^  a" — r"cos/2w 

ou,  en  faisant  lang  ((|i,  4-  t}/o  +...+  ({/„)  =:  cot/jc?. 

(  I  )  r"  cos  7î  (w  —  ù)  =  a"  cos  «c?, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  de  M.  Serret. 

I*]  Voyez  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  xix°  cahier,  page  4'0. 
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La  propriét*'  qui  a  servi  à  former  cette  équation  a  été  constatée  de- 
puis longtemps  pour  l'hyperbole  équilatère,  ou  dans  le  cas  particulier 
de  n  =  a. 

Dans  le  Mémoire  déjà  cité,  INL  Serret  a  montré  que  les  courbes  re- 
présentées par  l'équation  (  i)  possèdent  n  sommets,  déterminés  par  les 

valeurs  de  l'angle  polaire,  â,  —  +  c?,...,  —  4-  ô*,  et  si  l'on  aug 

mente  les  rayons  correspondants  dans  le  rapport  y  7.  à  i ,  les  extré- 
mités seront  des  points  analogues  aux  foyers  des  hyperboles  éqnila- 
tères  qui ,  du  reste ,  font  partie  des  systèmes  de  courbes  que  nous  con- 
sidérons). Ces  points  sont  sur  la  circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  0 
est  déterminé  par  l'équation 

p"  :=  o.a"  COS  ll<^  , 

et  le  produit  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  aux  foyers  est  égal 
à  la  puissance  n"'"^"  du  rayon  correspondant  de  la  courbe;  enfin  le  lieu 
des  foyers  du  système  de  courbes  représentées  par  l'équation  i^i  est 
une  courbe  dont  léquation  est 

p"  z=  ia"  cos/jw. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  quelques  théorèmes  analogues  dans 
la  g<'ométr!e  spliérique. 

Soient  p,,  /îovj  p«  '^s  distances  mesurées  par  des  arcs  de  grands 
cercles,  d'un  point  O  aux  sommets  P,,  P,,...,  P„  d'un  polygone  quel- 
conque formé  aussi  par  des  arcs  de  grands  cercles,  et  u,,  Wj,...,  w„ 
les  angles  ÔP.P,,  OP2P3,...,  OP„^,P„;  il  est  facile  de  démontrer  que 
les  équations 

(V)  (tang  ■^)  ' (tang  '-^  "- (tang  ■!")"  =  (tang  \]  '^'"^-  '^^ 

(V')  >-Wi  -f-,ao)2  H- ...  +  syw«  =  ( ).  -i-  fx  + . . . -f-  ct)  6, 

représentent  deux  systèmes  de  courbes  orthogonales. 

Si  OO'  est  un  élément  d'une  courbe  quelconque  du  système  Y,  on 
trouve  aisément 

^    CCS  P,  00'  cosPjOO'  sinP„00' 

sm  p,  '        sin  pj  sin  p„ 
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et  de  même  si  OO"  est  un  élément  d'une  courbe  quelconque  du  sys- 
tème V,  on  a  aussi 

,  cos  P,  00"      cos  P.  00"         cos  P„  00" 

A — : h  y. — -. 1-...+ w   .  —  =  o, 

sin  p,      "^   sin  p,  sinp„ 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Si  les  points  P,,  Pa,.-?  P»  sont  les  sommets  d'un  polygone  régulier 
de  n  côtés  et  de  rayon  sphérique  a,  on  aura  facilement  en  coordon- 
nées polaires  p,  w  l'équation  des  courbes  du  système  V. 

On  trouve,  en  effet,  assez  facilement 

tang-^p,  =    • f-^-i — 2_i_^ — »AJl^ °  '       > 

"    -'  tang'-i^  ptang' yz -1- a  tang-j  a  tang  Ip  cos  w -+- 1 

tang-  Y  p  —  2  tang  j  a  tang  J  p  cos  I  m 1  4-  tang'  f  a 

tang^  i  F.  = ^ 7 ^^ ' 

tang-  {  p  tang'  ^  a  -t-  2  tang  ^  x  tang  y  p  cos  |  u )  "•"  ' 


/  3(/2  — Il77\ 

tang'  y  p  —  2  tang  j  a  tang  y  p  cos  I  w 1  +  tang-  y  a 

tang^  I  p„  ^  ■ T-^-T^^HT^Â ' 

tang'  I  p  tang  ^  x  H-  2  tang  \  a  tang  y  p  cos  lu  — 1  -h-  1 

et,  par  la  multiplication, 

tang-"  Y  p  —  2  tang"  7  a  tang"  y  p  cos  «m  +  tang'"  |  a  <r  ^n  P 

tang"'yp  tang'"iaq::  atang"yptang"-i-acos«w  +  I  "      2 

le  signe  supérieur  ou  inférieiu-  devant  s'employer  selon  que  //  est  pan 
ou  impair. 

On  déduit  aisémenl ,  pour  l'équation  différentielle  du  système  V. 

rfp       tang"-jp(i  ±  tang'"  y  g)  —  tang"  7  a  (i±  tang"  yp)cos/<M 

sinof/o)  tang"  7  a  sin  «w  (  i  :^  tang'"  y  p) 

Ij'intégration  de  cette  équation  s'effectue  sans  difficulté  :   0*  désignant 
une  constante,  on  trouve  pour  l'équation  du  système  V, 

,  I  ±  tang'"  \p  tang"  \  p   cos  «  (m  —  S) 

^   ^  i±  tang"  y  a         tang"  7  a  cos  «5 
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Si  «  =  2;  l'équation  du  système  V  devient 

^    - '^  I — tang'ja  tang'^^  °    -'  i — tang^yx  tang'y  p 

équation  qiii  présente  de  l'analogie  avec  celle  des  cassinoïdes  homo- 
focales.  Si  l'on  considère  la  courbe  représentée  par  cette  équation 
comme  la  base  d'un  cône  qui  aurait  pour  sommet  le  centre  de  la 
sphère,  cette  surface  sera  du  quatrième  ordre;  l'équation  (2)  pour  n^a 
deviendra 

I      __  (  I  —  siu^  a  sin-  S)  cos-  (m  —  S)  —  (  i  —  sin-  a  cos^^i  sin- 1  m  —  S) 
sin'  p  sin^  a  cos  20 

et  représente  des  hyperboles  équilatères  sphériques  ayant  même  centre 
et  un  point  commun. 

Concluons  donc  que  : 

Si  deux  droites  passent  par  un  point,  le  lieu  d'une  troisième  droite 
qui  passe  par  le  même  point  et  fait  les  angles  6,  0'  avec  les  deux  pre- 
mières, tel  que  le  produit  tang  \0  tang|^  5'  =  constante,  sera  un  cône 
du  quatrième  ordre,  et  le  système  de  cônes,  dans  lequel  cette  constante 
varie,  sera  coupé  orthogonalement  par  un  système  de  cônes  du  second 
ordre,  ayant  même  sommet  et  une  commune  arête.  Le  lieu  des  lignes 
focales  des  cônes  du  second  ordre  sera  un  cône  du  quatrième  ordre  et 
fait  partie  du  système  des  trajectoires  orthogonales. 

Ce  théorème  parait  être  analogue  à  un  théorème  donné  par  jM.  Lamé, 
et  dont  parle  M.  Serret  dans  le  Mémoire  si  souvent  cité. 
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MÉMOIRE 

SUR  LA  REPRÉSENTATION   GÉOMÉTRIQUE 

DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES    ET   ULTRA- ELLIPTIQUES; 

Par  31.  J.-A.   SERRET 


Oïl  sait  depuis  longtemps  que  les  arcs  de  la  lemniscate  sont  expri- 
mables par  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce,  de  module  —, 

et  par  suite  qu'ils  peuvent  être  ajoutés  ou  retranchés  entre  eux,  mul- 
tipliés ou  divisés  algébriquement,  de  la  même  manière  que  les  arcs  de 
cercle;  mais  la  lemniscate  est  la  seule  courbe  algébrique  chez  laquelle 
on  ait  jusqu'ici  constaté  cette  singulière  propriété. 

Legendre,  qui  s'est  beaucoup  occupé  de  ce  genre  de  questions,  a 
formé  l'équation  d'une  courbe  algébrique  du  sixième  degré,  dont  l'arc 
s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de  première  espèce,  augmentée 
d'ime  quantité  algébrique,  qui ,  à  la  vérité,  peut  disparaître  en  prenant 
convenablement  les  extrémités  de  l'arc,  mais  cpii,  n'étant  pas  nulle  en 
général,  empêche  la  courbe  d'offrir  une  rej)ivseiitation  parfaite  de  la 
première  transcendante  elliptique.  Enfin,  dansées  derniers  temps,  j'ai 
démontré  que  l'arc  de  la  cn&sinriide ,  dont  la  lemniscate  n'est  qu'un  cas 
particulier,  se  présente  sous  la  forme  d'une  fonction  ahéUenne,  décom- 
posable  en  une  somme  ou  une  différence  de  deux  fonctions  elliptiques 
complémentaires  de  première  espèce,  et  même  que  cet  arc  est  expri- 
mable à  l'aille  (Tune  simple  fonction  ellijitiqiie,  si  l'une  de  ses  extré- 
mités est  convenablement  choisie,  l'autre  demeurant  arbitraire.  Mais 
la  question  était  loin  d'être  résolue,   la  lemniscate  restait  toujouis  la 

Tome  X—  Jiillet  i845.  ^j 
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seule  courbe  algébrique  connue  dont  les  coordonnées  rectangulaires  x 
et  y  satisfissent  à  une  équation  de  la  forme 


dx^  -+-  (ly^  = 


st  +  ê  z -|-  Y  3  ^  -f-  I 


Depuis  la  publication  de  mes  premières  recherches  ,  deux  géomètres 
étrangers,  M.  William  Roberts,  de  Dublin,  et  M.  Tortolini .  de  Rome, 
se  sont  occupés  à  diverses  reprises  de  questions  analogues;  la  lecture 
de  leurs  intéressants  Mémoires  m'a  conduit  à  examiner  de  nouveau 
le  problème  de  la  représentation  de  la  première  transcendante,  que 
j'avais  abandonné  depuis  longtemps,  et  dont  la  solution  générale,  si 
elle  était  possible,  ne  me  semblait  pouvoir  être  due  qu'au  hasard. 

La  première  idée  des  recherches  nouvelles  auxquelles  je  me  suis 
livré,  et  que  je  publie  aujourd'hui ,  m'a  été  suggérée  par  une  propriété 
de  la  lemniscate,  à  laquelle  je  n'avais  pas  d'abord  attaché  une  grande 
importance,  et  qui  pourtant  paraît  être  la  seule  susceptible  d'une  géné- 
ralisation favorable.  Cette  propriété  de  la  lemniscate  consiste  en  ce  que 
ses  coordonnées  rectangulaires  sont  exprimables  en  fonction  ration- 
nelle de  l'amplitude  de  la  fonction  elliptique  qui  représente  l'arc;  on 
peut  la  vérifier  à  l'instant  même,  car  l'équation 

qui  appartient  à  la  lemniscate ,  est  évidemment  satisfaite  en  posant 


X  =    a\i1  ;  5       ^  =  rt  y  2 


d'où  l'on  déduit  aisément 


dz 


V'H-3' 

J'ai  été  ainsi  naturellement  conduit  à  chercher  les  différentes  solu- 
tions que  peut  admettre  l'équation  indéterminée 

dx-  -\-  dj^  =  Zdz^, 

en  prenant  pour  x.j-,  Z  des  fonctions  réelles  et  rationnelles  de  z. 

On  trouvera  dans  mon  Mémoire  la  solution  générale  de  ce  problème, 
qui  comprend  en  même  temps  et  la  représentation  des  fonctions  ellip- 
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tiques  et  celle  des  fonctions  ultrà-eliiptiques;  toutefois ,  comme  j'ai  eu 
spécialement  en  vue  les  fonctions  elliptiques  de  première  espèce,  je 
m'occuperai  d'abord  d'un  cas  simple,  celui  où  Z  est  une  fraction  ayant 
pour  numérateur  un  monôme  C^z'"'  et  pour  dénominateur  un  poly- 
nôme P  qui  ne  renferme  pas  de  facteurs  midtiples ,  en  sorte  que  l'équa- 
tion à  résoudre  sera 

Les  solutions  de  cette  équation  une  fois  trouvées,  on  connaîtra 
en  particulier,  parmi  les  courbes  algébriques  dont  les  coordonnées 
rectangulaires  sont  des  fonctions  rationnelles  de  l'amplitude  z,  quelles 
sont  celles  dont  l'arc  s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de  première 
espèce.  Nous  verrons  que  le  nombre  de  ces  courbes  est  illimité. 

IL 

Conformément  à  l'usage  adopté  par  plusieurs  géomètres,  nous  re- 
présentons par  /  l'imaginaire  y  —  '  >  en  sorte  que  l'équation  qu'il  s'agit 
de  résoudre  pourra  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

(i)  {djc  +  idj)  {(te  -  idf)  =  C=  î^\ 


et  l'on  voit  de  suite  qu'elle  n'admettra  aucune  solution  si  P  renferme 
des  facteui^  réels,  car  toute  valeur  réelle  de  z  qui  rendrait  infnu  le 
second  membre  de  l'équation  (i)  rendrait  nécessairement  infinis  les 
deux  facteurs 

dx  -+-  idf     et     dx  —  idj, 

ce  qui  est  impossible,  puisque,  par  hypothèse,  P  n'a  pas  de  facteurs 
multiples,  et  que  ;r  et  j  doivent  être  rationnels;  si  donc  on  désigne 
par  p  et  vs  deux  polynômes  conjugués  dont  le  produit  est  P,  l'équa- 
tion (i)  deviendra 

dx  -+■  idy      dx  —  idy 


{tY  ( 


^^"•.^ 


33. 
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Il  f  ■  .  •  •       '/x  -r-  i  dy  dx  —  /'  dr 

ce  qui  montre  que  les  deux  fonctions  rationnelles et  - 

dz  rfz 

p  îTr 

sont  conjuguées  et  ont  pour  module  l'unité;  on  aura  donc  nécessaire- 
ment, en  désignant  par  /  et  t  deux  polynômes  conjugués  premiers 
entre  eux,  et  par  w  un  angle  réel , 

djc  -+-  idr  =Ce'^' > 

•^  T       p 

dx  —  idr=Ce  -"'  ' 

t      zs 

chacune  de  ces  équations  est  une  conséquence  de  l'autre,  car  elle  s'en 
déduit  par  le  changement  de  /  en  —  i;  de  la  première  on  tire 


+  ;r  =  Ce""   I 


dz 
P 


Cette  équation  fournira  toutes  les  solutions  de  l'équation  (i  ,  et  il 
ne  s'agira  plus  que  de  (iéterininer  les  polynômes  conjugués  ^  et  r  par 
la  condition  que  l'intégrale 

rt  Z'"  dz 

J  '     P 
soit  algébrique. 

Or,  pour  qu'il  en  soit  ainsi ,  il  faut  évidemment  que  tous  les  facteurs 
de  p  se  trouvent  dans  r  ou  dans  t;  soit  donc 

P   =   P^P2        et        ?7  =  ST,  372, 

/>,  désignant  le  produit  des  facteurs  de  p  qui  se  trouvent  dans  t.  et^j  le 
produit  de  ceux  qui  se  trouvent  dans  r;  et  de  même,  cr,  et  zs^  étant  les 
facteurs  de  cr  qui  se  trouvent,  le  premier  dans  t,  et  le  second  dans  t, 
l'équation  (2)  pourra  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


3)  a-  H-  /r  =  Ce'^"   I  —       - 

^  -^  j   ^p^  p,  ^-^ 


Or,  p,  7^2  est,  comme  p,  un  polynôme  dont  le  module  est  \/P;  d'ailleurs 
ce  polynôme  est  évidemment  premier  avec  7/^2  >  si  donc  on  met  simple- 
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ment  p  au  lien  de  /j,?Jî,  ^  au  lieu  de  — %  l'équation  (3)  ne  sera  autre 

que  l'équation  (2),  où  t  sera  dès  lors  un  polynôme  premier  a  p. 

Ilsuit  de  là  que,  sans  altérer  la  généralité  de  la  solution  fournie  par 
l'équation  (a  ,  on  peut  supposer  le  polynôme  p  premier  avec  t.  Cela 
posé,  pour  que  l'intégrale  du  second  membre  de  l'équation (21  soit  al- 
gébrique, il  faut  que  -  et    par  suite  -  soient   entiers,    et   en    outre 

que  T  ne  contienne  aucun  facteur  linéaire  simple. 

Soient  p  un  polynôme  quelconque,  ô*  le  plus  grand  comnum  diviseur 

entre  ce  polynôme  et  sa  dérivée,  le  polynôme  ^  ne  différera  de  p  qu'en 

ce  que  chaque  facteiu-  linéaire  y  entrera  une  fois  de  plus,  el  représen- 
tera, par  conséquent,  un  polynôme  quelconque  n'ayant  pas  de  fac- 
teurs simples  ;  on  pourra  donc  poser 

T  =:  ^»     et,  par  suite,     <  =^  —1 

/■  et  >)  représentant  les  polynômes  conjugués  de  p  et  de  0. 
D'après  cela  ,  l'équation  (a)  donnera 

(4)  x  +  ij=Ce-  f  ^^zf'clz, 

où  l'on  ne  devra  prendre  pour  /•  et  p  que  des  polynômes  conjugués 
respectivement  divisibles  par  />  et  ^,  et  tels  que,  pour  chaque  racine  c 
de  l'équation 

p  =  o, 
on  ait 

f    {z  —  c)êr'zl' 


{{z-c)}p^p' 

m. 


De  ce  qui  précède,  on  peut  déduire  une  propriété  remarquable  des 
fonctions  rationnelles  x  etj  susceptibles  de  satisfaire  à  l'équation 
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Si  l'équation  précédente  est  satisfaite  en  posant 

U  V 

u,  V,  R  désignant  trois  fonctions  entières  premières  entre  elles,  la 
fonction 

UM-V- 
R 

sera  entière. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  l'équation  (4)-  Si,  en  effet, 
l'intégrale  du  second  membre  est  algébrique,  on  aura 

a:  -h  ir  ^  -^ 

P 

s-  désignant  un  polynôme  premier  à  p,  et  de  même 
Jc  —  iy  ^=  - , 

^'  r 

n  étant  le  polynôme  conjugué  de  s. 

Cela  posé,  si  \  R  et  \  S  désignent  les  modules  des  polynômes  r  et  f, 
.y  et  (7,  on  déduira  des  équations  précédentes,  par  la  multiplication, 

et  d'ailleurs  les  valeurs  de  oc  et  j-  seront  évidemment  de  la  forme 

U  ^ 

R        -^  R 

ce  qui  montre  que  Ton  aura 


De  ce  théorème,  qu'on  pouvait  facilement  établir  à  priori  à  l'aide 
de  simples  considérations  algébriques ,  résulte  aussi  un  moyen  très- 
simple  de  former  léquation  4)  j  mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas 
davantage  sur  ce  sujet.   Nous  nous  bornerons  à   remarquer  que  si 
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l'équation  proposée  admet  une  solution  rationnelle 

U  V 

U        V 

les  fractions  —  et  --  seront  irréductibles,  car  tout  facteur  coinnum  à  R 

et  à  l'une  des  fonctions  U  et  V  devrait  nécessairement  diviser  l'autre, 
puisque  la  fonction 

R 

est  entière;  or  cela  ne  sera  pas,  car  on  pourra  toujours  supposer  les 
polynômes  U,  Y  et  R  débarrassés  de  leurs  facteurs  communs. 

IV. 

Nous  allons  maintenant  faire  l'application  de  ce  qui  précède  au  cas 
des  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce;  mais  auparavant  nous 
croyons  utile  de  présenter  quelques  observations  sur  la  transformation 

de  l'intégrale  elliptique    /  ^^  dans  laquelle  P  est  un   polynôme  du 

quatrième  degré,  dont  les  quatre  facteurs  linéaires  sont  unaginaires  et 
conjugués  deux  à  deux. 

Soient  a  et  a  deux  racines  conjuguées  de  P  =;  o,  />  et  ê  les  deux 
autres ,  et  posons 


J   \!(z  —  a 


f{z  —  a){z  —  a.){z—b)[z—€) 

la  transformation  réelle  du  premier  ordre  est  toujours  possible,  bien 
que  les  quatre  racines  de  P  soient  imaginaires.  Soit  donc 


(jU 


I  -t-  « 
et  substituons  ces  valeurs  dans  F,  on  aura 


dz^  (q  —  p)  '. -> 


*=^^-)l-  '    '    ^  ./  ^(._«3^)(._^)(,_»r:.)(„_l^.) 
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L'intégrale  en  u  est  de  la  même  forme  que  la  proposée,  et  1  on  pourra, 
comme  on  sait,  disposer  des  indéterminées/^  et  ^,  de  manière  à  faire 
disparaître  les  puissances  impaires  de  u  sous  le  radical;  mais  ceci  peut 
se  faire  de  deux  manières,  et  c'est  ce  qu'il  importe  de  bien  remarquer  : 
en  d'autres  termes ,  si  Ton  pose 


\  a  —  a  I   \  a  —  v.!\  a  —  b 


a)^ 


on  pourra  toujoiu's  disposer  des  indéterminées  p  et  q,  àe  manière  que 
deux  racines  conjuguées  de  P'  ^  o  soient  respectivement  égales  et  de 
signes  contraires  aux  deux  autres,  ou  bien  que  chaque  racine  soit  égale 
et  de  signe  contraire  à  sa  conjuguée. 

En  premier  lieu,  pour  que  chaque  racine  de  P'soit  égale  et  de  signe 
contraire  à  sa  conjuguée,  il  faut  et  il  suffit  que 


a — p          a — p 

-\ —  O, 

b  —  l>           ê  —  p 
7  —  "          7  —  6 

On  en  déduit 

P(l          2     (/'^7)+«a  =  o- 

P'i ~-  (p  +  q)  +  h^-- 

d'où 

I     ,                ,                 ay.  —  iê 

-  f  D  +  r/1  =  ■ — ; el 

,    „„_««(*+§)-*«(«  +  «) 

o, 


a~\-a.  —  b  —  S  •'  a -\- a — b- 

On  déduit  de  là  tres-aisément 


(p-lV  ^  ia-é)(^-ë)(a- 
\2/  [a  +  a  —  b 


'P^iy          nn          nu        /^-?V   -  (^ -é)(^-ë)(a-6)(a-e) 
^  pq,       ou       (-^-j     -  r«a-._é-êV ' 


et  si  1  on  fait 


on  aura 

{p-<ù'  = 


in ,      h  =  m'  -h  in', 
in ,      ê  =  m'  —  in' 


{(m  —  /«')-'+  («  —  n'y]  [(m  —  to' )'-)-(«  +  n'y] 
[m  —  m'y 
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D'ailleurs 

(m-  -+-  fi")  —  (m'^  -\-  n'-) 

p  -^  q  = — —, -\ 

ce  qui  montre  que  les  valeurs  de  p  et  q,  que  nous  cherchons,  seront 
toujours  réelles. 

A  la  vérité,  ces  valeurs  de  p  et  ç  seraient  infinies,  si  Ion  avait  ni  =^m; 

mais,  dans  ce  cas,  en  posant  z  =  //  +  m,  l'intégrale  l  '—  se  trans- 
formerait en  une  autre  de  même  forme    /  --=■>  et  chaque  racine  de  P' 

J   \/P'  ' 

serait  bien  égale  et  de  signe  contraire  à  sa  conjuguée. 

En  second  lieu,  je  dis  qu'on  peut  déterminer  ^  et  ç  de  manière  que 
deux  racines  conjuguées  de  P'  soient  respectivement  égales  et  de  signes 
contraires  aux  deux  autres. 

Pour  que  cela  ait  lieu ,  il  faut  et  il  suffit  que  Ion  ait 

a  —  p  b — p  a — p  6 — p 

q — a  q  —  0  q  —  a  q — B 

Comme  nous  ne  pouvons  prendre  pour/?  et  q  que  des  valeurs  réelles, 
l'une  de  ces  équations  sera  toujours  une  conséquence  de  l'autre,  car 
elle  s'en  déduira  par  le  changement  de  i  en  —  i. 

De  la  première  on  tire ,  en  posant  a  =^  m  +  in,  h  =  m'  +  in', 

(m -\-m') -{- (n-{- n')  i  ,  s         ,        ,  ,•,         ,        ,  ,    \  ■ 

pq  —  \ i ^ '    (^p  ^  q^  -^  [mm  —  nn)  -:-  {mn  +  m  n\  i  =  o. 

Cette  équation  se  décompose  nécessairement  dans  les  deux  suivantes  : 

m  +  m'  ,  .  ,         ,  , , 

pq  —  (f  +  ?)  +  (mm  —  nn  )  =  o. 

— '■ —  (p  +  9)  ~  (mn'  -h  m'n)  =  o, 


d'où  l'on  tire 


P  -\-q  mn'  -\-  m' n 


P9 


n-\-  n' 
n'  [m"  +  n')  ■+-  n  {m"  ■+-  n'^) 


n  +  /i 


p-_qy  __  _  ^^^,  {m  —  m'y-i-(n  +  n'j-' 
2    /  («  +  «'.)' 

Tome  X     -  Juillet  i8(.S  34 
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Les  valeurs  de  p  et  q,  fournies  par  ces  équations,  seront  réelles  si 
l'on  prend  pour  a  et  b  deux  racines  de  P  non  conjuguées  et  dont  les 
parties  imaginaires  soient  de  signes  contraires. 

Si  cependant  n  -h  n'  était  nul ,  les  valeurs  précédentes  de  ;^  et  ^  se- 
raient infinies;  mais,  dans  ce  cas,  on  obtiendrait  l'intégrale  transfor- 

^1.1  1  '  m  -\-m'  , .         , 

mee  en  mettant  dans  la  proposée  z  +   au  heu  de  z. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  jc  et  j'  sont  les  coordonnées  ra- 
tionnelles d'un  (  ourbe  dont  l'arc  soit 


Ç  dz 

.    7p' 


dz 

7?- 

on  pourra  toujours  supposer  que  chaque  racine  de  P  =  o  est  égale  et 
de  signe  contraire  à  sa  conjuguée,  ou  bien  que  deux  racines  conju- 
guées sont  égales  et  de  signes  contraires  aux  deux  autres;  car,  s'il  en 
était  autrement,  on  ramènerait  l'intégrale  proposée  à  cette  forme  par 
une  substitution  réelle  et  rationnelle,  et.  en  faisant  la  même  substitu- 
tion dans  .r  etj".  ces  fonctions  ne  cesseraient  pas  d'être  rationnelles. 

C'est  la  seconde  forme  de  1  intégrale  que  nous  adopterons,  et  l'équa- 
tion indéterminée  qu'il  s'agit  de  résoudre  sera 


a  et  a  é^ant  deux  constantes  imaginaires  conjuguée*. 

V. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  au  §  II,  on  obtiendra  toutes  les  solutions  réelles 
et  rationnelles  de  l'équation  précédente  au  moyen  de  la  formule 


'5)  jc  -h  ij  =  Ce""' 


où  p  désigne  un  polynôme  divisible  par  rs  et  dont  chaque  racine  c 
satisfait  à  la  condition 


(6)  .   L 


[z  —  c)-- 

p^ 
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En  général,  pour  une  forme  déterminée  des  polynômes  ç>  et  r,  les 
conditions  exprimées  par  l'équation  (6)  ne  pourront  subsister  en  même 
temps;  mais  il  existe  un  cas  très-étendu  où  elles  pourront  toujours 
être  satisfaites,  c'est  celui  où  les  polynômes  p  et  r  ne  renfermeront  que 
les. facteurs  linéaires  des  polynômes  donnés  ts  el  p.  Ce  cas  est  aussi  le 
seul  que  nous  considérerons  dans  ce  Mémoire. 
Soit  posé 

p  =  {z-  —  a-),     r=  {z  —  ay"  (2  +  af,      2f  —iz  —  af-'  [z  -h  a)"-', 
zs  =  iz"  -  a"),     p  =  (2  -  a)""  (z  +  a)",     (?  =  (z  -  a)'"-'  (z  +  a/^' , 

l'équation  (5)  deviendra 

si  l'on  fait,  pour  abréger, 

'  ^  '  (z  +  a)"^'  '  (z  —  a)"+' 

on  aura 

(z  —  a)'"(z  -+-  a)" 


(8) 


{z-o.)-^^ 

(z -!-«)"+■ 

<f(a.)                      ç'(a) 

?"W 

(z-a)—           ,.(z-a)"           . 

.2.(z-«)"- 

+  (-")               f(-=') 

f  (-a) 

(z  +  a)"+'           1.(2  + a)"           1 

.  2.  (z -(-«;«-' 

?"(«) 


l  .2. .  .»l(z  —  a) 

I  .  2 . .  .  fl  (z -t- a) 


Cela  posé,  pour  que  l'intégrale  du  second  membre  df  léquation  (n) 
soit  algébrique,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

u)  0'"  a.  =  o     et     li" (  —  a  =  o ; 

uiais  l'une  de  ces  équations  est  évidennnenl  une  conséquence  de  l'autre, 
car  si  l'on  chasse  les  dénominateurs  dans  l'équation  18),  le  premier 
membre  sera  un  polynôme  du  degré  m  -\-  n,  et  le  second  un  polynôme 
du  degré  m  +  «  +  1  ;  le  coefticient  de  z"'+"+'  sera  donc  nul  de  lui- 

34.. 
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même,  et  l'on  aura 

1 . 2 ...  m  1.2.../? 

Si  donc  l'une  des  équations  (9J  est  satisfaite,  1  autre  le  sera  nécessaire- 
ment aussi. 

Les  équations  (9)  établissent  ainsi  entre  n ,  a  et  les  nombres  entiers 
m  et  n  ,  une  relation  unique 

D'ailleurs  on  peut  donner  au  produit  aa  telle  valeur  que  l'on  vou- 

/dz 
-pr;  l'équa- 
tion (10)  déterminera  donc  entièrement  les  quantités  a  et  a  en  fonction 
des  nombres  m  et  n ,  et  il  faudra,  en  outre,  que  ces  valeurs  de  a  et  a 
satisfassent  à  l'équation 

j  Cf.,  a   =  o, 

que  Ton  obtient  en  changeant  dans  l'équation  10  les  quantités  a  et  a 
Tune  en  l'autre;  or  je  dis  que  cette  condition  sera  toujours  remplie, 
à  cause  que  l'équation  (10)  est  symétrique  par  rapport  aux  quantités 
a  et  a. 

VL 

Nous  examinerons  d  abord  un  cas  simple,  celui  de  ?/i  =  i ,  n  restant 
quelconque,  et  nous  donnerons  en  même  temps  les  valeurs  des  mo- 
dules des  fonctions  elliptiques  comprises  dans  ce  cas  particulier. 

On  a.  dans  ce  cas, 


d'où 


et  1  équation 


,  _  (a  — a)  (2  + a)" 

\  '  f^j_,1»-t-i 


y'  (z)  I  I)  n- 

aiz]  z  —  a  z-\-a  2- 


0'  [a.)  =  o 
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devient,  dans  ce  cas, 

elle  lie  change  pas,  comme  on  voit,  en  changeant  lune  en  l'autre  les 
quantités  a  et  a. 

Si  donc  on  prend  pour  a  et  a  des  quantités  satisfaisant  à  l'équa- 
tion (i  i),  l'arc  de  la  courbe  algébrique  définie  par  l'équation 

r  {z—a){z  +  aY     j 

sera  représenté  par  l'intégrale  elliptique 
C    f  '' 

dont  le  module  k  (^  en  ramenant  l'intégrale  à  la  forme  j    .-_^^^.^^-^  ) 
a  poiu'  valeur 

k  = 


la  lemniscate,  comme  chacun  sait,  correspond  au  cas  le  plus  simple 
de  «  =  I . 

Considérons  encore  le  cas  particulier  de  m  —  i. 

On  a 

d'où 

fi^)  ^  _±_  ^  _1 'Ltl , 

(p(z)  z  —  a  z  -+-  a  z  -hu 

et 


'(z)  _    /     2  _n "  +  i 


<p(z)     ~"    \z  — a  i  +  a  z+a)  \(2  —  «)'  («  +  ")' 

D'après  cela,  l'équation 

ç"  (a)  =  o 
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sera 


«-l-i\^  /       2  n  n  +  A  

~Ta~  '      ~    \(a  — «)=  "•"  (a-)- a)'  4^/   ~  °' 


(«+  i)(n  +  2)(^^)    -4(„+,)f«_2):^^  +  4(n='-5«+2)=o, 
et .  (jar  suite, 


eu  sorte  que  si  «  et  a  sont  des  imaginaires  conjuguées ,  satisfaisant  à 
l'équation  (12),  l'arc  de  la  courbe  algébrique  définie  par  l'équation 


J     (z  — a)'(z- 

sera  représenté  par  l'intégrale  elliptique 


^(z-'—a-){z'—a') 

Les  deux  quantités  a  et  a  sont  entièrement  déterminées  par  l'équa- 
tion (ïa);  car,  ainsi  que  je  l'ai  dit  précédemment,  on  peut  supposer 
leur  produit  égal  à  i  ;  il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  valeurs  du  se- 
cond membre  de  l'équation  (12)  sont  toujours  ])lus  petites  que  2.  ex- 
cepté dans  le  cas  de  n^  i,  et,  par  conséquent,  les  quantités  n  et  a 
déterminées  par  cette  équation  seront  toujours  imaginaires,  comme 
cela  doit  être. 

Dans  le  cas  de  n  =  i ,  l'iuie  des  valeurs  de est  —  2  ;  elle  doit 

être  rejetée,  car  elle  donnerait  a  -h  a.  =  o;  mais  ce  cas  a  déjà  été 
traité  précédemment,  et  l'on  a  vu  que  si  lun  des  exposants  in  et  n  est 
l'unité,  il  n  existe  qu  une  valeur  unique  pour  le  module  de  la  fonction 
elliptique  correspondante. 

Quant  au  module  k  de  la  fonction  elliptique,  dont  nous  nous  occu- 
pons en  ce  moment,  on  aura  pour  !a  valeur  de  son  carré 

,.,  «(«-!-  I  _)  ±  v'2  «  («  -I-  i) 

~  {n -h  i]  (n -h  2) 
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VII. 

Nous  venons  de  voir,  an  paragraphe  précédent,  que  dans  le  cas 
particulier  où  l'un  des  nombres  m  et  n  est  égal  à  i  ou  à  2 ,  les  équations 
équivalentes 

(T,"'  (a)  =  o,     'J>"(—  a)  =  o. 

établissent  entre  a  et  a  une  relation  unique  oii  ces  quantités  entrent 
symétriquement,  et  de  cette  circonstance  seulement  est  résultée  la 
possibilité  de  former  deux  classes  de  modules  pour  lesquels  les  fonc- 
tions elliptiques  de  la  première  espèce  sont  identiques  aux  arcs  de 
couibes  algébriques  à  coordonnées  rationnelles . 
Cette  propriété  dont  jouit  l'équation 

J\a,  a)  =  o, 

d'être  symétrique  par  rapport  aux  quantités  a  et   a,  subsiste  pour 
toutes  les  valeurs  possibles  des  entiers  m  et  n,  en  sorte  que  si  Ion  pose 

[a-haf  _ 
elle  prendra  la  forme 

n(Ç)  =  o, 

et  sera  du  degré  (5  en  Ç,  5  désignant  le  plus  petit  des  nombres  m  et  n. 

L'équation  en  Ç  a  pour  racines  les  carrés  des  modules  des  fonctions 
elliptiques  correspondantes  aux  valeurs  données  de  m  et  n;  mais  si  le 
plus  petit  de  ces  nombres  surpasse  a ,  l'équation  sera  au  moins  du  troi- 
sienie  degré  et  ne  pourra,  en  général,  être  résolue. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  aurons  rigoureusement  établi  qu'il  existe 
une  infinité  de  classes  de  modules  pour  lesquels  les  fonctions  de  pre- 
mière espèce  correspondantes  sont  représentées  par  des  arcs  de  courbes 
algébriques  analogues  à  la  lemiiiscate. 

VIII. 

Il  est  indifférent,  pour  former  l'équation 

/{a,  (x)  —  o, 
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de  se  servir  de  1  une  ou  de  l'autre  des  équations  (9)  ;  nous  supposerons 
que  m  soit  inférieur  ou  au  plus  égal  à  «,  et  nous  prendrons  la  première 
des  équations  (9) 

<p'»(a)  =  o. 

Si  1  on  fait,  pour  abréger, 

X(£)=(z-a)'"(z+«)«, 
on  aura 

(f  (z)  =  x(2)-(z  +  «r""', 

d'où  ,  en  différentiant  m  fois,  et  représentant,  suivant  l'usage,  par 

v{e) 

le  produit  des  0  —  i  premiers  nombres  entiers, 

Comme  le  nombre  m  n'est  pas  supérieur  à  n,  les  quantités 

seront  toutes  divisibles  par  (a  -f-  a)"~'",  qui  ne  peut  être  nul ,  en  sorte 
que  l'équation 

(p'"  (a)  =  o 
deviendra 

on  a  d  ailleurs 

X  (a)  =  (a -«)'"(«  +  «)", 

et ,  en  développant  d'après  les  puissances  de  c/.  +  a, 

x(«)  =  r(^z  +  o2:,^J-0%(L-Uor(ç  +  .)' 

différentiant  ^>  fois  par  rapport  à  a,  on  aura 
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en  sorte  que  l'équation  (i3)  deviendra 

(Hj      °— Z<p^^^^^^  i— '^         r{m-p+i)r{p+i)r{m-q+i)T(q+l)r{n+m-p-q+l)' 

Telle  est  l'équation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  quantités  a  et  a. 
dans  le  cas  le  plus  général  que  nous  ayons  considéré  ;  elle  est  évidem- 
ment symétrique  et  homogène  par  rappoit  à  ces  quantités,  en  sorte  que 
si  l'on  pose 

elle  prendra  la  forme 

n(ç)  =  o, 

et  sera  du  degré  //*  en  Ç,  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

IX. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  plus  particulièrement  des 
courbes  appartenant  aux  deux  premières  classes  que  nous  avons  dis- 
tinguées plus  haut  et  qui  correspondent  aux  cas  les  plus  simples  de 
/w=  i  et  m  =  2,  n  restant  quelconque;  mais,  auparavant,  il  convient 
d'établir  lui  théorème  important  qui  nous  sera  d'une  grande  utilité. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  au  §  II ,  on  satisfera  à  l'équation 

où  P  est  un  polynôme  qui  ne  renferme  ni  facteurs  réels,  ni  facteurs 
multiples,  en  posant 

•^  J   P^p' 

si  l'intégrale    du  second    membre    est    algébrique,    elle    sera    de    la 

forme  ^>  s  étant  un  polynôme  premier  à  p,  et  l'on  aura 

P 

ps'  -sp'  =  Ce-'z.-&^, 
p'  et  v'  désignant,  suivant  l'usage,  les  dérivées  des  polynômes  p  et  s. 

Tome  X.  —  Juillet  i845.  35 
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Cette  équation  .  en  désignant  par  s  une  constante  quelconque ,  peut 
s'écrire  de  la  manière  suivante 

p  {/  —  £/5')  —  p'  (s  —  sp)  =  Ce'^'z'^â^- 

Cela  posé,  si  z  —  c  désigne  un  facteur  linéaire  qui  divise  0  fois  le  po- 
lynôme - 1    et  si  l'on  prend  pour  £  la  valeur  de  -   correspondante  à 

z  =  c ,  l'équation  précédente  montre  que  s  —  ip  sera  divisible  0  -\-  -2 
fois  par  z  —  r  ;  on  aura  donc 


d'où 


s  -  sp  =  {z-cy^^s, 


-     ou     X  -\-  ir  = '— h  constante. 


Ce  théorème  nous  permettra  de  former  sans  difficulté  les  équations 
(les  courbes  appartenant  aux  deux  premières  classes. 

X. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  au  §  VI,  si  /?  et  cz  désignent  des  quantités  imagi- 
naires conjuguées  satisfaisant  à  l'équation 

■■  fl'-f-a^  n  —  1 

ax  «  -f-  T 

la  courbe  définie  par  l'équation 

X  +  lY  =  Ce"'       7-^^ — ,;;        /--  dz 
est  algébrique ,  et  son  arc  est  représenté  par  l'intégrale  elliptique 

C  r-_..^_. 

J     V  (z-  —  a')  (z'  —  a') 

Dans  le  cas  que  nous  considérons  en  ce  moment ,  le  polynôme  -  est 

divisible  par  (z -+-«"-' ;  donc,  en  vertu  du  théorème  du  §  IX,  le 
numérateur  àe  x  +  ij  sera  divisible  par  (z  -\-  a\"^\  et  comme  ce  nu- 
mérateur ne  peut  être  d'un  degré  supérieur  à  n  4-  i,  on  aura  néces- 
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sairement  un  résultat  de  la  forme 


rln+l 


'  '  5)  X  +  lY  —  Le""  '         -+-  constante; 

•^  {z  —  a.)  [z  +  a)"  ' 

C  et  w  sont  encore  des  constantes  réelles,  un  peu  différentes  néan- 
moins de  celles  qu'on  désignait  tout  à  l'heure  par  les  mêmes  lettres. 
Telle  est  l'équation  qui  détermine  les  courbes  de  la  première  classe  ;  le 
principe  à  l'aide  duquel  elle  a  été  formée  ne  peut  pas  être  appliqué 
dans  le  cas  de  «  =  i  qui  appartient  à  la  lemniscate,  à  cause  que,  dans 
ce  cas,  le  polynôme  -  n'est  plus  divisible  par  z  +  a;  toutefois,  il  est 

facile  de  s'assurer  que  l'équation  (i  S)  doit  être  conservée,  car  la  courbe 
qu'elle  représente  pour  n  =  i  n'est  autre  que  la  lemniscate. 

L'angle  w  et  la  constante  du  second  membre  de  l'équation  (  i5)  ne 
font  que  laisser  indéterminées  l'origine  et  la  direction  des  axes  coor- 
donnés; en  égalant  à  zéro  ces  quantités,  et  posant  C  =  i  .  on  atu-ait 
pour  les  courbes  de  la  première  classe , 

JC  -h  ir  =:   T-i r-.-^ ,-, 

-^  (z  —  a.)(z  +  a.)" 

_    .     _         fz-f-a)"-^' 

(z  —  a)  (z-\-  a)" 

d'où  l'on  déduit,  par  la  liiultiplication , 

^2     ,     ^2  _(z-Ha)(z  +  a) 


(z  —  n)  (z  —  a) 

Si    1  on   fait    ^/  =  i  ,    les  quantités  a  et  a  seroii!  données  par   les 
équations 

a^  -h  a}  ^  o,     aa.  =  r , 

et  si  Ion  détermine  la  constante  de  l'équation  (i  5)  par  la  condition  que 
le  numérateur  de  x  +  ij  ne  soit  que  du  premier  degré,  on  trouve 

, .      z  „  z  ■'  -f-  /z 

X  +  //  =  ( .  - — .  —  c  -^ . 


3'-(-   I  •'  z'  -f-    I 

ce  sont  les  équations  de  la  lemniscate  sous  la  forme  la  plus  simpU- 
possible. 

35  . 
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Si,  en  second  lieu,  on  fait  n  =  2,  on  aura  pour  déterminer  a  et  a , 


rt*  -I-  a*  =  »  î     «a  =  I , 


et  l'équation    1 5)  donnera 


y/2  I  —  i  sfi 

z^ =  z  — 


^4-.>=C.  ''  9 


Cette  équation  appartient  à  une  courbe  du  sixième  degré,  la  plus 
simple  de  toutes  celles  de  la  première  classe,  après  la  lemniscate. 

XI. 

Pour  obtenir  sous  forme  finie  les  équations  des  courbes  de  la  se- 
conde classe,  il  faudra  déterminer  l'intégrale  du  second  membre  de 
l'équation 

œ  +  ir  =  Ce""  l   j^ rf-i -^  dz, 

dans  laquelle  les  quantités  conjuguées  a  el  a  satisfont  à  l'équation 
coiuiue  précédemment  écrite;  cette  opération  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté ,  car,  en  vertu  du  théorème  du  §  IX  ,  le  numérateur  de  j:  +  ij^, 
pour  une  valeur  convenable  attribuée  à  la  constante  que  renferme 
l'intégrale,  sera  divisible  par  (z+a)""^'.  et  comme  ce  numérateur  ne 
saurait  être  d'un  degré  supérieur  à  «-1- 1,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

,    ^x                                  •            ^      -  (z  —  6)(z-t-a)"-^' 
161  j:  +  ;r  =  Ce'"'  ~ -i-, h-  -4-  constante, 

^        ■  -^  (z— «)■  (Z4- a)" 

en  désignant  par  h  une  quantité  que  nous  allons  aisément  déterminer. 

Pour  cela,  nous  allons  ilifféreiitier  jc  +  ij-,  et  nous  exprimerons  que 

cette  différentielle  est  nulle  pour  z  =  a;  on  trouve ,  en  opérant  ainsi , 

I  «  -(-  I  2  «      

a  —  b  ia  n  —  a         »-+-a 

d  OÙ 

,      ^  ,  (/j -t- I  )  a' +  («  +  3  W' — i{n  —  alaa 

(17)  h=ar -T-; — 7 ït"^ 7 î 

^    JJ  (« -)-  I  )  a' -f- fn  +  3)  a'  —  2  (n — 2)  aa 
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L'équation  (i6j,  dans  laquelle  h  se  trouve  déterminé  par  I  équa- 
tion (17) ,  représentera  les  courbes  de  la  seconde  classe. 

Si  l'on  fait  «  =  2 .  les  quantités  a  et  a  seront  déterminées  par  les 
équations 

a^  -t-  a*  =  ±;  —,     aa  =  I , 

d'où 

et  réquation(i6j,  dans  laquelle  on  déterminera  la  constantedu  second 
membre  par  la  condition  que  le  numérateur  de  x  +  iy  ne  soit  que  du 
troisième  desjré,  donnera 


z'- 

5— 'V2  , 

3  v/3 

(.' 

.-'V^y 

j?  -4-  y  1=  Ce' 

''  v/3      ) 

Cette  équation  détermine  la   plus  simple  des  courbes  de  la  seconde 
classe;  faisant  o)  =  o.  on  en  déduit  sans  difficulté 

et,  pour  les  valeurs  de  ses  coordonnées  rectangulaires, 

II  II  I 

z- =2*  H z'  -\ -z 

^-i  3s/3  9  9\^ 


Isfî  9 9  v/3 


v/3 
5  v/â  '4  v/2  1 1  t'a 


(.-i..+,y 
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L'arc  de  la  courbe  définie  par  les  équations  précédentes  a  pour  valeur 


où  le  radical  v  3  doit  être  pris  avec  le  même  signe  que  dans  les  valeurs 
des  coordonnées  xetj- 

Dans  ce  cas  remarquable,  en  prenant  successivement  le  radical  \  3 
avec  les  deux  signes,  on  aura  deux  courbes  dont  les  arcs  sont  iden- 
tiques aux  deux  fonctions  complémentaires  dont  les  modules  ont  pour 
valeurs 


X--^ 


(-;;!)•  -  =  H-;^> 


Les  deux  courbes  dont  il  est  ici  question  ont  pour  centre  commun 
1  origine  des  coordonnées.  Elles  se  composent  de  deux  boucles  fermées 
qui  se  réunissent  au  centre  comme  dans  la  lemniscate.  L'angle  formé 
par  les  deux  tangentes  issues  du  centre  commun  a  pour  tangente  1 1  v  2. 
ce  qui  donne,  pour  la  valeur  de  cet  angle,  86"  19'  19'  de  la  division 
sexagésimale;  cet  angle  est,  comme  on  sait,  de  90  degrés  dans  la  lem- 
niscate. 


XIL 


Nous  ne  nous  occuperons  pas,  dans  ce  Mémoire,  des  propriétés 
géométriques  des  courbes  remarquables  dont  il  vient  d'être  fait  men- 
tion; l'étude  de  ces  propriétés  sera  l'objet  d'un  autre  travail.  Pour  le 
moment,  notre  but  est  atteint,  non  que  nous  pensions  avoir  donné 
la  solution  la  plus  générale  possible  du  problème  de  la  représentation 
de  la  première  transcendante  elliptique;  mais  si  nous  avons  laissé 
bien  des  choses  à  faire  après  nous  siu-  cette  matière ,  au  moins  croyons- 
nous  avoir  avancé  la  question  ,  en  prouvant ,  comme  on  l'a  vu  dans  ce 
Mémoire  ,  que  le  nombre  des  courbes  elliptiques  est  illimité ,  et  qu'au- 
près du  cercle  et  de  la  lemniscate  viennent  se  placer  une  série  infime 
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de  courbes  algébriques  inconnues jusqiraujourd'bui,  et  qui  jouissent, 
comme  celles-ci ,  de  la  propriété  que  leurs  arcs  peuvent  être  nuiltipliés 
et  divisés  algébriquement . 

XIII. 

Nous  ferons  maintenant  une  remarque  importante  sui-  la  décompo- 
sition que  nous  avons  adoptée  du  polynôme 

en  deux  facteurs  conjugués,  car  cette  décomposition  était  la  seule  qui 
pût  conduire  à  des  résultats  nouveaux  ;  cette  circonstance  mérite  dètre 
expliquée  avec  quelques  détails. 
Si  l'on  pose 

p  ={z,  —  a)[z-\-  a),  sr  =  (z  —  a)  (z  +  a) , 

r=z{z  —  a)"'  (z  +  a)",  p  =  (z  —  a)""  (z  +  a)", 

?  =  (  z  -  a)""-'  (z  -+-  a)"-' ,  (?  =  (z  -  a)"^'  (z  +  aj"' , 

léquation 


devient 


ly  -^e^,  J  (^_„)™+,(j^_^)„+,  (iz, 


et  l'intégrale  du  second  membre  sera  algébrique  si ,  en  posant 

,  (z  —  a)"  (z -I- a)" 

on  a  identiquement 

f'"la)  =  o. 

De  même  que  précédemment ,  cette  équation  est  homogène  et  sy- 
métrique par  rapport  aux  quantités  a  et  a,   et  elle  est  du  degré  m 

en     — -•  SI  toutefois  m  n  est  pas  supérieur  a  n,  ce  qu  on  peut  toujours 
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supposer;  mais  les  valeurs  de —  •  tirées  de  cette  équation  ,  sont  su- 
périeures à  Tunité,  en  sorte  qu'on  aura,  pour  déterminer  a  et  a,  deux 
équations  de  la  forme 

=  Ç  >  I     et     aa  =  r. 

Les  valeurs  de  a  et  a,  déterminées  de  cette  manière,  seront  réelles 
et  inégales,  et  ne  pourront  ainsi  convenir,  car  x  +  ij  m  se  changera 
pas  en  x  —  if  par  le  changement  des  quantités  a  et  a  l'une  en  l'autre. 

Dans  le  cas  le  plus  simple  de  ra  =  i ,  on  aurait 

•^  J    (2- a)' (2 +  «)"+'         ' 

et  l'équation 

(p'{a)  =  o 


donnerait 


a'  -f-  a'  /?  -f-  2 

■2aa  n 


Dans  le  cas  de  m  =  i.  on  aurait 


■^  J    (s— a)^(z-)-(j)"+' 


et  l'équation 


fia)  —  o 


donnerait  aisément 


"  ^"  -  •)  i^y  -  ■'"  ("  +  ^)  (^1  +  (""  +  7«  +  H)  =  o, 
d'où 

a'- -h  a'   __   «  («  -I-  3)  rt  2  \/2«  («  -f-  I  ) 
2  «a  n  {n  —  l) 

et  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  deux  valeurs  seront  toujours  plus 
grandes  que  l'unité,  n  étant  un  nombre  entier  et  positif. 
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XIV. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avions  principalement  pour  but  la  re- 
présentation géométrique  de  la  première  transcendante  elliptique; 
aussi  nous  nous  sommes  borné  à  considérer  l'équation 

dans  laquelle  P  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel  premier  avec 
sa  dérivée;  nous  allons  faire  voir  maintenant  que  la  marche  suivie  au 
§  II  s'applique  sans  difficulté  à  l'équation  générale 

dx^  +  df^Zdz", 

où  Z  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  z. 

Soient  donc  M  et  P  deux  fonctions  entières  premières  entre  elles  ,  et 
considérons  l'équation 

(18I  dx"^  +  dj"^  =  —  r/z*. 

(Jn  voit  d'abord  que  tout  facteur  réel  qui  se  trouve  dans  M  ou  dans  P 

doit  y  être  un  nombre  pair  de  fois  ;  car  autremeiit,  —  pourrait  changer 

de  signe ,  ce  qui  est  absurde.  On  pourra  donc  poser 

M  =  MJMj,     P=P7P2. 

Mj,  P"f  désignant  les  produits  des  facteurs  réels  de  M  et  P,  et  de  même. 
Mj  et  Pj  désignant  les  produits  des  facteurs  imaginaires;  si,  en  outre, 
et  d'après  notre  notation  habituelle,  on  appelle  m  et  fx.  deux  poly- 
nômes conjugués  dont  le  produit  soit  Mj,  pelTû  deux  polynômes  conju- 
gués dont  le  produit  soit  P^,  on  aura 

M  =  MjOljJL,        P  =   PJ/J!7, 

et  l'équation  (18)  deviendra 


dx^  +  dy-  =  4rf— ^  '^"•'• 

-^  V\pa 
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on 

dx  -\-  idy    dx  —  i dy 

M|/n    ,  M|U    ,  .' 

— dz       --     -  dz 

P,p  P.CT 

on  voit  donc  que  les  deux  facteurs  du  premier  membre  sont  deux  fonc- 
tions rationnelles  et  conjuguées  dont  le  module  est  i,  en  sorte  que 
si  «  et  T  représentent  deux  polynômes  conjugués  premiers  entre  eux  ,  et 
d;i  reste  indéterminés,  on  aura  nécessairement 

7  .7  f  M,  m     , 

dx  +  ir/r  =  ~  -       dz , 

T     P,p 

da:  —  i dr  =:  ~  ~^  dz, 

et  l'une  de  ces  équations  sera  une  conséquence  de  l'autre,  car  elle  s'en 
déduira  par  le  changement  de  /  en  —  /.  La  première  donnera 

('9)  ■*'+'^=  j    r"^"^^-' 

on  peut,  sans  altérer  la  généralité  de  cette  équation ,  supposer  m  et  p 
premiers,  l'un  avec  t,  l'autre  avec  t;  en  effet,  désignons  par  m,  le 
produit  des  facteiu's  de  m  qui  se  trouvent  dans  t.  par  /Ko  le  produit 
des  facteurs  de  to  premiers  à  ^,  en  sorte  qu'on  ait 

m  =  m^  m^. 

Désignons  de  même  par  p,  le  produit  des  facteurs  de  p  qui  se  trouvent 
dans  T,  par  p.^  le  produit  de  tous  les  autres  ,  et  posons 

P    =  PiP2-, 

soient  aussi  ,a,,  fj-^,  w,,  rs.^  les  polynômes  conjugués  de  m,,  nu,  p,,  p^; 
l'équation  (19)  pourra  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


/tm,  cr,  M.  «,  /Hj     7 
-5-^ "2- 


D'ailleurs,   ,a,  m^  et  ra,/^.>  sont  des  polynômes  respectivement  de 
même  module  que  m  et  p,  et  qui  sont  premiers  l'un  avec  le  numérateur, 

l'autre  avec  le  dénominateur  de  la  fraction  — '■ — -  réduite  à  sa  plus  simple 

expression  ;  si  donc  on  met  simplement  m  etp  au  lieu  de  a,  m.,  et  ro,  /^j. 
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-  au  lieu  de  — ~  •  l'équation  précédente  ne  sera  autre  que  l'équa- 
tion (19),  où  met  p  seront  dès  lors  premiers  l'un  avec  t,  l'autre  avec  t. 

Il  est  bien  entendu,  toutefois,  que  pour  avoir  toutes  les  solutions  de 
l'équation  (18),  il  sera  nécessaire  de  considérer  toutes  les  décomposi- 
tions possibles  des  polynômes  M  et  P  en  facteurs  conjugués. 

Gela  posé,  pour  que  l'intégrale  de  l'équation  (19)  soit  algébrique,  il 
faut  évidemment  que  le  jx)l\  nôme  P,  ne  renferme  aucun  facteur  simple, 
non  plus  que  le  dénominateur  de  chacune  des  fractions 

t  m 

et     -, 

P  -^ 

supposées  réduites  à  leur  plus  simple  expression. 

Soit  m,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  m  ett,  et  posons 

m  =  m,  Wj,     et,  en  même  temps,     ^  =  jtx,  ii^, 
le  dénominateur  de  la  fraction  —,  réduite  à  sa  plus  simple  expression , 

sera  —  et  ne  devra  renfermer  auciui  facteur  simple;  si  donc  (j  désigne 

un  polynôme  quelconque,  â  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ce 
polynôme  et  sa  dérivée ,  on  devra  poser 

p-  .  r' 

T  =  m,  ^ .     et ,  par  suite ,      /  =  /j.,  —  • 

il  faut,   en   outre,  que  le  dénominateur  de  la  fraction       ou    |U.,  •    ■ 

supposée  réduite  à  .sa  plus  simple  expression,  ne  renferme  aucun  fac- 
teur simple,  et  comme/;  est  premier  avec  u.,,  il  suffira  de  considérer  la 

fraction  — - 

Soit  p,  le  plus  grand  commun  diviseur  à  /;  et  —  •  et  posons 

p=^p,p.2,     avec     ra  =  CT,!7;i. 

la  fraction  -^î  réduite  à  sapins  simple  expression ,  aura.  p. ^  pour  déno- 
minateur; si  donc  e  désigne  un  polynôme  convenablement  choisi,  g  le 

36.. 
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plus  grand  commun   diviseur  entre  ce  polynôme  et  sa  dérivée  ,  on 
devra  poser 


/'î  =  -  '     avec     Wa  = 


d'après  cela,  l'équation  (  1 9)  deviendra 


'1 


P.     P,£! 


M,,a,»22  est  un  polynôme  dont  le  module  est  yM)  je  le  désignerai 
simplement  par  m 5  de  plus,  comme  P,  ne  renferme  pas  de  facteurs 
simples,  on  pourra  poser 

i-,  -  (j' 

G  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  du  polynôme  F  et  de  sa 
dérivée,  et  l'on  aura 


(ao) 


Telle  est  l'équation  qui  fera  connaître  les  différentes  solutions  ration- 
nelles de  l'équation  (18),  en  prenant  pour  r  et  /s  deux  polynômes  con- 
jugués respectivement  divisibles  parp,  et  37,,  premiers  avec  jjl  et  m,  et 
tels  que,  pour  chaque  racine  c  de  l'équation 


on  ait 


Quant  aux  différentes  quantités  que  nous  avons  introduites,  elles  seront 
données  par  les  équations 

//ifj.  =  M, 
F'   e'-   ^2 

7 


P 

- 

-.0, 

r  '^- 

--) 

r' 
Pi 

ï'" 

i^- 

-c)) 

P' 

3 

G  s 

cT'^  ~^  P'^'  ~  ^- 
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XV. 

Si  pour  des  valeurs  déterminées  des  polynômes  arbitraires  /•  et  o, 
l'intégrale  de  l'équation  (20)  est  algébrique,  la  valeur  de  x  -4-  ij  sera 
une  fraction  rationnelle  ayant  pour  dénominateur  Fep  ;  on  aura  donc 

s  désignant  un  polynôme  premier  avec  Fep,  et  de  même 

c-  étant,  comme  d'habitude,  le  polynôme  conjugué  de  s;  si  l'on  dé- 
signe par  V R,  yS  et  y  E  les  modules  des  polynômes  /  et  o,  <,  et  c.  e  et  s. 
on  aura,  en  multipliant  les  équations  précédentes, 

,  ,  S 

et  si  les  polynômes  conjugués  <?  et  e  sont  premiers  entre  eux,  les  valeurs 
de  J!?  et  ^  seront  de  la  forme 

—  JL.      _  jy 

^  ~    fer'      -^  ~    FER  " 
d'où 


ER 


=  S  =  entier. 


Si,  en  outre,  F  est  une  constante,  c'est-à-dire  si  le  lU'uommateur  P 
du  second  nieuibre  de  l'équation  (18)  ne  renferme  pas  de  facteurs  réels  , 
on  aura  ce  théorème  déjà  démontré  dans  un  cas  plus  particulier. 

Thkokîîmk.   Si  l'on  satisjait  à  l'équation 


en  posant 


on  aura  nécessairement 


Ix' 

+  <{)■' 

M  ,  , 
=  p  ^^2  » 

a- 

__  L 
~  R  ' 

V 
^   =   R- 

U 

R        ~ 

=  entier. 
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Addition  au   Mémoire  précédent  ; 
Par  m.  J.-A.   SERRET. 


Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  former  l'équation  de  la  pre- 
mière des  courbes  de  la  seconde  classe  dont  il  a  été  question  au  §  XI. 

Ainsi  qu'on  Ta  vu  dans  mon  Mémoire ,  la  courbe  dont  il  s'agit  pourra 
être  définie  par  l'équation 

I  (x  ~  è) -}- i[r —  iJ)  —  Ce-"  7 /,,    ,    \,» 

où  £ -(-  iu  désigne  une  constante  arbitraire,  que  nous  supposerons 
ici  égale  à  —  Ce'^';  on  a  d'ailleurs,  pour  déterminer  a,  cf.  et  h, 

[a-  -h  a^'f  =  ^5  rta  =  I  , 

d'oii 


a'  — 


\f3  )f3 

et 

1  3a'  +  5a' 

a«'  -!-  5o' 

§  désignant  la  quantité  imaginaire  conjuguée  de  /'.  on  aura 

c  3a-  +  5a" 


et  l'on  trouve  aisément 


b'  = 


3a- -i-  5a~ 


43  —  1 3  /'  V  2 

^=i î 

27  V'3 


cj  43  +  '  3  /■  v's 

27  V  3 

^ê=  I. 
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De  l'équation  (1)  on  tire 

,  .  ^    ,„(z — b)(z  +  aY  —  (z  —  a)'  z-hx) 

21  x -h  ir  =  Ce"' -^ — ^-r^ -^ • 

^  -^  (z  —  a)'  (s  +  a)' 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  le  numérateur  du  second  membre  ne  ren- 
ferme que  des  termes  en  z^  et  en  z,  et  par  conséquent,  que  se  -^-  ij  est 
inie  fonction  impaire  de  z;  l'équation  (j)  ne  changera  donc  pas  en 
changeant  les  signes  des  trois  variables  x,  ^  et  z,  et  l'on  aura 

(3)  .  (x  +  g)  +  i{j  -hv)=-  Ce'"-  ^"^y;~t- 

Comme  les  équations  (i)  et  (3)  ne  cessent  pas  d'avoir  lieu  en  chan- 
geant i  en  —  /,  on  aura  finalement  les  quatre  équations  suivantes  : 

(X-  —  I)  +  /(    r  —  u)  =  Ce'-"  y T77 T' 

>.  -  •  /  N  /->,;(«  —  S)  (z  -f-  a)' 

/  v\  -1  ^      ■  (z-f-é)fz  —  àV 

^  ^  '  ^-^  (z  —  a)'  (z  H-  a)' 

(o-  +  g)  -  /(  J  -+-  u)  =  -  ce--;î±^î|^-t  ; 

^  ^'  ^-^  '  (z — rt)'(z  +  a)' 

d'où  ion  déduit,  parla  nuiltiplication . 


(z  —  a)'  (z  —  a)' 

(^  +  ^Y+  (^  +  „-  ^  c"  (z  +  à)(z-^-e)(z-.)(z--.; 
^  '^  ^-^  (z+<i)'(z  +  a)- 

Les  premiers  membres  fies  deux  équations  précédentes  représentent 
les  carrés  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  aux  deux  points  fixes 

(è,  u)  et  (—  £,  —  u),  dont  la  distance  est  égale  à  y.  C;  en  désignant  par  ç 
et  p'  ces  deux  distances,  on  aura 

,     ,  _      ,  (z-fc)(z-g)(z4-^)(z  +  a) 


I    ,,  _  p,  (z^-^)(z  +  e)(r-^)(z-a) 
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et  l'on  obtiendra  l'équation  de  la  courbe  en  p  et  p',  par  rélimination 
de  z  entre  ces  deux  équations;  cette  élimination  ,  qui  au  premier  abord 
semble  devoir  être  fort  pénible,  s  exécute  très-simplement  en  opérant 
de  la  manière  suivante. 

En  multipliant  entre  elles  les  équations  (4)>  on  trouve 

f'    p       —   ^    7~, .,  ,  ,    -r    =   L. 1-- ir-— :r^  7 

'     '  'z'  —  ")iz-  —  a-)  i'  —  { n^ -h  a^j  z' -h- ^- X- 

et,  en  remplaçant  a\  o?,  h-,  ê^  par  les  valeurs  écrites  plus  haut. 

86 

(5'  .oV-  =  C* — ^2i^ 

z' -;^z"--^\ 

Cela  posé,  l'équation  ^2)  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

^        f3«  —  h\z^-^{a>  —  Za-h\z 
X  +  XY~  Ce'^"  -^ '-Y-, — ^-TTi ■> 

et,  en  changeant  partout  /  en  —  /, 

(3a  — ê)z=  +  (a^  — 3a»ê)z 


X  —  ij^^  Ce-  ' 


(z' -«-■)' 


Des  deux  équations  précédentes,  on   déduit  par  la  multiplication,  et 
en  observant  que  aa  =  i ,  bè  ^=  i , 

2  ,  _  „2    a  [lO  — 3(aë+a&)]z'  +  [6(a'  +  a'-)  — 9(«<'  +  aë)  — (^a'  +  ëa')]z'4-[iO  — 3(n6-Ha/> 

y  [z'  — (a'  +  a')z'+ i]' 

on  trouve  d'ailleurs  aisément 

a-  +  a^  =  -^^,  aê  +  ai   =  —, 

\/3  9 

rt/,  _j_  aê  =  -^,      ha'  +  grt»  =  ^; 
3v^  9V3 


on  aura  donc,  en  désignant  par  r  le  rayon  vecteur  \lx-  +  rS 

z"  1  z* =  z'  -t-  I  I 

,6^,,   V     3v/3       ; 


3  ^ 
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D'ailleurs,  le  rayon  r  est  une  médiane  du  triangle  dont />,  o'  et  iC 
sont  les  côtés;  on  aura  donc 

et,  par  conséquent, 

zM  =■ ^i-  -l-r  ) 


2' —z'-r-  I 

V3 

C'est   entre  les  équations  (5)  et  (6)  que  nous  allons  maintenant  éli- 
miner z. 

Si  dans  ces  équations  on  pose 

-'  +  h  ="' 
elles  deviennent 


pV"  =  c^ 


86 


v/3 


2/-      f)u      0^  +  ,^'^  —  a(l^  = 


02  C^  3  \/3 

2 
"73 


La  quantité  a  entre  au  premier  degré  dans  la  première  de  ces  équa- 
tions, l'élimination  de  cette  quantité  s'effectue  immédiatement,  et  l'on 
trouve 


ce  qui  est  l'équation  de  la  courbe  cherchée  entre  ses  deux  coordonnées 
polaires  p  et  p',  la  distance  des  deux  pôles  étant  représentée  par  aC.  On 

Tome  X- — Jriu.ET  iSJ'i.  Jy 
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sait  que  la  lemniscate,  en  adoptant  le  même  genre  de  coordonnées, 
est  représentée  par  l'équation 

pp'  =  C\ 

Pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  polaires  ordi- 
naires, il  suffira  de  remplacer,  dans  l'équation  17),  p  et  p'  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations 

p^  =  ;•-  —  aCrcos^  +  C-. 
|5'^=:  I-  +  aC  rcos  t  -t-  C^, 

doii  l'on  déduit 

p- p'"^  =  r''  —  o.C"  r-cosit  -h  C/  ; 
on  trouve  ainsi 

9r=  (/-^  -  aC^"  cos  o.t)'  +  8C^  (/'^  -  iC  cos  :tt)  +  -^1  =  o. 

9V3 


Rdpport  sur  ce  Mémoire. 
(Commissaires,  JMM.  Lamé,  Liouville  rapporteur.) 

(Extrait  des  Cowpti^s  rendus  des  séances  de  l Académie  des  Sciences,  tome  X\î.  puj^e  281. 


«  Le  jNIéraoire  de  M.  Serret,  dont  nous  venons  rendre  compte  à 
l'Académie,  a  pour  objet  la  représentation  géométrique  des  intégrales 
elliptiques  et  ultrà-elliptiques  de  Legendre ,  c'est-à-dire  des  intégrales 
dont  l'élément  est  la  racine  carrée  d'une  fonction  rationnelle.  L'auteur 
se  propose  de  représenter,  du  moins  quand  cela  est  possible,  leur  va- 
leur indéfinie,  par  un  arc  de  courbe  algébrique,  en  se  bornant,  toute- 
fois, au  cas  où  les  deux  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  la 
courbe  sont  exprimables  rationnellement  en  fonction  de  la  variable  à 
laquelle  se  rapporte  l'intégration.  En  d'autres  termes,  il  cherche  les 
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solutions  réelles  et  rationnelles  que  peut  avoir  l'équation 
dx'^  +  dj-  =  Zdz-, 

où  x^j&lZ  désignent  des  fonctions  de  z. 

'>  Ce  problème  d'analyse  indéterminée,  très-intéressant  en  lui-même, 
indépendamment  de  ses  applications,  est  résolu  d'une  manière  simple 
dans  le  Mémoire  de  M.  Serret.  On  arrive  à  une  formule  générale.  Mais 
les  calculs  auxquels  il  faut  ensuite  se  livrer,  quand  on  veut  compléter 
la  solution  pour  une  intégrale  de  forme  donnée,  étant  longs  et  com- 
pliqués, M.  Serret  ne  s'est  occupé  avec  détail  que  des  fonctions  ellip- 
tiques de  première  espèce.  Il  suppose  ces  fonctions  mises  sous  la  forme 


/ 


Cdz 


\l{z'  —  a-'){z'  —  a') 


C  étant  une  constante  réelle,  a  et  a  deux  constantes  imaginaires  con- 
juguées, et  il  n'a  plus  ainsi  à  traiter  que  l'équation 

dx-  +  dy-  =  -r-, Tw-: -.; 

il  se  borne  même  à  cliercher  les  solutions  pour  lesquelles  les  expres- 
sions rationnelles  de  x  et  ;■  ne  contiennent,  en  dénominateur,  aucun 
facteur  différent  de  ceux  du  second  membre  ,  z  ±  «,  2  ±  a. 

»  Dans  ce  cas  particulier,  qui  paraît  du  reste  un  des  plus  impor- 
tants, et  qui  suffit  pour  montrer  comment  la  méthode  générale  se 
prête  aux  applications,  M.  Serret  prouve  que  les  constantes  imagi- 
naires conjuguées  a  et  a  doivent  satisfaire  à  une  certaine  condition 
nécessaire  et  suffisante;  la  valeur  du  rapport  du  carré  de  leur  sonune 
au  quadru|)le  de  leur  produit ,  qui  compose  le  carré  du  module  de 

V^i  —  /=sin'0 
peut  pas  être  prise  à  volonté  ;  elle  doit  être  choisie  parmi  les  racines 
de  certaines  équations  algébriques  dont  le  degré  est  arbitraire ,  et  qui 
contiennent  en  outre,  dans  leurs  coefficients,  un  nombre  entier  indé- 
terminé, de  manière  que  pour  chaque  degré  le  nombre  des  racines  est 
infini.  Quand  le  module  satisfait  à  \ine  de  ces  équations,  on  obtient 
aisément  les  deux  quantités  x  -r-  y  \—  i,  x  —  J\—  i?  ^N  P^i''  suite, 
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X  etj-.  On  a  tle  la  sorte  une  infinité  de  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce,  dont  les  valeurs  s'expriment  par  un  arc  de  courbe  algébrique, 
ou,  réciproquement,  une  infinité  de  courbes  algébriques,  dont  les  arcs 
s'expriment  par  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce ,  et  parti- 
cipent, dès  lors,  aux  propriétés  de  ces  fonctions  relativement  à  l'addi- 
tion .  la  soustraction  ,  la  multiplication  et  la  division  en  parties  égales. 
»  On  peut  distinguer  les  co'irbes  dont  nous  parlons,  en  classes, 
d'après  le  degré  de  l'équation  à  laquelle  satisfait  le  carré  du  module. 
L'exemple  déjà  connu  de  la  lemniscate,  dont  les  arcs  s'expriment  par 

la  fonction  elliptique  de  première  espèce  au  module  v/-'   se  trouve 

bien  élégamment  généralisé  dans  la  première  classe  où  l'on  rencontre 

Ions  les  modides  de  la  forme  \/ — —■  I/analyse  de  INI.  Serret  suppose 

essentiellement  «  entier;  mais  nous  nous  sommes  assurés  que  les  for- 
nudes  auxquelles  elle  conduit  finalement  conservent  leurs  principales 
propriétés,  lorsqu'on  prend  Ji  fractionnaire.  Ainsi  les  carrés  des  mo- 
dules peuvent  être  des  fractions  proprement  dites  quelconques,  sans 
que  les  courbes  correspondantes  cessent  d'être  algébriques,  et  d'offrir 
par  leurs  arcs  une  représentation  des  intégrales  ;  seulemerit ,  les  valeurs 
de  oc  et  j-  ne  sont  plus  rationnelles  en  ;:;. 

»  Le  Mémoire  de  M.  Serret  renferme ,  comme  on  voit ,  des  résultats 
utiles,  remarquables.  On  savait  depuis  longtemps  qu'il  existe  une 
courbe  du  sixième  degré  dont  les  arcs  représentent,  à  une  quantité 
algébrique  près,  les  fonctions  elliptiques  de  première  espèce.  On  peut 
même,  dans  chaque  cas,  faire  disparaître  la  quantité  comj)lémentaire 
algébrique,  en  prenant  convenablement  les  extrémités  de  l'arc;  mais, 
à  cause  des  deux  extrémités  variables,  il  y  a,  en  quelque  sorte,  deux 
aies  employés,  et  ce  n'est  -pas  par  un  élément  \lclx'^  -h  dj- ,  mais  par 
la  différence  de  deux  éléments,  que  la  différentielle  de  la  fonction  el- 
liptique se  trouve  exprimée.  Sous  un  certain  point  de  vue,  une  telle 
représentation  doit  être  regardée  comme  imparfaite.  Nous  avons,  au 
contraire,  un  mode  parfait  de  représentation  dans  la  lemniscate;  aussi 
les  géomètres  ont-ils  étudié  cette  courbe  avec  beaucoup  de  soin.  Or, 
M.  Serret  nous  fait  connaître  une  infinité  de  courbes  algébriques  dont 
les  arcs  jouissent  aussi  de  la  propriété  d'avoir  une  différenrielle  idenli- 
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quement  égale  à  celle  d'une  fonction  elliptique  de  première  espèce;  de 
là  un  nouveau  champ  ouvert  aux  spéculations  géométriques.  La"ré- 
duction  des  quadratures  aux  rectificalions ,  considérée  en  général,  et 
la  résolution  des  équations  indéterminées  dont  elle  dépend,  appar- 
tiennent d'ailleurs  à  une  branche  étendue  et  difficile  de  l'analyse  que 
l'on  a  jusqu'ici  à  peine  effleurée.  Le  succès  que  M.  Serret  vient  d'obte- 
nir dans  cette  matière  délicate  doimera  lieu  ,  sans  doute  ,  à  de  nouvelles 
tentatives  dont  la  science  profitera.  Nous  pensons  donc  que  le  Mémoire 
de  ce  jeune  géomètre  mérite  d'être  approuvé  par  l'Académie  et  inséré 
dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  ont  été  adoptées. 


Note  de  M.  Liouville. 


Les  valeurs  de  ce  et  j  pour  les  courbes  de  la  première  classe  sont 
fournies  par  la  formule 

•^    ^  (z  — 5t)(3-|-a}" 

OÙ  c  est  une  constante  que  nous  pouvons  supposer  réelle;  de  cette 
formule  on  déduit  x  —  y  y  —  i  «n  permutant  entre  elles  dans  le  se- 
cond mendjre  les  deux  constantes  imaginaires  conjuguées 

a—g-^h\!—\,     c/.  =  g-~hs  —  i, 

qui  doivent  au  surplus  satisfaire  à  l'équation  de  condition 

(a  +  a)-              Il  „  , , 

^—7 — ^  =  1     ou     s-  =  nh.^. 

4  «a  «  +  I  " 

A  cause  de  cette  équation  de  condition,  nous  trouverons 

^nr  -u  .  ' r  r/v  —         c[a-h«  +  n(a  —  «)]  (z  +  a)"  (z  —  a)  ch 
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En  permutant  entre  elles  les  imaginaires  a  et  a,  on  aura  ensuite 

dx  —  v'—  I  dj; 
la  multiplication  donnera  dès  lors 

doc-  +   dr-  =  — ::^~r- -, 

•^  (z'  —  a-)  (z'  —  a') 

pourvu  qu'on  pose 

C^  =  c-  [{a  -+-  a)-  —  n-  {a  —  af\  =  ^ti  (n  -\-  i)  c^  h^. 

Le  théorème  de  M.  Serret  pour  cette  classe  de  courbes  est  donc  vérifié. 
[Mais  nos  calculs  ne  demandent  pas  que  n  soit  entier;  cet  exposant 
doit  seulement  être  rationnel,  pour  que  la  relation  entre  x  et  j-  de- 
meure algébrique;  on  peut  supposer  n  =  une  fraction  quelconque-: 

il  suffit  de  prendre  toujours  g  =:  A  \  «  (le  signe  du  radical  est  indiffé- 
rent). Voilà  donc  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce,  expri- 
mables par  des  arcs  de  courbes  algébriques,  le  module  A  =  i/-^  de  ces 

fonctions  (ramenées  à  la  forme  ordinaire  en  posant  z  ^=.\aa..  tang^5) 
n'étant  assujetti  qu'à  la  seule  condition  d'avoir  pour  valeur  de  son  carré 
une  fraction  proprement  dite. 

En  introduisant  des  sinus  et  cosinus,  on  peut  se  débarrasser  des 
radicaux  que  nos  formules  contiennent  quand  n  est  fractionnaire. 
Soit 


il  nous  viendra 


h  cos  ç 

sin  f 


z  +  rt  =  -.—  (coso  +  v'—  I  sin  o) , 
sin  ç   ^         '  '  ^  ' 

z  +  a=^  -r-^  (cos  o  —  V  —  I  sin  œ) , 


et  aussi,  puisque  g  =  h  \n, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  agS 

Par  conséquent 

I c  r  cos  (  2  /2  +  I  )  o  4-  v' —  I  sin  hn  4-  1 1  »] 

x-hr\—i  =  - — ^ 1^ — p^^^ --' 

cos  <f  —  2  y  «  sin  ï.  +  V  —  '  sin  o 

d'où,  en  multipliant  les  deux  ternies  de  la  fraction  par  l'expression 
imaginaire  conjuguée  au  dénominateur  ,  et  décomposant  l'équation  eu 
deux, 

r[cos  2niy  —  2  \  «  sino  cos(  2«  +  i']?] 

I  —  4  V  "  sin  ç  cos  If  +  /^n  sin'  ^ 

c  [sin  2  /7<p  —  2  V  "  sin  ç  sin  (2«  -)-  i  )  o] 

I  —  4  V"  sin  ?  cos  ^  +  4«  sin'o 

Quant  à  la  valeur  de  dx-  +  rlj-,  elle  est 


[^'  —  '^1  ["'       ^1  I  —  4  V  "  sin  o  cos  y  -f-  4'^  sin-  y 

cette  valeur  peut  d'ailleurs  se  déduire  directement  des  expressions  de  x 
etj-,  ou  plutôt  de  je  ±.j  y —  i»  f"  fonction  de  ç ,  ce  qui  lève  tous  les 
scrupules  que  la  présence  des  radicaux  aurait  pu  faire  naître. 

L'élément  ds  de  l'arc  de  courbe  est  donc  égal  à  l'élément  de  fonc- 
tion elliptique 

2  y»  [n  -I-  i).cdf 


y  I  —  4  V'^  sin  <p  cos  «p  -f-  4«  sin'  ^ 

qu'on  ramènera  du  reste,  si  l'on  veut,  à  la  forme  ordinaire  des  fonctions 
de  première  espèce,  en  posant  coty  =  \n  +  i  tang4^5  +  \n.  11  a 
une  relation  simple  avec  le  rayon  vecteur  r^  \^x'^  +J^'i  le  produit 
dej::+^V—  I  par -^  ~^V~  i  donne,  en  effet. 


1  —  4  V" sin ij)  cos (p  +  4 " sin'ip 


et,  par  suite,  ds  =  2  \n  (n  ■+-  i).rdf. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  considérer  les  autres  classes  de  courbes. 
Bornons-nous  à  dire  que  généralement  dans  les  formules  de  M.  Serret 
on  peut  supposer  le  nombre  n  fractionnaire. 
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Les  représentations  ainsi  obtenues  sont  du  genre  de  celles  que  nous 
trouvons  dans  la  leniniscate.  Il  y  a  véritablement  identité  entre  l'an 
de  chaque  courbe  et  l'intégrale  qui  le  représente.  N'exprimer  lare, 
par  une  intégrale  donnée,  qu'à  une  quantité  algébrique  près,  offre 
beaucoup  moins  d'intérêt  et  n'a  d'ailleurs  aucune  difficulté.  H  suffit 
lie  se  rappeler  les  formules 

ûc  =  di'  {S)  sin  6  -h  Y  (S)  cos  5, 
j  =  <b'  (6)  CCS  d  —  <];"  [0)  sin  5. 
s  =^(5)+f  (5), 

par  lesquelles  on  résout,  comme  on  sait,  l'équation 
th"^  =  dx^  -+-  dj-. 

Soit  P  une  fonction  algébrique  de  sin  9  et  cos  6;  pour  que  l'arc  s  ap- 
partienne à  une  courbe  algébrique,  et  soit,  à  une  quantité  algébrique 
près,  égal  à  la  transcendante /Pr/5,  on  n'aura  qu'à  prendre 

d;(Ô)  =  /Pfl'5,     OU     =/Pr/5+Q, 

Q  désignant  une  fonction  quelconque  algébrique  aussi.  Mais  d'une 
telle  formule  à  celles  cpie  M.  Serret  nous  donne,  il  y  a  loin,  surtout 
quand  il  s'agit  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce.  C'est  prin- 
cipalement dans  ce  cas  qu'il  importait  en  effet  d'arriver  à  des  résultais 
débarrassés  de  termes  complémentaires,  afin  de  pouvoir  transporter 
immédiatement,  et  dans  toute  leur  élégance  .  aux  arcs  de  courbes,  les 
propriétés  si  curieuses  de  ces  fonctions.  M.  Serret  a  su  atteindre  le 
but  proposé,  en  résolvant  en  même  temps  une  belle  question  d'analyse 
indéterminée:  et  l'on  voit  assez  combien  son  travail  mérite  l'attention 
des  géomètres. 
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MÉMOIRE 

SUR   QUELQUES  PROPRIÉTÉS   GÉOMÉTRIQUES, 

RELATIVES  AUX  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  m.  William  ROBERTS. 


Un  savant  géomètre,  M.  Gudermann,  qui  est  l'auteur  de  plusieurs 
Mémoires  intéressants  publiés  dans  le  Journal  de  M.  Crelle,  a  con- 
sidéré, parmi  d'autres  questions,  la  rectification  de  la  sphéro-co- 
nique,  courbe  produite  par  l'intersection  d'un  cône  du  second  ordre 
avec  une  sphère,  dont  le  centre  est  le  sommet  du  cône.  Il  résulte  de 
l'analyse  de  ce  savant,  qu'on  peut  toujours  représenter  une  fonction 
elliptique  de  troisième  espèce  par  un  arc  de  cette  courbe,  si  le  para- 
mètre est  circulaire;  mais  il  ne  paraît  avoir  donné  aucune  représenta- 
tion de  la  fonction  U  logarithmique,  ce  qu'il  regarde  comme  une  ques- 
tion un  peu  difficile.  Voici  ses  paroles  :  «  In  applicationibus  analyseos 
»  ad  geometriam,  iniprimis  sphericam  et  dynamicam.  rarissime  inci- 
»  dimus  in  intégrale  quod  sit  naturae  hyperbolicœ,  frequentissime  vero 
»  incidimus  in  integralia  quœ  sunt  cyclicœ.  »  (Journal  de  M.  Crelle, 
tome  XIV,  page  169.)  Quelques  années  après  les  recherches  de  M.  Gu- 
dermann, j'ai  démontré,  dans  ce  Journal,  qu'on  pouvait  représenter 
toute  fonction  elliptique  (au  moins  avec  l'aide  des  transformations  mo- 
dulaires dues  à  Lagrange  et  à  M.  Jacobi)  par  les  arcs  de  la  courbe 
tracée  sur  une  surface  sphérique  par  un  cône  du  second  ordre,  dont  le 
sommet  est  situé  sur  la  surface,  et  dont  un  des  axes  principaux  exté- 
rieurs passe  par  le  centre.  Je  me  propose,  dans  ce  Mémoire ,  de  réunir 
ces  différents  résultats,  et  de  faire  voir  qu'on  peut  exprimer  l'arc  de 
l'intersection  d'une  sphère  avec  un  cône  du  second  ordre,  dont  un 
des  axes  principaux  passe  par  le  centre,  quelle  que  soit  la  position  de  son 

Tome  X.  -  Août  1845.  38 
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sommet,  par  les  fonctions  elliptiques.  J'ajouterai  aussi  quelques  géné- 
ralisations des  propriétés  de  la  lemniscate,  qui,  dans  les  recherches  de 
ce  genre,  mérite  d'être  étudiée  avec  attention. 

Remarquons  d'abord  qu'il  ne  sera  nécessaire  de  considérer  que  le 
cas  où  le  sommet  du  cône  est  dans  l'intérieur  de  la  sphère ,  ce  qui , 
sans  diminuer  la  généralité  du  problème,  simplifiera  beaucoup  la  dis- 
cussion de  l'intégrale  résultante. 

Car,  soit 

Ax^  +  Bj-  +  (z  —  z'Y  =  o 
l'équation  d'un  cône  qui  coupe  la  sphère 

jc'  -4-  r^  -h  z^  =  I , 

dont  nous  prenons  le  rayon  pour  unité  ;  on  verra  sans  difficulté  que 
la  courbe  d'intersection  de  ces  deux  surfaces  sera  située  aussi  sur  le 
cône  dont  l'équation  est 


\'x^  -t-  B'j-  +  (z Yj    —  o. 


X'=.^l±^l^.      B'  =  ^ 


Cela  posé,  soient  a  et  ]S  les  compléments  des  demi-angles  principaux 
du  cône,  et  z'  la  distance  de  son  sommet  au  centre  de  la  sphère;  on 
aura  pour  l'équation  de  cette  surface,  en  supposant  que  l'axe  inté- 
rieur passe  par  le  centre, 

x^  tang-  a  +  r*  tang-  /3  —  (z  —  z'Y  =  o  : 

substituant  pour  x,  j,  z  leurs  valeurs  en  p  et  w ,    coordonnées  po- 
laires de  la  sphère,  on  trouve  pour  l'équation  de  l'intersection 

,  séc'st  cos-cj  +  séc'Ssin^w     .    ,  iz' 

ia)  ; — sm-"  0  -t r  cos  p  ^  i , 

l'origine  étant  le  point  où  l'axe  des  z  perce  la  sphère,  et  l'angle  w  étant 
compté  à  partir  du  grand  cercle  situé  dans  le  plan  des  xz. 

Si  l'axe  du  cône  qui  passe  par  le  centre  est  un  des  extérieurs,  l'équa- 
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tion  de  cette  surface  sera 

jc-  —  j^  tang^  |3  —  (z-  —  z')^  tang^  a  =  o, 

et  celle  de  la  courbe  d'intersection 

,r\  séc'a  —  séc'Bsin'w    .    „  2z' 

\p)  — — ; —    J    — sin-' û  H ; — r,  cos6=i. 

Les  équations  (a)  et  [b]  sont  toutes  deux  comprises  dans  la  forme  plus 
générale 

(c)  Q  sin^  p  -h  sin  2  6  cos  p  =  i , 

où   Q.  désigne  une  fonction  quelconque   de  w,  et  5  une  constante. 
Nous  considérerons  d'abord  cette  équation  plus  générale,  ;i  cause  qu'il 
existe  pour  toutes  les  courbes  qu'elle  représente  une  formule  de  rec- 
tification très-simple. 
La  différentiation  donne 

en  désignant  par  Q.'  la  fonction  dérivée  de  Q.  Donc,  s  étant  l'arc,  si  l'on 
substitue  dans  l'équation  connue 


ds  =     /4^^;+P.'--4a+g^   . 

V       4a»  —  4a  +  sin'  2  9  ^ 


on  aura 

■jd'j). 


Mais  on  a,  par  l'équation  (t), 

cos  9  V Si  —  sin' 9  ±  sin  6  sj'-i  —  cos'  'j 
smc»  =  î 2- — ■ 

^  an 

et  identiquement, 

4Û='  -  4Û  +  sin''  2Ô  =  4  (û  -  sin^  6)  (12  -  cos^  Ô); 
donc 

i9       \  v/4n'  +  g''  —  4^^^  +  sin'  28 


\VÛ  —  ces-  9  y/ il  —  sin-  9/ 


■>.a 


Ainsi,  en  désignant  par  *,,  S2  les  arcs  que  Parc  vecteur,  correspondant  à 

38.. 
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l'angle  polaire  w ,  détermine  sur  la  courbe,  on  aura 


\  i-,  +  A-.,  =  CCS  5    /   t/"  ^ — ^!-^î^^ — 

"  ""  +sin-29rf« 

9  îï" 


J    \  a  —  sin' 


Faisons  maintenant  l'application  de  ces  formules  aux  courbes  dont 
nous  nous  occupons.  Si  l'on  met  pour  i2  sa  valeur  tirée  de  léqua- 
tion  (a),  on  trouvera  ,  à  cause  de  z'  =  tang  Q, 


d(s,  4-  Jj)  =     ,  ^-, ; ■   -a    ■    '■      V/^ 

^  '  •"        ^/,  _j_  2'=  sec' xcos- (.)-(- sec- psin-w   y  p- 


q  tang 


J-i  4-  3  '!  séc'  -J.  cos-  (.)  -(-  séc=  ^  sin=  w   y  p'  -\-  q'  tang=  w        " 
en  faisant   pour  abréger, 

(séc'  a. —  z  '•)  tang'  a  (séc-  p  —  z  '')  tang-  ^ 

^  ~  (i  +  z'=)-'  *      '^  ~~  (i+z'=)-'  ' 

r  i-f-z"  '  l  +  z'- 

Pour  la  réduction  de  cette  différentielle,  il  faudra  prendre  un  angle  ç. 
tel  que 

\q  tang  w  =  v/J  cotang  ç;, 

ce  qui  donnera 

,  -  sin2S{séc'6  —  z'-)  i  rfo 

f^J,  +  ^2)  = V\         V  l        

tang  a  y/séc- a  —  z"  r  4- «  sin'(j.  y/,  _ /-;  sin' (p 
où 

tang'^— z"sin'^  ,  2  _  taug'  a  —  tang'  ^ 

'■  —  —  1  "T~  ; T:r~- — :; — '        't     —  ^~-, T- — ' 

tang-  a  —  z  '  sin"  a  sec'  a  —  z  ■ 

Donc,  si  l'on  compte  s^  et  jj  du  grand  cercle  qui  est  perpendiculaire 
a  celui  duquel  on  a  mesuré  l'angle  u,  on  aura,  en  employant  la  nota- 
tion des  fonctions  elliptiques, 

sin  26  (séc'  S  —  z  "  I  „  ,        ,       , 

s,  +  S^— ^^ ,  .  n  (n,  A-,  y). 

tang  a  y  sec' a  —  z  ' 

On  trouvera  de  même,  pour  la  différence  des  aies. 


^  '  ""^       y',  _|_3'Jsec-acos-w-l-sec'8sin'w  y  />,-!- 9,  tang' w 
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les  quantités  p,  q  ayant  les  mêmes  valeurs  que  dans  la  somme,  et  ^,, 
7,  étant  respectivement  égales  à  ^^'^  "~,f  et  ^^^  "~,f  •  Suljstituaiit 
pour  oj  sa  valeur  en  çp,  et  faisant  les  réductions  convenables,  on  aura 


'  sin-  3      /séc'  S  —  z'^  „  /       j        x 
ang  a     y   sec^a  —  z"        ^    '     "  T>" 


tang 

équation  dans  laquelle  le  paramètre  n  est  le  même  que  dans  la  sonmie, 
eto.Wi^^^'^^-^''°«^t 

'  tang'  a 

11  est  évident  qu'en  supposant  a  >  ,^,  les  quantités  A-  et  X,  seront 
plus  petites  que  funité.  Donc,  un  grand  cercle  passant  par  les  centres 
des  branches  opposées  de  la  courbe  déterminera  sur  elles  deux  arcs 
dont  la  somme  et  la  différence  seront  exprimables  par  les  fonctions 
elliptiques  de  troisième  espèce,  dont  les  amplitudes  et  paramètres 
sont  les  mêmes,  mais  dont  les  modules  sont  différents.  Le  paramètre 
sera  toujours  de  lespèce  circulaire.  Les  périmètres  entiers  des  ileux 
branches  seront  respectivement 


asm 
tang 


in  .p  (sec  p- 3'-)  ^  _^   \z;j^       /séc^p-z^  ^ 

nga  i/séc' K  —  z''  '""S*     ysec-a  — r"        ■         '^ 


et 


2  SID  2 

tang  a  yi 


a  Jséc'»  — z'-"  tang»'     V  sec^a  — z"       V    '     </' 


et,  par  conséquent,  pourront  s'exprimer  par  des  fonctions  de  la  pre- 
mière et  de  la  seconde  espèce.  [Traité  des  Jonctions  elliptiques,  toine  I. 
chap.  23.) 

Si  l'on  pose  z'  =  o,  on  retombe  sur  le  cas  de  l'ellipse  sphérique , 
dans  lequel  les  deux  arcs  sont  égaux  ;  si  le  sommet  du  cône  est  sur  la 
surface,  z'  =  i  et  le  second  arc  s.^  disparaîtra. 

Passons  au  cas  dans  lequel  tm  des  axes  extérieurs  du  cône  est  im 
diamètre  de  la  sphère.  Pour  cela,  il  faut  substituer  dans  les  équa- 
tions {(l)  la  valeur  de  iî  tirée  de  l'équation  (c);  il  en  résultera,  pour 
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la  somme  des  arcs, 

(3)      d (s,  +  S,)  =  — Wi+.-' tangua //,  +  ?tang'a.  ^^^ 

sec^  a  cos- w  4- (tang' a  —  tang'p)sm'w  y  p'+ç'tang'w 


__  (i  —  z'' sin' g)  cos' g  _  [tang'  §  —  (i  —  2'-)  tang'  a]  tang'  ^ 

(i +z'=)»sin'a     '      I  ~  ~  (i  +  3'-)=tang'a  ' 

o'  =  ! ,  „'  =       -  t''°g'  ^ 

(i +z'-)tang'a  /  (1  + s")  tangua 

Soit  <1  abord  la  quantité  q  positive,  c'est  à-dire  soit 


tang  /5  >  V  I  —  z'  -  tang  a  . 
et  faisons 

S  7  tangw  =  s:ptangt, 
ce  qui  donne 


d{s,  +  ^j)  = 


\/çp' 


P^''"vs^^r''^^-']^^"'V' 


ip' 


Puisque  la  quantité  ^î- — ^-^est  plus  grande  que  l'unité,  il  faudra  em- 
ployer une  seconde  transformation,  en  introduisant  un  nouvel  angle  o, 
tel  que 


\i]p'  —  pq'  sin  t  =  \'qp'  sin  ip  ; 
alors,  après  quelques  réductions  ,  on  obtient 

2  tang  a  cos  S  (  I  —  z'-'  sin^  «)  „  /       #       \ 


,Q    .    „     s  tans-  a 
«  =  —  I  +  i  I  —  z"*  sm^  a)  j 

Ar^  =  sin'  fi  —  (  1  —  z'-]  tang^  a  cos-  /5. 


tang^P 
et 


On  a  aussi 

(/)  r/  (s,  -  s,)  =  ^^V^"^^^^  tang' g     A+?tang'»  ^^ 

sec' a — sec'psin'u  V  /*!  +  9i  tang'u 
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où  p  et  (f  ont  les  mêmes  valeurs  que  dans  l'expression  pour  s^-^-s^,  et 
où 

_   i  —  z"  sin'  a  _  tang'P  —  (i  — z'")  tang-a 

/^«  —  (H-z'')siii'a'  ^/'  —  ~  (H-z")tang'a 

Posant 

V'p  tang  w  =  v?  t3"g  '  ' 


et  ensuite 


on  obtieudra  enfin 


sin  t  =  sin  p  siii  ^ 


iz  sm  a  cos 


n      /  I  —  z"sin'a  _,  •     «     i\ 

'    V  tang-p— (i— z'')tang'a       ^    "  '  '   ^ 


tang-  a  —  tang'  p  —  z  ''  sin'  a  tang'  a 
'  "~  tang'p  — (i  —i")  tang' a 

La  courbe,  dans  le  cas  qu'on  vient  de  considérer,  est  composée^ de 
deux  branches  fermées  égales  entre  elles,  et  l'angle  2/3  est  le  supplé- 
ment de  celui  que  forment  les  tangentes  menées  du  centre,  comme  on 
peut  aisément  s'en  assurer  en  se  rappelant  l'équation  (è).  Les  deux  arcs 
i,,  i'a  sont  situés  sur  la  même  branche,  et  on  les  détermine  par  un 
grand  cercle,  issu  du  centre,  qui  la  coupe  en  deux  points. 

La  plus  grande  valeur  de  w,  (-  — j3j,  répond  à  9  =  ^'  ce  qui  montre 

que  le  périmètre  entier  s'exprimera  à  l'aide  de  la  fonction  complète. 

La  plus  grande  valeur  de  i|>  est  arc  (cos  =  yt  —  z'* ^  j  • 

La  fonction  II  se  réduira  à  ime  fonction  de  la  première  espèce  ,  dans 
les  expressions  pour  la  somme  et  la  différence  des  arcs,  pourvu  qu  on 

ait 

__,2  tang' a  —  tang'P 

sin' a  tang' a 

Lorsque  cette  relation  existe,  la  courbe  jouit  d'tme  propriété  remar- 
quable, savoir,  elle  est  le  lieu  géométrique  du  sommet  d'un  triangle 
sphérique,  dont  la  base  est  donnée,  et  où  le  produit  des  sinus  des 
demi-côtés  est  constant  et  plus  petit  que  le  carré  du  sinus  de  la  qua- 
trième partie  de  la  base. 
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En  effet,  soit  ic  la  base  d'un  triangle  sphérique,  dont  les  côtés  a,  h 
satisfont  à  la  condition  dont  il  s'agit;  on  aura,  X  étant  un  angle  con- 
stant, 

(i  —  cos  rt)  (  I  —  cos  A)  =  ( I  —  cos  <?)^  sin^  X. 

Si  l'on  exprime  cos«+  cosè  et  cos  (^  cos  b  par  les  coordonnées  po- 
laires dont  l'origine  est  le  milieu  de  la  base,  on  obtient,  pour  l'équa- 
tion du  lieu  cherché, 

I  —  sin'  c  sin-  w  .    ,  cos  c 

,  ■  , , —  sin'  0  H r-r, rr  cos  p  =  i . 

2cosc-t-4sin'j<:cos^/.  '  cos  c -I- 2  sin- j  r  cos- A  ' 

La  forme  de  cette  équation  coïncide  évidenunent  avec  celle  de  l'équa- 
tion (b),  et  si  on  les  identifie  entre  elles,  on  en  déduira  les  équations 
suivantes  : 

(i  +  z'^)  sin-  a  =  a  cos  c  -f-  4  sin-  \  c  cos^  X, 

(i  -\-  z'°)  tang^  a  cos'  [i  sin-  c  =  a  cos  c  +  l\  sin*  \  c  cos°  X, 

_,         I    2COSC -|-4sin-YCcos'X 

z '  cos  c 

Des  deux  premières  on  tire 

cos  a  =  sin  c  cos  jS, 
et  de  la  première  et  de  la  troisième , 

z'  sin'  a.  =  cos  6^; 

donc,  en  éliminant  c.  il  résulte  , 

^ ,  j  tang'  a  —  tang'  p 

sin-  a  tang-  a 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  On  parvient  ainsi,  dans  la  géométrie  de  la 
sphère,  à  un  résultat  qui  a  une  frappante  analogie  avec  le  beau  théo- 
rème de  M.  Alfred  Serret,  sur  la  rectification  de  l'ellipse  de  Cassini, 
qu  il  a  publié  dans  le  tome  VIII  de  ce  Journal ,  page  i45. 

Il  suit  de  la  propriété  bien  connue  des  fonctions  F,  que  1  arc  par  le- 
quel le  demi-périmètre  excède  la  somme  des  arcs  Sf  et  s^,  représente 
la  fonction  qui  est  complémentaire  à  celle  qui  exprime  la  valeur  de 
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La  courbe  générale  (b)  en  comprend  une  autre  qui  jouit  d'une  pro- 
priété analogue,  savoir,  d'être  le  lieu  géométrique  du  sommet  d'un 
triangle  sphérique  dont  la  base  est  donnée,  et  où  le  produit  des  tan- 
gentes des  demi-côtés  est  constant  et  plus  petit  que  le  carré  de  la 
quatrième  partie  de  la  base. 

L'équation  de  ce  lieu  s'obtient  sans  aucune  difficulté,  et  l'on  peut 
l'identifier  avec  (b),  pourvu  qu'il  existe  entre  les  angles  principaux  du 
cône  et  la  distance  de  son  sommet  au  centre  de  la  sphère ,  la  relation 
suivante  : 

„         cos^  s  —  cos'  a  sin-  S 


sin^  a  cos-  p 

Substituant  cette  valeur  de  z'  dans  le  module  de  la  fonction  par  laquelle 
la  somme  des  arcs  s,  et  s^  s'exprime,  on  pourra  voir  qu'il  se  réduit 
simplement  à  cosp.  Donc,  dans  le  cas  dont  il  s  agit,  les  fonctions  ellip- 
tiques qui  expriment  respectivement  la  somme  et  la  différence  des  arcs 
s,  et  S2,  auront  des  modules  complémentaires  :  le  plus  grand  apparfient 
à  la  différence,  et  le  plus  petit  à  la  somme  ;  ce  qui  est  encore  analogue 
à  une  autre  partie  du  théorème  de  M.  Serret. 

Lorsque  le  cône  est  de  révolution  ,  on  a  a^j3,  et  le  paramètre  .  dans 
les  deux  fonctions  qui  expriment  la  somme  et  la  différence  des  arcs , 
devient  égal  au  carré  négatif  du  module;  par  conséquent,  ces  fonc- 
tions seront  réductibles  aux  transcendantes  de  la  seconde  espèce. 

L'expression  pour  la  somme  des  arcs  sera,  dans  ce  cas, 

S,  -+-  S2  =  2 COS  p    E  (z'  sm  S,  op) •  .    I,  .     -    i 

|_  yi  —  z'-sin-f  sin'ipj 

et,  pour  la  différence, 

.,-.,=  a  x/,-z-sin^/3  [e  (sin  /3.  ^)  -  iE|i!^if^l. 
L  VI  —  sin'  p  sin=  ilj 

On  déduit  aisément,  de  la  formule  bien  connue  pour  la  comparaison 
des  fonctions  E,  que  l'arc  par  lequel  le  demi-paramètre  excède  la 
somme  de  .y,  et  S2  aura  pour  valeur  acos  jSE  (z' sin  j5,  0/1,  ç,  étant 
donné  en  cp  par  la  relation 

(i  —  z"  sin' /3)  tang ©  tang©,  =  i. 

Tome  X.  —  AoiT  1845.  3q 
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Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  q  est  négatif,  c"est-à  dire  où 


tang  (3  <  V  I  —  z'^  tang  a. 
Faisant  alors,  dans  l'équation  (e) , 

v'—  q  tang  (ù  =  \Jp  sin  t, 


et  ensuite 


V  ~  P?'  si"  ^  =:  V  —  7P'  sin  ç), 
on  obtient  finalement,  après  les  réductions  nécessaires, 


a  sin  a     :7; — : — 5 —     /*vi  —  iî'sin-Œ    . 

^        tang  p  ^  J      1  -+-  n  sin'  ç       ' 

où 

sin=a         ,2  (  1  —  z'^)  tang- a  —  tang' p 

sin=p  (i — z'jtanga+i 

Pour  la  différence  des  arcs,  faisons,  dans  l'équation  {/), 

v'7,  tangw  =  \p,  tang']/, 
il  en  résultera 


s, 
où 


,    .  /  I  —  z'-sin-a  /*  V^i — cos'Bsin'J»    ,. 

az'sm  a  v/  , tïvt — ; . ïc    I  ^ , •  , ,       «0;,- 

y   (I  —  z'j tangua  —  tang' S  J         I^-n,sm'^)(  ' 

z'-' sin^  aséc'P 


(i  —  3  "tang' a  —  tang' 
Dans  le  cas  où  9  =  o,  c'est-à-dire  où 


tang  p  =:  V  I  —  z'^  tang  a , 

les  arcs  ne  dépendront  que  des  fonctions  circulaires,  comme  on  pourra 
le  voir  en  se  rappelant  les  équations  (e)  et  (f). 

M.  Gudermann  a  démontré  que  l'aire  sectorielle  d'une  ellipse  sphé- 
rique  s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de  troisième  espèce  à  para- 
mètre circulaire  ;  nous  allons  faire  voir  que  l'aire  de  l'intersection  d'un 
cône  du  second  ordre  avec  ime  sphère,  dans  le  cas  le  plus  général 
qu'on  vient  de  considérer,  ne  dépendra  que  de  transcendantes  ellip- 
tiques. 
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Pour  cela  ,  il  faut  se  rappeler  la  formule  connue  pour  la  différentielle 
de  l'aire  A  d'une  courbe  sphérique  en  coordonnées  polaires,  savoir, 
f/A  =  2  sin*  A  pr/y. 

Substituant  pour  p  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (c),  on  trouve,  pour 
l'aire  indéfinie, 


*/ 


sin  26  ±  \/^a^  —  4fn-  sin=  26    . 
X "W, 


Mais ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  Ll  est  une  fonction  linéaire  de  cos  aw , 
et  si  l'on  fait  cos  2co  =  u,  on  aura  une  expression  pour  A  du  type  sui- 


vant : 


A  =  I  arc  (cos  =z  u)  -\-    1 


>in  2O  ±  y/fl  +  6a  -4-  I 


-/«  v^T^IT' 


a,  h,...  étant  des  coefficients  constants.  Cette  expression  est  évidem- 
ment réductible  aux  fonctions  elliptiques. 

Le  cas  particulier  de  notre  courbe  où  le  sommet  du  cône  est  si- 
tué sur  la  surface  de  la  sphère  (dont  j'ai  discuté  la  rectification  avec 
quelques  détails  dans  le  tome  IX  de  ce  Journal  )  est  lié,  par  des  rela- 
tions intimes,  avec  l'ellipse  sphérique.  C'est  ce  que  je  vais  montrer  par 
les  considérations  suivantes. 

Prenons  le  centre  de  la  sphère  pour  le  sommet  d'un  cône  semblable 
au  cône  donné  et  semblablement  placé;  la  sphéro-conique  produite 
aura  un  centre  verticalement  opposé  au  sommet  du  cône  donné, 
et  elle  divisera  en  parties  égales  les  arcs  des  grands  cercles  qu'on 
mène  de  ce  centre  à  notre  courbe.  Cette  dernière,  regardée  sous  ce 
point  de  vue,  fournit  une  analogie  remarquable  avec  l'expression  de 
l'aire  totale  de  l'ellipse  plane,  et  qu'on  ne  trouve  pas  dans  le  cas  de 
l'ellipse  sphérique.  En  effet,  l'équation  d'une  ellipse  sphérique,  dont 
les  axes  sont  a  et  j3,  étant 


sin' p  sin' Y  a 

celle  de  notre  courbe  sera 


cos'  u  sin'  w 

sin'|a         sin'jp' 


39. 
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d'où  Ton  déduit,  pour  la  valeur  de  Taire  comprise  entre  a  et  un  grand 
cercle  qui  fait  l'angle  w  avec  a , 

,        ■     ,  /i  /  sin^  ^  S  cos'  w  —  sin'  |  «  sio-  w\ 

sin  i  a  sni  ^  p  arc    cos  =:  -^ — ,      .  , .  ,  '  — —  \  • 

-  '  \  sin-  y  a  sm'  w  -H  sin^  ^  p  cos^  a) 

Faisant  «  =  ^n,  et  multipliant  par  4?  on  trouve,  pour  l'aire  sphérique 
entière  que  la  courbe  comprend , 

4~sin  l-a  sini/3. 

Il  existe  un  autre  procédé  pour  dériver  la  même  courbe  d'une 
sphéro-conique ,  lequel  indique  une  analogie  entre  elle  et  le  lieu 
géométrique  des  projections  orthogonales  du  centre  d'une  section  co- 
nique sur  les  tangentes. 

Pour  le  faire  voir,  il  est  seulement  nécessaire  de  rappeler  les  ex- 
pressions pour  un  arc  perpendiculaire,  abaissé  du  centre  d'une 
sphéro-conique  sur  un  grand  cercle  tangent ,  qu'on  doit  aux  géomètres 
qui  ont  traité  des  propriétés  de  cette  courbe.  En  effet ,  soient  a  et  p  les 
demi-axes  d'une  ellipse  sphérique,  et  srun  arc  abaissé  du  centre  perpen- 
dicidairement  sur  une  tangente,  et  faisant  un  angle  w  avec  a,  on  aura 

tang*  ST  =  tang^  a  cos"  w  -\-  tang^  jS  sin*  «. 

Mais  si  l'on  regarde  la  sphéro-conique  comme  une  hyperbole ,  il  fau- 
dra la  rapporter  à  la  projection  de  l'un  des  axes  extérieurs  sur  la 
sphère  comme  à  son  centre.  Si  donc  on  considère  un  arc  perpendicu- 
laire à  une  tangente,  mené  du  centre  extérieur  qui  est  situé  sur  le 
prolongement  de  a,  sa  valeur  sera  donnée  par  l'équation 

tang*  sr  =  cotang-  a  cos*  w  —  cotang-  a  tang*  /3  sin*  «  [*]. 


[*]  La  démonstration  de  ces  formules  s'effectue  sans  difficulté. 

Pour  la  première,  soit  l'équation  du  cône,  qui  donne  la  sphéro-conique , 

X-  cotang-  a  -H  v'  cotang'  ^  —  z'  =  o  ; 
celles  d'un  plan  tangent  quelconque ,  et  d'un   plan  perpendiculaire  passant  par  l'axp 
des  z ,  seront  respectivement 

XX '  colang=  a  -h yy'  cotang-  p  —  zz'  ^  o. 
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Maintenant  si,  dans  les  équations  (a)  et  [b),  on  pose  z'  =i,  il  est  aisé 
(le  voir  qu'elles  prendront  respectivement  les  deux  formes 

(   tang=  i(3  =  tang^  a  cos"-  w  +  tang^"  /3  sin^"  w, 
^°^  \  tang^  \  p  =  cotang^  a  cos^  «  -  cotang^  a  tang»  ^  sin^  «. 

On  conclut  donc  que  les  courbes  représentées  par  ces  équations  sont 
les  lieux  géométriques  des  points  situés  sur  les  grands  cercles ,  menés 
du  centre  d\ine  ellipse  ou  d'une  hyperbole  sphérique  perpendi- 
culairement aux  tangentes,  de  telle  manière  que  leurs  distances  au 
centre  soient  divisées  en  parties  égales  par  les  tangentes. 

On  peut  démontrer  ce  résultat  par  une  méthode  très-simple,  déduite 


Cl 

/x' cotang' a  —  xy' cotang- p  =  o. 

Uon,-,  en  désignant  par  X,  ^,  v  les  angles  que  la  droite,  représentée  par  ce  système 
d'équations,  lait  avec  les  axes  des  x,x,z,  on  aura 

X  '  cotang'  a  cos  >  +  /'  cotang'  p  cos  (i  —  z '  cos  v  =  o, 

x  '  cotang=  a  cos  pt  —  r  '  cotang=  §  cos  >  =  o. 
Tirant  les  valeurs  de  cos  > ,  cos  ,.,  cos  v,  et  substituant  dans  l'équation 
cos'  l  -+-  cos'  pi  -f-  cos'  V  =  I , 

on  obtient 

x'-  cotang'  g  -4-  .r "  cotang'  p 
'*"'''  "  ~  X '■  cotang'  a  -1-  / "  cotang'  p 

Mais,  en  appelant  «  l'angle  que  fait  le  plan  des  xz  avec  celui  qui  contient  l'ave  des  .  et 
la  droite  dont  nous  avons  parlé,  on  a 

y"  cotang*  p 

S'"'  "  =  x"cotang'a-4-r"cotang'P  ' 

j'' cotang'  g . 

•="*'  "  —  a;"  cotang' a -(-/"cotang' 3' 

de  là  l'équation 

tang'v  —  tang'acos'w  -t-  tang'psin"-.), 

qui  est  identique  avec  la  formule  du  texte,  l'angle  v  étant  mesure  par  l'arc  a.  LVxpres- 
sion,  dans  le  cas  hyperboliq.te,  peut  être  prouvée  de  la  même  manière. 
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de  la  propriété  des  cônes  réciproques  qu'on  doit  k  M.  Chasles.  En 
effet,  soit  une  surface  conique  construite  en  abaissant  des  droites  per- 
pendiculairement du  centre  de  la  sphère  sur  les  plans  tangents  au  cône 
qui  a  son  sommet  S  sur  la  surface;  ce  cône  nouveau  sera  du  second 
ordre  et  réciproque  à  celui  que  nous  avons  donné,  c'est-à-dire  que  ses 
plans  tangents  couperont  les  arêtes  du  cône  donné  à  angles  droits,  et 
la  sphéro-conique  qu'il  produit  aura  le  point  S  pour  un  de  ses  centres. 
Si  donc  on  abaisse  de  ce  centre  les  arcs  perpendiculaires  sur  les  tan- 
gentes à  ladite  conique,  et  si  on  les  prolonge  jusqu'à  la  rencontre 
de  notre  courbe,  on  verra  qu'ils  sont  divisés  en  parties  égales  par  les 
tangentes,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  ici  deux  variétés  de  la  sphéro-conique, 
qui  ont  beaucoup  d'analogie  avec  l'hyperbole  équilatère.  La  première 
a  lieu  quand  il  existe  entre  les  demi-axes  la  relation 

sin  a  =  tang  jS  ; 

son  équation ,  par  rapport  au  centre  hyperbolique  situé  sur  le  pro- 
longement de  a,  est 

1  cos'  w  sin'  6) 


tang'p  tang-n  sin'«' 


«  =  It:  —  a 


et  est  analogue  au  demi-axe  réel  de  l'hyperbole.  Cette  courbe  louit  des 
propriétés  suivantes  : 

1°.  Soit  sr  l'arc  du  centre  perpendiculaire  à  la  tangente  à  l'extré- 
mité d'un  arc  vecteur  quelconque  ,&,  on  aura 

sin  zs  tang  p  =  sin  a  tang  a. 

2".  Si  l'on  mène  des  arcs  de  grands  cercles  des  foyers  conjugués  des 
branches  opposées  à  un  point  quelconque  pris  sur  la  courbe,  le  produit 
des  tangentes  trigonométriques  des  demi-arcs  sera  égal  au  carré  de  la 
tangente  du  demi-arc  tiré  du  centre  à  ce  point. 

3°.  Elle  est  lieu  géométrique  du  sommet  d'un  triangle  sphérique 
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dont  la  base  est  donnée,  et  dont  la  différence  des  angles  à  la  base  est 
constante. 

4°.  La  courbe  particulière  représentée  par  la  seconde  des  équa- 
tions (g)  qui  appartient  à  cette  conique ,  coïncide  avec  le  lieu  géomé- 
trique du  sommet  d'un  triangle  sphérique,  dont  la  base  est  donnée  ,  et 
dont  le  produit  des  sinus  des  demi-côtés  est  constant  et  égal  au  carré 
du  sinus  de  la  quatrième  partie  de  la  base;  son  arc  peut  s'exprimer 
par  une  transcendante  elliptique  de  première  espèce. 

J'ai  déjà  considéré  cette  courbe  dans  une  Lettre  adressée  à  M.  Liou- 
ville  et  publiée  dans  le  tome  VIII  de  ce  Journal. 

On  reconnaîtra  sans  peine  les  propriétés  de  l'hyperbole  équilatere 
auxquelles  celles-ci  sont  analogues. 

L'autre  variété  de  la  sphéro-conique  à  laquelle  j'ai  fait  allusion , 
a  lieu  quand  le  plus  petit  axe  est  égal  à  |  ;:;  son  équation,  rapportée 
au  centre  extérieur  sur  le  prolongement  de  l'axe  le  plus  grand,  est 

tang^  p  cos  2w  =  tang^  a. 

Les  deux  propriétés  suivantes,  dont  jouit  cette  courbe,  paraîtront  assez 
remarquables  : 

i".  La  courbe  représentée  par  la  seconde  des  équations  'gi  qu'on 
en  tire  a  pour  équation 

tang^  -^p  =  tang-  a  cos  2m  ; 

elle  coïncide  avec  le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  sphérique  dont  la 
base  est  donnée,  et  dont  le  produit  des  tangentes  des  demi-côtés  est 
constant  et  égal  au-  carré  de  la  tangente  de  la  demi-base.  Son  arc  sera 
aussi  exprimé  par  une  fonction  elliptique  de  troisième  espèce,  dont  le 
module  est  sin  |  n. 

2".  Dans  une  ellipse  sphérique  de  cette  espèce,  si  l'on  mène  deux 
cordes  (arcs  de  grands  cercles)  par  le  foyer ,  mutuellement  à  angles 
droits,  leur  somme  sera  constante  et  égale  à  n. 

Donc,  si  l'on  prolonge  une  des  cordes  jusqu'à  la  rencontre  de  la  se- 
conde branche  de  la  conique,  la  partie  comprise  entre  les  deux  branches 
sera  égale  à  l'autre ,  ce  qui  a  une  analogie  directe  avec  une  propriété 
connue  de  l'hyperbole  équilatere. 
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Le  lieu  géométrique  des  projections  orthogonales  du  centre  d'une 
ellipse  ou  d'une  hyperbole  quelconque,  sur  les  tangentes,  jouit  d'une 
propriété  très-analogue  à  celle  de  la  lemniscate,  qui  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  l'ellipse  de  Cassini. 

Premièrement,  pour  l'ellipse,  soient  a  et  b  les  demi-axes  de  la 
courbe,  et,  sur  le  grand  axe,  prenons  les  deux  points  qui  divisent 
en  parties  égales  les  distances  entre  le  centre  et  les  foyers.  De  ces 
])oints,  comme  centres,  décrivons  deux  cercles  égaux  avec  le  rayon 
■kj\a^-hh'-.  Si  l'on  mène  d'un  point  quelconque  pris  sur  le  lieu  des 
projections  du  centre,  les  tangentes  à  ces  cercles,  leur  rectangle  sera 
constant  et  égal  au  carré  de  la  moitié  de  la  corde  qui  est  commune  aux 
deux  cercles. 

Pour  l'hyperbole,  il  faut  distinguer  deux  cas,  selon  que  l'axe 
réel  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'axe  imaginaire.  Dans  le  pre- 
mier, décrivons  des  cercles  égaux  avec  le  rayon  |  s/a^—b"^  autour 
des  deux  points  qui  divisent  en  parties  égales  les  distances  entre  le 
centre  et  les  foyers.  Si  l'on  mène  d'un  point  quelconque ,  pris  sur  le 
lieu  dont  il  s'agit,  les  tangentes  à  ces  cercles,  leur  rectangle  sera 
constant  et  égal  au  carré  de  la  tangente  menée  du  centre  à  l'un 
d'eux. 

Dans  l'autre  cas,  quand  h  >  a,  décrivons  des  cercles  égaux  avec  les 
mêmes  points  comme  centres,  le  rayon  étant  ^  \h^  —  a^.  Si  d'un  point 
quelconque  pris  sur  le  lieu  des  projections  du  centre  on  mène  les  droites 
qui,  rencontrant  les  circonférences  de  ces  cercles,  soutendent  des 
angles  droits  aux  centres,  leur  rectangle  sera  constant  et  égal  h  ^b^. 

Quelques  propriétés  analogues  se  présentent,  dans  la  géométrie  de 
la  sphère. 

Cherchons  le  lieu  d'un  point  tel ,  que  menant  de  là  les  arcs  tan- 
gents t,,  tnk  deux  petits  cercles  égaux,  le  produit  tang-j/,  tang -j  <j 
soit  constant  et  égal  au  carré  de  la  tangente  de  la  quatrième  partie  de 
la  corde  commune  si  les  cercles  se  coupent,  ou,  si  le  contraire  a  lieu, 
au  carré  de  la  tangente  de  la  moitié  de  l'arc  tangent  qu'on  mène  à  l'un 
d'eux  du  milieu  de  la  distance  des  centres.  En  prenant  ce  point 
milieu  pour  origine  des  coordonnées  polaires ,  et  désignant  respective- 
ment par  j'  et  ô*  le  rayon  des  cercles  et  la  moitié  de  la  distance  de  leurs 
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centres,  on  trouve,  pour  l'équation  clu  lieu  cherche, 

I,e  premier  des  cas  dont  nous  avons  parlé  répond  k  ^  >  â ,  et 
la  forme  de  l'équation  s'accorde  avec  celle  de  la  première  des  équa- 
tions fg);  dans  l'autre  cas,  quand  j  <  o\  elle  appartient  à  la  seconde. 

On  parviendra  sans  difficulté  aux  théorèmes  semblables  en  prenant 
les  sinus  des  demi -arcs  au  lieu  des  tangentes. 

D'ime  manière  analogue  à  la  précédente,  on  peut  décrire  une  sec- 
tion conique  plane  en  prenant  le  lieu  d'un  point  tel,  que  si  de  là  l'on 
mène  des  tangentes  à  deux  cercles  donnés  (qui  peuvent  être  inégaux) , 
leur  somme  ou  différence  sera  constante. 

Semblablement  on  peut  décrire  une  sphéro-conique  en  orenant  le 
lieu  d'un  j)oint  tel,  que  si  de  là  l'on  mène  des  arcs  tangents  à  deux 
petits  cercles  donnés  ,  leur  somme  ou  différence  sera  constante. 

Ce  dernier  théorème  paraît  donner  une  extension  à  la  théorie  des 
droites  focales  des  cônes  du  second  ordre,  en  substituant  pour  elles 
deux  cônes  de  révolution. 

Revenons  à  l'équation  générale  (c),  ou 

12  sin*  p  -h  sin  2Ô  cos  p  =  i , 
et  l'on  verra  qu'elle  peut  être  transformée  dans 

tang^  i  p  -  Qii  tang=  |  p  -^  Uziïli^  =  «, 

en  écrivant  simplement  il  dans  cette  dernière  au  lieu  de 


■siuâO 

Ceci  démontre  que  le  produit  des  tangentes  trigonométriques  des 
demi-arcs  vecteurs  qui  répondent  à  la  même  valeur  de  l'angle  polaire 
sera  constant;  si  donc,  dans  cette  classe  de  courbes,  on  détermine 
quatre  points  en  tirant  par  l'origine  deux  arcs  vecteurs  quelconques . 
ds  seront  situés  sur  la  circonférence  du  même  petit  cercle. 

On  tire  aussi  de  là  une  méthode  pour  déduire,  comme  un  lieu  sphé- 
rique,  l'intersection  symétrique  d'une  sphère  avec  un  cône  du  second 
ordre,  de  la  sphéro-conique. 

Tome  X.  —  Août    845.  4^ 
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En  effet,  si  l'on  porte  sur  un  arc  vecteur  central  p  d'une  spLéro- 
conique,  une  partie  o,.  comptée  du  centre  et  telle  que 

tang|(5  tang^p,  =  constante, 

lextrémité  de  l'arc  p,  décrira  une  courbe  formée  par  l'intersection 
d'un  cône  dont  un  des  axes  principaux  passe  par  le  centre  de  la 
sphère. 

Considérons  la  classe  des  courbes  planes  dont  l'équation 

r'  —  2fir'  -^  k*  =  o 

est  analogue  à  la  précédente  dans  la  géométrie  sphérique.  Elle  admet 
Tuie  formule  de  rectification  tout  à  fait  semblable;  car  si  l'on  désigne 
par  Sf,  Sj  les  arcs  qui  répondent  à  la  même  valeur  de  langle  polaire  «. 
on  trouvera 


et 


Quand  i2  est  une  fonction  linéaire  de  cos  2w,  il  n'est  pas  difficile 
d'apercevoir  que  chacune  de  ces  expressions  est  réductible  à  une  inté- 
grale du  type 


W: 


■  q  tang-  (ù 


^^c 


p'  ■+"  9'  '''"8 

et,  par  conséquent,  à  une  transcendante  elliptique,  en  général  de  la 
troisième  espèce.  Cette  forme  de  il  se  trouve  dans  le  cas  des  courbes 
suivantes  : 

1".  Le  lieu  géométrique  d'un  point  tel  que  si  de  là  l'on  mène  les 
tangentes  à  deux  cercles  égaux  donnés  qui  ne  se  coupent  pas,  leiu-  rec- 
tangle soit  constant  et  plus  périt  que  le  carré  de  la  tangente  menée 
à  un  d'eux  du  milieu  de  la  distance  des  centres. 

1°.  Le  lieu  géométrique  d'un  point  tel  que  si  de  là  l'on  mené  des 
droites  qui  rencontrent  les  circonférences  de  deux  cercles  égaux 
donnés,  de  manière  à  soutendre  des  angles  droits  à  leurs  centres, 
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leur  rectangle  soit  constant  et  plus  petit  que  la  somme  des  carrés  du 
rayon  des  cercles  et  de  la  moitié  de  la  distance  des  centres. 

I.a  limite  de  ces  deux  lieux ,  quand  les  cercles  vont  s'évanouir,  coïn- 
cide avec  le  cas  particulier  de  l'ellipse  de  Cassini,  auquel  M.  Serret  a 
donné  le  nom  de  lemniscate  hjperbolique,  et  dans  lequel  la  somme 
et  la  différence  des  arcs  sont  exprimables  par  les  fonctions  de  la  pre- 
mière espèce. 

3°.  Le  lieu  géométrique  d'un  point  tel  que  si  de  là  l'on  mené  deux 
tangentes,  à  une  ellipse  donnée,  l'angle  qu'elles  font  soit  constant. 
Cette  courbe  se  compose  de  deux  branches  fermées,  concentriques 
avec  l'ellipse,  qui  satisfont  à  la  condition  donnée  par  les  angles  sup- 
plémentaires. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  lieu  semblable,  pour  le  cas  d'une  hy- 
perbole équilatère,  coïncidera  avec  la  variété  elliptique  de  la  cassi- 
noïde,  et  ses  foyers  ou  pôles  seront  situés  sur  l'axe  imaginaire. 


4o.. 
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NOTE 

SUR  L'INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 

;A  +  Mx-  +  h."j)  {pcdj  —  jdx)  —  (B  +  B'o.'  +  B»  ^-  +  (G  +  C'x  +  C"j)  r/x  =  o  : 
Par  »I.  LEBESGUE. 


L'équation  qui  fait  l'objet  de  celte  Note  a  été  ti-aitée  d'une  manière 
fort  élégante  par  M.  Jacobi  (Journal  de  ]\I.  Grelle,  tome  XXIV,  page  i). 
Voici  comment  l'illustre  auteur  résume  sa  méthode  : 
«   Étant  donnée  l'équation  différentielle 

(A  +  Mx  +  ky)  [xdj  —  j'dx)  —  (B  +  B'x  +  Wj) dj  +  (C.  +  Cx  +  C'y) dx  =o, 
»  il  faudra  résoudre  l'équation  cubique 

(A  -  Z)  (B'  -  Z)  (G"  -  Z)  -  B"G'  (A  -  Z)  -  GA"  (B'  -  Z)  -  A'B  (G"  -  Z)  +  A'  B"G  +  A"  BG'  =  o 

»  et  si,  en  représentant  les  trois  racines  différentes  par  X,  X',  X",  on 
»   pose ,  pour  abréger, 

B'G"-B"G':=D,     G'A"-G"A'=D',     A'B"  -  A"B'=:  D",     B'+G"  =  E, 
»  l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  proposée  sera 

[D-EX  +X='  +(D'+A'X)  x+(D"+A"X)  jj^'-^'j 
X  [D  -  EX'  +  X'*  -f-  (D'+A'X')  X  +  (D"+ A"X')  j]'"-'  (  =  constante.  ■• 
X  [D  -  EX"  +  X"*+  (D'+A'X")x  +  (D"+A"X")7]  '-^'  ) 

On  peut  se  demander  ce  que  devient  cette  formule  pour  le  cas  des 
racines  égales,  et  comment  on  peut  la  mettre  sous  forme  réelle  quand 
elle  est  compliquée  d'imaginaires.  Pour  le  cas  des  racines  inégales  et 
sous  la  relation 

D'A"  =  A"D', 
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comnae  on  a 

D'  +  A').  =  o,     D"  -H  A").  =  o,     D  -  EX  -h  X'  =  o, 

il  faut  encore  modifier  la  formule.  L'auteur  n'étant  point  entré  dans 
ces  détails  plus  longs  que  difficiles,  j'indiquerai  une  méthode  qui ,  dans 
tous  les  cas,  et  par  la  résolution  de  l'équation  cubique  donnée  plus 
haut,  conduit  à  l'intégrale  sous  forme  réelle.  Elle  se  rapproche  beau- 
coup plus  du  moyen  employé  par  Euler  pour  séparer  les  variables 
dans  l'équation 

ydx  {c  +  nx)  —  (ij{j  -\-  a  -h  hx  -+■  nx-)  —  o,     Vdx  —  Qdj  =  o, 

ou 

nx  {xdj  —ydx)  -^  dj  [j-  -h  a  -h  bx)  —  cjrdx  =  o. 

Euler  pose 

P 

"  =  Q- 
ce  qui  conduit  à  l'équatiou 

du  djc 


u\na  -(-  e-  —  bc-\-  [b  —  zc)  u  -+■  u^]         (c  -f- nx)  (a+  bx-i-  nx'')  ' 

mais  il  ne  fait  point  remarquei-  qu'en  posant 

u  —  c  ^  m> , 
il  en  résulte 

dv  dx 


(c  +  n»)  (a  +  éf  -f-  nf')         (c  -f  nx)  (a  +  èx  -(-  nx^)  ' 

de  sorte  que  l'intégration  dépend   uniquement  de  la    résolution   de 
l'équation  cubique 

(c  +  nx)  (a  -\-  bx  -\-  nx^)  =  o. 
Pour  l'équation  plus  générale 
A'x  +  k"j)  (xdj  —  jdx)  —  (B  -h  B'x  +  B"j)  rfr-i-  (C  +  Cx  -¥-  Cj]dx  =  o , 
on  posera  d'abord 

A   H-   A'.ï-  -H   A"j-  =:  fC  , 

et   l'élimination    de  j  conduira  à   une  équation  qui  peut   se   mettre 
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sous  la  foiiiie 

dx  aMX-\-^x-\-'fU-\-S    P         .      ,„, 

du  att"+p'a;+7'a+ 5'         Q'      ^  '' 

Cette  équation  se  traite  précisément  comme  celle  d'Euler,  en  posant 

P 
^  =  Q' 

ce  qui  donne  l'équation  à  variables  séparées 

dz 

pz»— P'(2p— 7')3'+(p^— Py'  — P'7-l-a5')z  — (aiî  — Pv) 

du 
a-M^  +  a(p  +  7')  (<-'-H((37'  —  p'7+  aS')  il  +  ^S'  —  p'S 

Quand  on  n'a  ni  a  ^  o ,  ni  jS'  =  o ,  en  posant 

a«  +  jS  =  jS'tv, 
on  trouvera 

dz  dtt' 

\j;Z  ij/H' 

^z  =  /3'=  -J  -  ]S'(2p  -  7' )  2="  +  (/3^  -  187'  -  /5'7  H-  a^')  z  -  (ac?  -  py)  ; 

et  de  même ,  en  posant 

aw  +  |3  =  /3'z, 

on  trouvera 

<■/«'       At 

njiv  ^K 

CM  =  a^"  m'  -f-  a  (/5  +  /)  ji^*  -f-  d'S'/'—  /S'y  -h  ac^)  m  +  jSo'—  |3'(?. 
Ainsi  l'intégrale  dépend  de  la  résolution  de  l'une  des  équations 

thZ  =:   O,        (fU  =  O. 

La  dernière  revient  précisément  à  l'équation  cubique  donnée  plus 
haut. 

Il  y  a  quelques  cas  en  défaut ,  mais  pour  lesquels  les  variables  se 
séparent  sans  difficulté ,  et  la  résolution  de  cm  =  o  suffit  toujours  pour 
la  détermination  de  l'intégrale. 

L'équation  différentielle 

^^A  +  Mx  +  M'j)  (xdy  —jdx)  —  ^B  +  B'jt  +  B'^-)  dj  +  {C-\-  Cx  -+-  Cj)  dx  =  o 
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n'est  pas  réduite  à  la  forme  la  plus  simple;  on  pourrait  prendre 

{n'.x  -f-  a!'jr)  {xdj  —  jdx)  +  \b  +  h'x  +  b"j)  dj  +  {c -\-  ex  +  c"j)  dx  =  o; 

c'est  pour  la  symétrie  des  calculs  et  du  résultat  que  l'auteur  a  intro- 
duit un  coefficient  surniunéraire  et  pris  convenablement  les  signes. 

Si  l'on  se  proposait  ce  problème:  Quelles  sont  les  équations  de  la 
forme 

r/.r  (A.r'  +  Baj+Cj'+Dj+Ear+F)  -h  dj{A'x''  +  B'xj+C'j''-hTi'j-^E'x-hF')  = 
qui  peuvent  avoir  une  intégrale  de  forme 

(a  -t-  i^x  -+-  yjY-ia'  -h  ^'x  -+-  y'^Y'-^a"  -+-  p'x  -f-  YjY'  =  constante, 
on  serait  conduit  à  un  sj^stème  de  douze  équations  qui  déterminerait 

,  a     S     a'     S'     a"     S"  ,  i,  .  •  ,  • 

les  rapports  --,  -\  —■,  — ,;  —■,  —; .  par  le  moyen  d  une  équation  du  troi- 
sième degré  et  d'autres  de  degré  inférieur,  et  qui  donnerait,  en  outi'e, 
des  équations  de  condition  entre  les  coefficients  A,  B,  etc.,  A',  B',  etc. 
Ces  équations  de  condition  n'existent  plus  pour  l'équation 

dx  {kxj  -f-  Bj-  -I-  Cj  +  Dr  a- Y)  —  dj  (Ax-  -*-  ^xj  -{-  Cj-\-  H'x  -+-  F'  ;  =  o, 

et  les  équations  définitives  prennent  une  forme  symétrique  quand  on 
choisit  l'équation  différentielle  de  M.  Jacobi;  l'analyse  même  indique 
l'introduction  d'un  coefficient  surnuméraire,  car  on  obtient  finalement 
huit  équations  qui  se  simplifient  quand  on  partage  l'une  d'elles  en 
deux  autres.  Nous  ne  mettrons  pas  ici  ce  calcul,  assez  élégant,  parce 
(jue  la  méthode  indi(piée  plus  haut  est  plus  simple  et  plus  générale. 


;^^.o  .TOURNAI.  DE  MATHÉMATIQUES 


NOTE 

SUR    LES    PRINCIPES    DE    LA    MÉCANIQUE; 
Par  m.   Abel  TRANSON 


Le  double  objet  de  la  Mécanique  est  de  calculer  les  forces  capables 
de  produire  un  mouvement  connu;  et,  inversement,  déterminer  les 
circonstances  du  mouvement  quand  les  forces  sont  données. 

Mais  si  l'on  fait  attention  que  les  forces  n'entrent  pas  directement 
dans  le  calcul,  mais  seulement  leurs  mesures,  qui  sont  les  secondes 
dérivées  de  l'espace  exprimé  en  fonction  du  temps,  on  convien- 
dra que  le  problème  de  la  mécanique  pourrait  être  posé  d'une 
manière  plus  étendue;  c'est-à-dire  qu'on  pourrait  proposer,  étant 
données  les  lois  du  mouvement  par  les  relations  entre  le  temps  et  l'es- 
pace parcouru,  conclure  de  ces  données  les  lois  qui  régissent  non  pas 
seulement  les  vitesses  et  les  forces,  c'est-à-dire  les  premières  et  secondes 
dérivées,  mais  les  dérivées  troisièmes,...  ou  d'un  ordre  quelconque; 
ou  bien,  étant  données  les  dérivées  troisièmes,...  ou  supérieures,  en 
conclure  inversement  les  circonstances  immédiates  du  mouvement, 
comme  la  vitesse  du  mobile,  la  forme  de  la  trajectoire,  etc. 

Si  jusqu'ici,  dans  le  problème  de  la  mécanique,  on  n'a  attaché 
d'importance  qu'aux  relations  qui  impliquent,  avec  la  fonction  repré- 
sentative de  l'espace  parcouru  ,  ses  deux  premières  dérivées,  n'est-ce 
pas  uniquement  parce  qu'on  n'a  attaché  qu'à  ces  deux  dérivées ,  pre 
mière  et  seconde,  une  signification  concrète  ou  une  notion  métaphy- 
sique. Cependant,  si  l'on  conçoit  la  vitesse  comme  une  propriété 
inhérente  au  mobile  et  génératrice  de  l'espace  qu'il  parcourt;  puis 
la  force  comme  une  entité ,  extérieure  à  la  matière  et  généra- 
trice de  la   vitesse;   pourquoi  s'arrèterait-on    dans  cette   progression 
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d'idées?  pourquoi  n'adinettrait-on  pas  une  entité  consécutive  aux  pré- 
cédentes, génératrice  de  la  force  et  mesurée  naturellement  par  la  troi- 
sième dérivée  ;  puis  une  autre,  génératrice  de  la  précédente  et  mesurée 
par  la  quatrième  dérivée,  et  ainsi  indéfiniment?  Et  comme  la  supé- 
riorité de  la  physique  des  modernes  dépend  en  grande  partie  de  l'ap- 
plication qu'on  a  faite  des  relations  générales  préalablement  reconnues 
entre  les  espaces ,  les  vitesses  et  les  forces,  serait-il  déraisonnable  d'at- 
tendre, de  l'étude  des  relations  qui  existent  naturellement  entre  ces 
entités  consécutives,  des  résultats  nouveaux  et  importants  pour  la 
science? 

L'introduction  d'une  notion  métaphysique  nouvelle,  ou  plutôt 
d'une  infinité  de  notions  de  ce  genre,  serait,  je  l'avoue,  de  nature  à 
altérer  le  caractère  de  simplicité  qui  prédomine  dans  la  science  mo- 
derne. 

Quoi  qu'il  en  soit,  et  sans  prendre  aucun  parti  à  cet  égard  ,  on  peut 
traiter  la  question  à  un  point  de  vue  purement  mathématique.  G' est-à- 
dire  que ,  tout  comme  indépendamment  de  la  notion  de  la  force,  il 
serait  encore  de  l'essence  de  la  mécanique  de  rechercher  la  valeur  de 
la  seconde  dérivée  de  l'espace,  estimée  dans  la  direction  de  la  normale 
principale  et  d'établir  ainsi  la  relation  remarquable  qui  est  entre  cette 
valeur  et  le  rayon  de  courbure;  ainsi  il  peut  être  utile  de  rechercher 
comment  les  dérivées  troisième,  quatrième  ou  supérieures  influent  sur 
la  forme  de  la  trajectoire. 

Je  présente  ici  une  première  ébauche  de  ce  problème.  Me  bornant, 
d'ailleurs,  à  considérer  le  mouvement  d'un  point  malériel  unique,  et 
dans  ce  mouvement  l'influence  des  troisièmes  dérivées,  je  ferai  voir 
comment  elles  déterminent,  dans  le  cas  des  trajectoires  planes,  la  va- 
leur de  la  première  déviation  de  courbure  [*],  et,  dans  les  trajectoires 
à  double  courbure,  le  rayon  de  la  seconde  courbure  et  celui  de  la 
sphère  osculatrice. 

3'appellerai  virtualité  la  première  dérivée  de  la  force  accélératrice  , 
ou  troisième  dérivée  de  l'espace  parcouru  ;  c'est  donc  une  théorie  fies 


[*]  Pour  ce  qu'on  doit  entendre  par  déviation  de  la  forme  circulaire,  ou  première 
déviation  de  courbure,  voir  ce  Journal,  tome  VI,  i84' ,  pages  191  et  suivantes. 
Tome  X   —  Aoti  184.').  4^ 
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virtualités  qu'il  y  aurait  à  présenter  en  regard  de  la  théorie  des  forces. 
Pour  que  cette  étude  fût  complète,  il  faudrait  étendre  ces  considéra- 
tions au  mouvement  d'un  système  quelconque  de  points  matériels.  Je 
préviens  le  lecteur  que  je  n'entends,  d'ailleurs,  attacher  au  motî>//- 
tualité  a.ncune  signification  concrète.  Je  ne  l'emploie  que  pour  faciliter 
les  énoncés  en  abrégeant  le  discours. 

Ainsi,  dans  le  cas  du  mouvement  rectiligne,  quand  l'espace  parcouru 
est  exprimé  à  l'aide  du  temps  par  une  fonction  du  troisième  degré,  je 
dirai  que  la  virtualité  est  constante,  et  réciproquement.  Mais  si  la 
(onction  est  quelconque,  la  virtualité  varie  à  chaque  instant;  elle  a 
pour  mesure  la  valeur  de  la  force  qu'elle  engendrerait  dans  l'unité  de 

temps,  si  pendant  ce  temps  elle  était  constante:  c'est  -^^  en  appelant  ç 

la  force  accélératrice.  La  virtualité  motrice  serait  m  ~ -,  en  appelant  m 

la  masse  du  mobile. 

Dans  le  cas  du  mouvement  curviligne,  les  virtualités  se  composent  et 
se  décomposent  suivant  la  même  loi  que  les  forces  et  les  vitesses,  c'est- 
à-dire  par  la  règle  du  parallélogramme.  Ce  même  principe  s'étend  à  la 
composition  et  à  la  décomposition  des  dérivées  d'un  ordre  quelconque  ; 
il  suppose  seulement  l'extension  corrélative  du  principe  de  l'inertie.  Il 
faut  dire ,  par  exemple ,  que  l'effet  dynamique  d'une  virtualité  sur  un 
corps  est  indépendant  de  l'état  actuel  de  ce  corps,  c'est-à-dire  qu'elle 
engendre  toujours  dans  un  temps  donné  ime  même  force ,  quelles  que 
soient  la  direction  actuelle  du  mouvement,  la  vitesse  du  mobile  et  la 
force  qui  lui  est  déjà  appliquée.  Ce  postulatum  étant  admis,  la  démons- 
tration de  la  valeur  des  virtualités  estimées  dans  une  direction  quel- 
conque se  fait  absolument  comme  pour  les  forces. 

D'après  cela,  il  est  manifeste  à  priori  que  les  deux  principaux  théo- 
rèmes qu'on  obtient  dans  la  considération  des  secondes  dérivées,  et  qui 
sont  relatifs  à  l'évaluation  des  deux  composantes  de  la  force  accéléra- 
trice, dont  l'une  suivant  la  tangente  ou  direction  de  la  vitesse,  et  l'autre 
dans  un  sens  perpendiculaire,  ont  leurs  analogues  ou  plutôt  leurs 
identiques  dans  tous  les  ordres.  C'est  ainsi  que  la  virtualité  motrice, 

estimée  dans  le  sens  de  la  force  accélératrice  9,  est  égale  km  -J;  tan- 
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dis  que  l'autre  composante  a    pour  mesure    ni(p  —,  en  appelant  c/'a 

l'angle  infinitésimal  que  font  entre  elles  deux  directions  consécutives 
de  la  force  accélératrice. 

Ces  préliminaires  établis,  pour  obtenir,  dans  le  cas  dune  trajec- 
toire plane,  la  tangente  de  l'angle  o^  que  fait  avec  la  normale  la  ligne 
droite,  lieu  des  centres  de  toutes  les  coniques  qui  ont  avec  cette  courbe 
un  contact  du  second  ordre;  tangente  qui  offre,  comme  je  l'ai  dé- 
montré ailleurs  ["],  la  mesure  représentative  de  la  quantité  dont  le  troi- 
sième élément  infinitésimal  s'écarte  du  cercle  osculateur  déterminé  par 
les  deux  premiers,  et  que  j'ai  appelée,  à  cause  de  cela,  première  rlé- 
i'iation  rie  courbure  ; 

Soient (j;  la  composante  normale  et  t  la  composante  tangentielle  delà 
vu-tualité.  L'espace  parcouru  dans  le  sens  de  la  Jiormale  pendant  le 
temps  dt  seia,  en  négligeant  les  termes  du  quatrième  ordre, 

v=  dt'         ,    df 

'•     1.2  '     2.3 

et,  dans  le  sens  de  la  tangente, 

/  „i.     ,     dv    dt-  dt- 

dt    1.2  ^       1.2.3 

Appelons  /'  la  partie  du  chemin  dans  le  sens  de  la  tangente  jusqu'à  la 
rencontre  du  cercle  osculateur,  de  sorte  que  /'  =  ^  '^^)  on  a,  d'après 
la  définition  même  de  la  première  déviation , 

l  =^  l'  -h  ie  tang  è. 

Combinant  entre  elles  ces  diverses  relations,  il  vient  fii;alement 


dv 

tango^  =  -I-       ^ 


3..  — —  r-i, 


2.3  c'  ■ 

ou  bien,  en  introduisant  la  force  accélératrice  normale  F  =  -et  h 


[*]  Dans  le  Mémoire  cU^à  cite.  Foyez  le  tome  VI  de  ce  Journal,  pages  .92  et  .93. 

4i'.. 
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dv 


force  tangentielle  T 


dt 


.  I    3FT  — ¥>;. 


Il  est  remarquable  que  la  déviation  de  courbure  circulaire  ne  dé- 
pende que  de  la  virtualité  normale  t|i,  sans  la  virtualité  tangentielle  t; 
tle  même  que  la  grandeur  de  la  courbure  circulaire  ne  dépend  éga- 
lement que  de  la  force  accélératrice  normale  sans  la  force  tangen- 
tielle. 

Quand  la  déviation  est  nulle ,  c'est-à-dire  quand  la  trajectoire  est  un 
cercle ,  ou  seulement  lorsqu'elle  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec 
le  cercle  osculateur,  on  a 

tang  ô*  =  o  ; 

et ,  par  suite ,  la  relation  de  condition 

3FT-V.6  =  o. 

Dans  le  cas  d'une  trajectoire  à  double  courbure,  on  a,  pour  déter- 
mmer  la  sphère  osculatrice ,  les  quatre  équations 

{x  -  a)-  -t-  (  J  -  ^f  +  (s  -  ff  =  R% 

[x  —  OL)  dx  -ir  {j  —  ^)  dy  -\-  {z  —  -j)  dz  =  o, 

[x  —  a)  d^x  +  ( /  —  jS)  d-j  +  (z  —  y)  d'^z  -\-  ds"^  =  o, 

[x  —  oCjd'^x  -h  ij"  —  ^)d^j  +  (z—  y)d'z  -+-  'idsd^s  =  o. 

Si  l'on  représente,  comme  précédemment,  la  vitesse  par  V,  et  ia  force 
tangentielle  par  T,  la  troisième  équation  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 


a 

— 

X  d'x 

+ 

t 

—y 

d^y 

+ 

t 

— 

z  d'i 

= 

3VT 

R 

'IF 

R 

dt' 

X 

"17^ 

R 

Or,  il  est  manifeste  que  le  premier  membre  représente  la  somme  des 
trois  virtualités  composantes  projetées  sur  le  ravon  de  la  sphère  oscu- 
latrice, c'est-à-dire  la  virtualité  4»  estimée  dans  la  direction  de  ce  rayon; 
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on  a  donc 

3VT 

+  =-R- 

D'ailleurs  on  trouvera  facilement,  à  l'aide  de  la  troisième  des 
quatre  équations  ci-dessus,  que  la  force  accélératrice  estimée  suivant 
une  ligne  qui  joindrait  l'élément  de  la  trajectoire  à  un  point  quelconque 

de  l'axe  polaire  est  égale  à  —  ?  en  appelant  p  la  longueur  de  cette  ligne  ; 

formule  qui  donne,  en  particulier,  soit  la  force  centrifuge,  dirigée 

vers  le  centre  du  cercle  osculateur  J  =  —  ,  soit  la  force  dirigée  vers  le 

centre  de  la  sphère  osculatrice  F  =  — •    De  là   on  pourra    tirer  cette 

autre  expression  : 

3FT 

D'ailleurs,  on  doit  remarquer  de  nouveau  que  le  rayon  de  la  sphère 
osculatrice  dépend  exclusivement  de  la  virtualité  normale  à  la  surface 
de  cette  sphère. 

Avec  la  sphère  osculatrice,  il  est  indispensable  de  déterminer  le 
rayon  de  seconde  courbure,  pour  que  la  trajectoire  soit  complètement 
définie  dans  son  troisième  élément.  Représentons  par  W  la  virtualité 
estimée  normalement  au  plan  osculateur;  on  trouvera  comme  il  suit 
luie  relation  simple  entre  W  et  le  rayon  de  la  seconde  courbure. 

Premièrement  on  a 

[dzdy  —  dxd'z)-£^  +  {dyd--x  —  dxdy)  ^  4-  (dzdy—dyd^r)  — 

W'  ^ . 

M 

en  faisant ,  pour  abréger, 

x\I  =  \l{djd''z  -  dzd-yf  +  idzd''x  —  dxd^'zf  +  (dxdy—  dj'd^^cY; 

l'expression  de  W  se  mettra  sans  difficulté  sous  la  forme 

dx^dyd'z  —  d'xd'jr)  +  djr  (d'zd^x  —  d'xd'z)  + dz{d'xd'y — d'yd^x)     i     -. 

W  —  ^,  ^,  M. 
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Or,  le  premier  facteur  de  celte  expression  est  précisément  l'inverse 

du  rayon  de  seconde  courbure  ou  —,  et  il  est  facile  de  voir  que  la 

quantité  —  M  est  égale  à  \j,  en  appelant  y  la  force  dirigée  suivant  la 
normale  principale  ou  force  centrifuge  ;  on  a  donc 

r 

ou  bien  ,  en  mettant  pour^  sa  valeur  —,  il  viendra  définitivement  la 
formule 

r.r 
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SUR    UNE    PROPRIÉTÉ    GÉNÉRALE    D'UNE    CLASSE    DE    FONCTIONS 
Par  J.  LIOUVILLE. 


Soient  x,j,...,  z  des  variables,  comprises  entre  certaines  limites 
qm  seront  celles  des  intégrales  que  nous  considérerons  tout  à  l'heure- 
J^  ,  j',..  s'  des  valeurs  quelconques  de  ces  variables;  /  une  fonction 
donnée  de  x,  j,...,  z,  et  l'  la  même  fonction  de  a:',  j',...,  z';  enfin 
soit  T  une  fonction  donnée  aussi  de  .r,  jr,...,  z,  x',  j',...,  z',  symé- 
trique par  rapport  à  ces  deux  groupes  de  variables. 

S'il  existe  des  fonctions  Ç  de  .r,  >,...,  z  (et  'C  de  x' ,  y' z'^  satis- 
faisant à  une  équation  de  la  forme 

(^'  fS-fl''^Çdx'(lj'...dz^=mÇ, 

m  étant  un  paramètre  constant,  spécial  pour  chaque  fonction  Ç  ces 
fonctions  jouiront  de  la  propriété  fondamentale  suivante:  soient  d^uK 
d entre  elles  Ç,  Ç„  répondant  à  deux  paramètres  différents  ///  ,„  • 
on  aura  '  ' 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  multiplier  par  IC.dx  dy  dz 
I  équation  (A),  puis  d'intégrer,  ce  qui  donne  au  second  membre  la 
quantité 

'nSJ-jVÇC,,dxdj...dz, 

et  au  premier  une  intégrale  dont  on  n'altère  pas  la  valeur  en  changeant 
les  unes  dans  les  autres  les  lettres  accentuées  et  les  lettres  sans  accents  • 
or.  après  ce  changement,  l'intégrale  coïncide  avec  celle  qu'on  obtient 
drait  en  cherchant  d'une  manière  semblable  la  valeur  de 

^>^^n-Sm,dxdy...dz. 
De  là  résulte  immédiatement  l'équation  (B). 
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Ou  voit  sur-le-champ  la  conséquence  à  tirer  de  la  propriété  pré- 
cédente  pour  le  développement  des  fonctions  eh  séries  de  la  forme 

^A^Ç»  lorsqu'un  tel  développement  est  possible.  On  en  conclut  aussi 

que,  quand  la  fonction  donnée  /  est  toujours  positive  ou  toujours  né- 
gative, les  paramètres  m  ne  peuvent  pas  être  imaginaires.  D'ailleurs 
on  comprend  sans  peine  qu'au  premier  membre  de  l'équation  (A) 
pourraient  être  substituées  des  intégrations  plus  compliquées,  ou  même 
des  opérations  d'un  autre  genre,  sans  que  notre  théorème  (modifié 
convenablement,  s'il  le  faut,  dans  le  sens  de  ces  opérations  nouvelles) 
et  la  démonstration  même  cessassent  d'avoir  lieu;  car  ce  que  l'on 
vient  de  lire  repose  essentiellement  sur  mie  certaine  symétrie  qu'il 
suffit  de  conserver.  Ajoutons  qu'il  y  a  des  résultats  analogues  pour 
des  classes  d'équations  simultanées.  Au  reste,  c'est  sur  des  équations 
de  la  forme  (B)  que  reposent,  comme  on  sait,  les  solutions  de  la  plupart 
des  questions  de  physique  mathématique.  Mais  en  tirant  ici  ces  équa- 
tions d'une  source  nouvelle,  on  agrandit  encore  le  champ  des  appli- 
cations dont  elles  sont  susceptibles. 
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NOTE 


RELATIVE 


A  L'INSTABILITÉ  DE  L'ÉQUILIBRE  D'UN  SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS  ; 
Par  m.  Jules  VIEILLE. 


Considérons  un  système  de  n  points  matériels  en  équilibre,  et  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque. 

Désignons,  comme  à  l'ordinaire,  par  X,  Y,  Z  les  composantes  paral- 
lèles à  trois  axes  rectangulaires  de  la  force  motrice  qui  sollicite  le  point 
(.r,  j-,  z)  dont  la  masse  est  m,  et  soient 

(i)  L  =  o,     M  =  o,     N  =  o,... 

les  équations,  au  nombre  de  /,  qui  expriment  les  liaisons  du  système. 
L,  M,  N,...  sont  des  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z,  x' ,  y',--  qu'on 
suppose  ne  pas  renfermer  le  temps  /  explicitement.  Le  nombre  des  coor- 
données de  tous  les  points  matériels  étant  3/z,  il  y  aura  3«  —  /'  va- 
riables indépendantes  ,  et  l'on  peut  concevoir  qu'on  exprime  toutes  les 
coordonnées  eu  fonction  de  ces  variables. 

Lorsque  les  forces  données  satisfont  à  la  condition  que  la  somme 

2(Xc?x  +  Y^  +  Idz); 

étendue  à  tous  les  points  du  système,  soit  la  différentielle  exacte 
d'une  fonction  des  coordonnées  j:,  y,  z,  x' ....;  ou,  du  moins,  lorsque 
cette  condition  d'intégrabilité  est  remplie  par  la  somme  ci-dessus ,  après 
qu'on  l'a  réduite  à  ne  contenir  que  les  seules  variables  indépendantes; 
on  sait  que,  pour  les  valeurs  de  ces  variables  qui  répondent  à  la  posi- 
tion d'équilibre,  Xa  fonction  des  forces  (c'est  ainsi  qu'on  appelle  la  fonc- 
tion dont  V  (Xr/j?  +  \dj  -\-  Zdz)  est  la  différentielle)  est,  en  général, 

un  maximum  ou  un  minimum. 

De  plus,  si  l'on  vient  k  écarter  un  tant  soit  peu  le  système  de  cette 

■f ome  X.  —  Septemdre  1845.  4^ 
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position,  on  démontre  que,  dans  le  cas  où  la  fonction  des  forces  est  un 
maximum,  la  somme  des  forces  vives  ne  peut  demeurer  constamment 
positive,  qu'autant  que  les  variables  qui  déterminent  à  chaque  instant 
la  position  du  système  restent  toujours  très-petites  ;  en  sorte  que  l'équi- 
libre est  alors  stable.  Mais  ce  genre  de  calcid  ne  fait  pas  voir  que,  dans 
le  cas  où  la  fonction  des  forces  est  un  minimum,  l'équilibre  soit  néces- 
sairement instable. 

Lagrange  a  résolu  cette  deuxième  partie  de  la  question  dans  la  sixième 
section  de  la  Mécanique  analytique,  où  il  étudie  les  oscillations  très- 
petites  d'un  système  de  points  matériels  autour  de  leurs  positions 
d'équilibre.  Il  y  démontre  incidemment  l'instabilité  de  l'équilibre, 
dans  le  cas  où  la  fonction  est  un  minimum. 

L'objet  que  nous  nous  proposons  est  de  donner  à  cette  démonstration 
une  forme  plus  simple  et  propre  à  être  admise  dans  l'enseignement. 

Nous  partirons  de  l'équation  générale  de  la  dynamique,  savoir  : 

(^)     S'»  (^  °^^  -^  $  ^^  -^  S  ^')  =  2  (^^^  -  Yo>  -  lo\)  , 

et  d'abord,  il  convient  d'y  remplacer  x,  j,  z,  x',...  par  leurs  valeurs 
en  fonction  des  3/i  —  i  variables  indépendantes. 

Soient  a,  j3,  y,...  les  valeurs  de  ces  variables  pour  la  position  d'équi- 
libre, et  p,  q,  r,...  les  accroissements  qu'elles  prennent  au  bout  du 
temps  t  par  suite  d'un  déplacement  très-petit  imprimé  au  système. 
p,  q,  r,...  sont  des  fonctions  inconnues  du  temps  /,  dont  les  valeurs 
sont  d'abord  très-petites ,  au  commencement  du  mouvement;  chacune 
des  coordonnées  x,j,  z,  x',...  est  une  fonction  connue  de  a+/7,  |S  -i-q, 
■j  -^  /•,...  qui  ne  renferme  pas  t  explicitement.  Nous  supposerons,  pour 
abréger  l'écriture,  que  ces  variables  indépendantes  soient  au  nombre 
de  trois. 

Lorsqu'on  substitue  les  valeurs  de  x,  j,  z,  x',...  dans  la  somme 
^(J^dx  +  ^dj  -h  Zd£j,  elle  devient,  par  hypothèse,  la  différentielle 
exacte  d'un  fonction  (p{a-i-p,  |3  +  q,  y  -+-  r)  ;  par  conséquent,  la  même 
substitution,  effectuée  dans  le  second  membre  de  l'équation  (2'  où  les 
f/sont  changés  en  â,  donnera 

2  (Xo'x  -I-  Yây  -+-  ZoV  =  o\9va  +  />,  /S  +  7,  7  -f-  r). 
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Tant  que  p,  q,  r  auront  de  très-petites  valeurs,  cette  fonction  o 
pourra  être  développée,  par  la  formule  de  Taylor,  en  série  très-conver- 
genfe ,  ordonnée  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  p,  q,  r.  Comme 
9  (a,  fi,  ■/)  est  un  minimum,  les  termes  de  première  dimension  en  p. 
q,  r  seront  nuls ,  et  l'on  aura 


iFqr) 


9  'v«  +  P^ 

5  + 

7'  7  + 

'■)   = 

9  (a, 

P'  y) 

-+-  - 

-^{Ap^+Bq 

'   -+- 

Cr^  -+- 

iDpq  -+-  î 

iEpr-\ 

en  posant, 

pour  abréger, 

d-'o 
d^'  ~ 

A, 

d'if 
df^- 

B, 

d-o 
dy- 

=  C, 

,   AA^ir,„^   V 

d''<^ 
dadp  ~ 

d'(f 
dayd 

,1' — 

E, 

d'(f 
dpdy 

=  F. 

c.  désigne  l'ensemble  des  termes  d'ordre  supérieur  au  second,  qu'il  est 
iiuitile  de  développer.  Nous  supposons  que  le  minimum  de  la  fonction 
puisse  être  constaté  par  la  considération  des  seuls  termes  du  deuxième 
ordre;  en  sorte  que  le  pol\nôme  (Ap*  +  ?>q^  +...+  iFqr)  conserve 
constamment  le  signe  -h,  quels  que  soient  les  signes  et  les  grandeurs 
de  p,  q,  r. 

En  prenant  la  variation  de  la  fonction  f,  et  omettant  les  termes  pro- 
venant de  £ ,  lesquels  contiendraient  les  carrés  et  les  produits  des  va- 
riables p,  q,  r,  supposées  très-petites,  on  aura  simplement 

â.rj)  (a  -t-  p,  p  +  (7,  7  +  /■)  =  {Ap  +  D^  +  Er)  âp  -+-  (Dp  -h  Bq  -^  Fr)  6'q 
-^  {Ep+Fq  -h  Cr)  <^r. 

Si  l'on  compare  entre  eux  les  groupes  de  termes  qui  nudtiplient  âp, 
f^q,  âr  dans  le  second  membre  de  cette  égalité,  on  remarquera  que  les 
coefficients  des  variables  qui  entrent  dans  un  gi-oupe  se  répètent  tous 
une  fois  dans  les  autres  groupes,  à  l'exception  du  coefficient  de  la  va- 
riable soumise  au  signe  c?  dans  ce  même  groupe,  lequel  ne  se  répète 
pas.  Par  exemple,  les  coefficients  ])  et  E  du  premier  groupe  qui  est  affecté 
de  âp,  se  retrouvent  une  fois  dans  les  autres  groupes,  savoir,  D  dans  le 
second  groupe  et  E  dans  le  troisième ,  et ,  de  plus,  ils  multiplient  pré- 
cisénientla  variable  yr?  dans  ces  groupes.  Mais  le  coefficient  A  n'est  pas 
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répété.  Cette  remarque,  qui  nous  sera  utile  plus  loin  ,  subsiste  évidem- 
ment quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes. 

Considérons  actuellement  le  premier  membre  de  l'équation  (2).  On 
a,  pour  chaque  coordonnée,  un  développement  en  série  de  la  forme 

X  =  rt  +  a,  p  +  «2  ^  +  O3  r  +  Ç , 
j  —  b  -h  b, p  -\-  b-^q  -i-  b^  r  -h  Y} , 
z  =c  +  c,  p -4- Cjf/  +  C3  ;•  +  5, 
x'  =  «'  +  a\p  -h  a\q  +  a\r  -h  Ç', 
etc.; 

Ç,  T,,  6,  Ç',...  désignent  l'ensemble  des  termes  du  deuxième  ordre  et  des 
ordres  supérieurs.  Les  coefficients  a ,  rt, ,  a^,.-.,  b,  b,,...  etc.,  sont  des 
constantes  données. 

On  en  déduira  les  valeurs  de -7-7? -;=^»  -rzi   et   aussi  celles  de  &x , 

dt-      dt'      dt^  ' 

djr,  àz;  et  l'on  négligera  les  termes  qui  proviendront  des  restes  Ç, 

Ti,  5,...,  parce  que,  dans  les  produits  '-—  ùx,  -j^  ây,  etc.,  ces  termes 

introduiraient  les  carrés  et  les  produits  de  p,  q,  r,  et  de  leurs  dérivées, 
que  nous  sommes  convenus  de  négliger.  On  aura  ainsi 

ymi"^^  âx  +  '^^âj^  pjz)  =  (a'^  +  D' J?  +  E'^:)  âp 

■^•^       \df  dt'     -'  dt-       j  \        dt'  dt-  dt' I      ' 

^  (d'Ç^+  B'^^+  F  J^:)  âq  +  (e'^  +  F  9,  +  C'^)  .V, 
\        dt'  dt'  dt' J       '  \       dt'  dt'  dt'J 

eu  posant 

^in[a\  +  b'\  +  c\)  =  xV,  2'»  («,«2  +  ^,^3  +  c^c..,  =  D', 

'^m[a\  -\-  b\-\-  Cj)  =  B',  ^w(rt,«,  +  b^b^  +  c^c^  —  F. 

y  w(fl^  +  i^  +  c^)  =  C,  ^/«(rtjrtj  +  hjl)^  -t-  Cofj)  =  F'. 

11  V  a,  sur  la  composition  des  groupes  qui  multiplient  c?p,  èq,  âr  dans 
le  deuxième  membre  de  l'équation  ci-dessus,  une  remarque  analogue 
à  celle  que  nous  avons  faite  plus  haut.  Chaque  coefficient  se  trouve 
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répété  deux  fois,  à  l'exception  du  coefficient  de  la  dérivée  de  la  va- 
riable soumise  au  signe  ù  dans  le  groupe  que  l'on  considère.  Ainsi,  par 
exemple ,  les  coefficients  D'  et  E'  du  premier  groupe  en  ùp  se  retrou- 
vent ,  l'un  dans  le  deuxième  groupe ,  l'autre  dans  le  troisième ,  et  ils  y 
multiplient  précisément  les  dérivées  de  la  variable  p.  Ce  fait  est  géné- 
ral ,  et  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes. 

Les  deux  membres  de  l'équation  (2)  étant  ainsi  transformés,  on 
devra  égaler  séparément  les  coefficients  de  chacune  des  variations  in- 
dépendantes èp,  o\/,  ùr,  que  ces  deux  membres  renferment.  Il  en  ré- 
sultera des  équations  linéaires  à  coefficients  constants,  en  mênie 
nombre  que  les  variables  indépendantes  p,  7,  r,  et  propres  à  déterminer 
par  approximation  ces  variables  en  fonction  du  temps,  du  moins  tant 
qu'elles  resteront  très-petites. 

Ces  équations  sont  ici  an  nombre  de  trois  ;  savoir  : 


(3) 


En  rapprochant  les  deux  remarques  que  nous  avons  faites  ci-dessus, 
on  peut  dire  que  tout  coefficient  de  l'une  de  ces  équations  se  retrouve 
dans  l'une  des  autres ,  à  l'exception  des  deux  coefficients  relatifs  à  la 
variable  p  dans  la  première  équation  ,  à  la  variable  7  dans  la  deuxième, 
à  la  vanable  rdans  la  troisième,  lesquels  ne  sont  pas  répétés.  De  plus, 
les  coefficients  relatifs  à  une  variable,  et  susceptibles  de  répétition, 
dans  l'une  des  équations,  deviennent,  dans  les  autres  équations,  coef- 
ficients relafifs  à  la  variable  pour  laquelle  il  n'y  avait  pas  répétition 
dans  l'équation  d'où  l'on  est  parti. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que,  dans  le  cas  où  lu  fonc- 
tion <p  est  un  minimum,  les  valeurs  de  p,  7,  r,  qui  vérifient  ces  équa- 
tions, ne  sauraient  demeurer  toujours  tiès-petites,  quelle  qu'ait  été 
leur  petitesse  dans  l'origine.  Il  en  faudra  conclure  que  l'hypothèse  d'un 
mouvement  oscillatoire  dans  lequel  les  points  du  système  resteraient 


.  ,  d^p           ,,,  <■/>           „,  r/V 

-^'iF-^^'-dF-^'^dT^ 

-  V  -  D7  - 

Er  =  O; 

dt-                 dt-                df 

_  Dp  -  P.7  - 

F;=  0, 

^   dt'-  ^       dt'-  ^  ^  dt^ 

-  E/>  -  F7  - 

C/'  =  0. 

p  (A 'A-  -^  D'A-' 

^  E'A"  ;  ^  (  AA  +  DA'  -H  EA-" 

=  o. 

,o(D'A  +  B'A' 

-4-  F'A")  --  (DA  +  BA'  -t-  FA" 

=  o. 

pŒ'A  +  F'A' 

-^  C'/n  ^  (EA  +  FA'  --  CA" 

=  o. 
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toujours  tres-voisins  de  leurs  positions  d'équilibre,  est  inadmissible,  et 
par  conséquent  que  1  équilibre  est  instable. 

On  sait  qu'on  satisfait  aux  équations  (3)  par  des  valeurs  de  la  forme 

p  =  AHsin(^\p  —  h) .     ^  =  A'Hsin  {t\p  —  h) ,     /•=  A"Hsin  {t\(,  —  h), 

H  et  A  étant  des  constantes  arbitraires,  et  l'on  a,  pour  déterminei-  f>  et 
les  rapports  —  1  —  ?  les  trois  équations 


(/|) 


De  deux  d'entre  elles,   on  déduira    les  valeurs   des  rapports  7-'  -r' 

sous  forme  de  fonctions  rationnelles  Contenant  la  deuxième  puissance 
de  fj,  et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  troisième  équation  four- 
nira une  équation  en  p  du  troisième  degré.  En  général,  cette  équation 
eu  p  sera  d'un  degré  marqué  par  le  nombre  des  variables  qui  servent 
à  déterminer  la  position  du  système.  A  chacune  des  racines  de  cette 

équation  correspondra  un  système  de  valeurs  des  rapports  —5  — :  on 

pourra  prendre,  pour  la  symétrie,  â  égal  au  dénominateur  commun  de 
ces  rapports.  De  cette  manière ,  on  aura  trois  svstèmes  de  valeurs  par- 
ticulières pour  p,  ç,  /■,  et  il  ne  restera  qu'à  en  faire  la  somme  en  af- 
fectant dans  chaque  système  les  constantes  arbitraires  H  et  ^  d'un  ca- 
ractère différent)  pour  avoir  les  intégrales  générales  des  équations  ('3). 
Quant  aux  six  constantes  arbitraires,  on  les  déterminera  au  moyen  des 

valeurs  données  de /j,  q.  r.  -j-'  -^■,  -^  pour  ^  =  0;  comme  ces  der- 
nières sont  supposées  très-petites,  il  est  visible  que  les  valeurs  de  H  le 
seront  aussi  ;  et ,  par  suite  ,  les  valeurs  de  p,  q,  r  seront  très-petites,  du 
moins  au  commencement  du  mouvement,  ainsi  que  cela  devait  être. 
Or,  sans  prendre  la  peine  de  composer  l'équation  en  p,  on  peut 
s  assurer  aisément  qu'elle  n'aura  pas  de  racines  réelles  et  positives  ;  et 
cela  suffira  pour  piouver  l'instabilité  de  l'équilibre.  Car  alors  les  va- 
leurs de   \p  étant  toutes  imaginaires,   les  sinus  qui  entrent  dans  les 
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expressions  de  p,  q,  r  se  transformeront  tous  en  exponentielles  réelles , 
et ,  par  suite,  les  valeurs  générales  de  p,  </,  rse  composeront  de  termes 
de  la  forme 

[Reou  +  Se-'^'), 

où  nous  désignons  par  y  l'une  des  valeurs  de  \  —  p,  et  par  R  et  S  des 
constantes  qui  dépendent  du  déplacement  initial  du  système.  Si  R  n'est 
pas  nul ,  le  terme  ci-dessus  finira  par  croître  indéfiniment  avec  t.  Ainsi , 
à  moins  qu'on  ne  suppose  le  cas  tout  à  fait  exceptioimel  d'un  déplace- 
ment initial  présentant  cette  circonstance  singulière  que  tous  les  coef- 
ficients, tels  que  R,  des  termes  à  exposants  positifs,  soient  nuis,  on 
sera  certain  que  les  valeurs  des  variables  p,  <y,  r  cesseront  d'être  très- 
petites  au  bout  d'un  certain  temps.  Le  système  tendra  donc  toujours  à 
s'éloigner  davantage  de  sa  position  d'équilibre,  quel  que  soit  lébraii- 
lement  initial;  sauf  toutefois  le  cas  unique  que  nous  venons  de  signa- 
ler, et  où  l'analyse  précédente  ne  permet  pas  d'affirmer  qu'il  v  ait 
instabilité. 

La  question  est  ramenée  à  prouver  que  l'équation  en  p  n'a  pas  de 
racines  réelles  et  positives;  à  cet  effet,  nous  allons  mettre  les  équa- 
tions (4)  sous  une  autre  forme:  désignons  par  T  ce  que  devient  la 
demi-somme  des  forces  vives  des  points  du  système,  c'est-à-dire  la 
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^  de       dt       dt 
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^  dt- 

:  -*-  • 

%  )  '  quand  o 

n 

pai 

•  les  valeurs 

suivantes  : 

dx  _ 

di  "" 

a^k 

-1-  «a A'  -1-  (73  A' 

', 

dy  _ 
dt 

b,k 

-^b^k'  -+-  b^k" 

î 

dz 

dt  ~ 

c,k 

-^  c^k'  -^  c^k" 

■> 

noi 

is  aurons 

T  =  i(A'A= 

+  B'k''  -+- 

Ck" 

■  +■  2D'AA-'  + 

2 

E'AA"  -I-  ■2V'k'k"  \. 

Soit  encore  V  ce  que  devient  le  polynôme  du  deuxième  ordre  de  la 
fonction  des  forces,  c'est-à-dire  {  'Ap^  -+-  Rr/*  -f-...),  quand  on  y  rem- 
place /;,  (/,  r  respectivement  par  A,  A',  A' ,  en  sorte  que 

V  =  i (A/:»  -+-  BA"»  -4-  CA'»  +  aDAA'  -t-  aEAA"  +  aFA'A'). 
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Il  suit  des  remarques  que  nous  avons  faites  sur  la  composition  des 
équations  (4),  que  les  coefficients  de  p  dans  ces  équations  ne  sont  autres 
que  les  dérivées  partielles  de  T  relatives  à  A,  A',  A",  et  que  les  groupes 
indépendants  de  p  ne  sont  autres  que  les  dérivées  partielles  de  V  re- 
latives aux  mêmes  quantités.  Les  équations  (4~!  peuvent  donc  s'écrire 
ainsi  : 

dl         dV 

f/T  d\ 

dl  d\- 

('  Ik"  +  M"  =  °' 

et  si  on  les  ajoute,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  A,  A', 
A",...,  on  aura,  vu  que  T  et  V  sont  des  fonctions  homogènes  du 
deuxième  degré . 

pT  —  V  =  o,      d'où     p  =  —  -• 

Cette  formule  renferme  la  démonstration  de  la  proposition  énoncée.  En 
effet,  remarquons  que  les  valeurs  réelles  de  p  doivent  correspondre  a 
des  valeurs  réelles  de  A,  A',  A";  et  qu'en  supposant  A,  A^,  A"  réelles,  les 
fonctions  T  et  V  sont  essentiellement  positives ,  savoir  :  la  fonction  T 
par  sa  définition  même,  puisqu'elle  provient  d'une  somme  de  carrés 
de  quantités  réelles,  et  la  fonction  V  à  cause  que  œ  (a,  |3,  y)  est  un  mi- 
nimum. Donc  les  valeurs  réelles  de  p  sont  négatives. 

Il  nous  a  suffi,  pour  établir  Tinstabilité  de  l'équilibre,  de  démontrer 
que  l'équation  finale  en  p  ne  saurait  admettre  de  racines  réelles  po- 
sitives. 

M.  Sturm  a  soumis  les  racines  de  cette  équation  à  une  discussion 
approfondie.  Apres  avoir  établi  que  toutes  ces  racines  sont  réelles  et 
inégales  (ce  qu'avait  déjà  fait  Laplace,  d'une  manière  moins  simple, 
dans  un  chapitre  de  la  Mécanique  céleste).  M.  Sturm  a  fourni  le  moyen 
de  les  séparer,  et  a  lait  connaître  plusieurs  propriétés  remarquables 
qu'elles  possèdent.  Un  extrait  seulement  de  ce  Mémoire  important  a 
été  inséré  dans  le  Bulletin  de  Fénissac  (octobre  iSapV 
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Sur    le  i>riii(,i/>c  du    dernier  multiplicateur   et  sur   son    usage 
conune  nouveau  principe  général  de  mécanique; 

Pau  m    JACOBI. 

[Arliile  traduit  de  l'ilalien  et  extrait  (i«/  Giornalc  nicadico.] 


Je  démontrerai  d'abord  un  lenime  de  calcul  intégral ,  lemme  important  par  ses  ap- 
|)lications  à  la  recherche  des  intégrales  d'tin  système  d'équations  différentielles,  et  en 
particulier  des  équations  auxquelles  on  ramène  la  détermination  du  mouvement  d'un 
système  de  points  matériels. 

Lemme.  «  Soient  X,  X,,  X;,...,  X„  des  fonctions  quelconques  des  variables  x,  .r,,..., 
»  x„;  et  M  et  II  deux  autres  fonctions  des  mêmes  variables  qui  vérifient  les  é(|uations 
»  aux  différences  partielles  suivantes  : 

d.MX       rf.MX,  rf.MX„ 

H 1 =  o, 


dx  dx,  dx„ 

XÎ^  +  X,^+...-hX„^ 
dx  ox,  dx,, 


■j.  étant  une  constante  arbitraire;  et  de  cette  équation  tirons  la  valeur  de  x„  pour  la 
substituer  dans  les  fonctions  X,  X,,...,  X„_,  et  dans  la  quantité 

M 


M,  = 


m 


La  fonction  M,  des  variables  x,  x,,...,  x„_,  vérifiera  une  équation  analogue  à  celle 
à  laquelle  satisfait  M,  savoir  : 

^/.M,X       (/.M,X,  rf.M,X„_i  _ 

dx  dxt  '  dx„_, 

Démonstration.  L'équation  à  démontrer, 

rf.M.X       f/.M,X,  rf.M,X,_,  _ 

dx  dx,  dx„_, 

Tome  X.  —  SErTEHBBE  1845.  ^i 
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peut  sr  mettre  sous  la  forme 

rf.logM,  rf.IogM,  rf.logM, 

A. HA, ; [-••■+  X.„_,  — j 

fij:  (IX,  f'^n—i 

dX         f/X,  '/X„_,  _ 

elx         fte,  <lx„_, 

Les  quantités  X,  X,,...,  X„_i  et  M,,  qui  sont  regardées  comme  fonctions  des  variables 
indépendantes  x,  x.,..  ,  x„_,,  contiennent  cependant  dans  leur  expression  primitive  la 
variable  x„  qui  dépend  des  autres  en  vertu  de  l'équation 


En  conservant  donc  cette  forme  primitive,  l'équation  précédente  devra  être  écrite  ainsi  : 
rfJogM,  ^JogM,  <i.lQgM, 

A.  ; \-  A|   z -I-  .  ..   -f-    An— i  ' 


dx  dx,  '  dXn^, 

rf  loeM,  /     dx„       ^   dx„  ^        dxn  \ 

-( 7^— ^    X -r  -f- X,  —  +...-!-X„_, -p^ 

dxn       \      dx  dx,  dx„^,  I 

^        dX        rfX,  rfX„-i 

dx         dx^  dx„_, 

dX  dx„        dX,  dx„  dXn—,    dx„ 

dXn  dx         dx„  dx,  dx„     dx„_, 

Les  valeurs  des  dérivées  partielles 

dx„        dx„ 


dx:         dx-. 


se  déduisent  de  l'équation 
RU  uioven  de  la  formule 


dx„ 
dxi 


\dxj 


Amsi  on  aura 


A  cause  de 


dx„  dx„  dx„ 

X 1-  X,  —  -!-...-(-  X„_, 

dx  dxi  dx„_, 

I        ^.^  du        ^.    du  ^         du    \ 

du  \   \     dx  dx,  dx„_,  i 

d^„) 


du  du  du 

dx       '  '  dx,       '"  "  dx., 
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ii  VKiuira  flonc 


llx  </x,  ~    (IXn. 


Km  outre,  on  a 


dX  dx„       f/X,  dx„  (/X„_i    dx„ 

dxa  dx        dxn  dx,        '"  </x„     di„_, 

I        /dX„du        dX,da  rfX„-i      du    \ 

'        f  du\    \  dXn   dx        dx,  dx,        '"  dx„     dx„_,  ) 

\dxj 
Or  i'cquation 

/'  ,  du         „     du  ^  du     \  du 

-  ^  Tx  '"-  ^'  di,  -^-^  ^"-  -diz)  =  ''"^; 

difterentiée  par  rapport  à  .r„  et  divisée  par  —  ?  fournit 


I       /rfX  du       rfX,  rf«  </X„_,    ^/x„ 

.     I  _ 1 ; l-.-.-t- 


£) 


d'où,  parla  formule  (3),  résulte 

rfX  ^„  (/X,  ^„  <<X„_i    dx„ 

dx„  ~dx  dx„  dx,        '"         dXn      dx^, 
(i)                   }  du  ,       du  ,  ,       du 

:— hX 1-  X, h..--t-A.n 

Combinant  les  formules  (2)  et  (4)  avec  la  formule  (i),  on  obtient 

r/X  rfX,  </X„_i  rfXn 

-^li^^dT^'^-'^'I^^dx/ 


43 


34o  JOURNAL  DE  jMATHEMATIQUES 

et,  comme 


on  en  conclut 


M,  4^=  M, 

^        rfX,  ^X„ 

rfjr         rfa.-,  dxn 

formule  qui,  multipliée  par  M,  se  change  en 

éf.MX       rf.MX,  r/.MX„ 

*5  =  ^3 ^--:ï !-•••+     ^      • 

.\insi  l'équation  à  démontrer  se  trouve  réduite  à  l'équation  même  qui  sert  à  définir  la 
fonction  M.  Le  lemme  est  donc  démontré. 
Ayant 

„  du       ^    du  du 

X—  -hX,  -7-  +...-|-X„-7-    =  0, 

dx  rtx,  ax„ 

on  peut  définir  l'équation 

tt  :=  a 

comme  étant  une  intégrale  première  du  système  des  équations  différentielles  ordi- 

naii'es 

dx  ;  dx,  : ...  ;  dxn  =  X  i  X,  : . . .  :  X„  ; 

c'est  ce  que  nous  ferons  désormais. 


De  la  même  manière  qu'on  a  déduit  de  M  la  fonction  M,,  on  pourra  de  M,  déduire 
une  nouvelle  fonction  M,,  puis  de  M,  une  autre  fonction  Mj,  etc.  Et  le  lemme  précé- 
dent fournira  successivement  pour  chacune  de  ces  fonctions  une  équation  aux  diffé- 
rences partielles  à  laquelle  elle  devra  satisfaire ,  le  nombre  des  variables  diminuant  à 
chaque  fois  d'une  unité. 

Admettons  que  u=  x  soit  une  intégrale  du  système  d'équations  ordinaires 

dx  ;  dx,  '....'.  dx„  :=  X  :  X,  : ...  :  x„, 

et  qu'on  ait 

rf.MX       rf.MX,  d.MXn 


dx  dx,  dx„ 

la  fonction 

dx„ 


=  o> 


PURES  ET  APPETQIJFES.  ;V,i 

satisfera  à  l'équation 

d.^],X       d.M,X,  f/.M,X„_, 

1-  — h.-.-i y =  o, 

où  ,  par  le  moyen  de  l'équation 

Il  =r  a, 

on  suppose  la  variable  x„  éliminée  de  X,  X,,.--)  X„^i,  Mi. 
Soit  II,  =  a,  une  intégrale  des  équations  différentielles 

dx  :  dx,  : ...  :  rf.i;„_,  =  x  :  x,  : . . .  :  x„_ , , 

a,  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire;  et  posons 

\dx, 
on  aura ,  par  le  même  théorème , 


"tS 


(/.M.X       rf.l\LX,  rf.M,X„_j_ 

dx  dx,  dx„_,  ' 

où  X,  X,,...,  X„_:,  M,  sont  des  fonctions  de  x,  x,,...,  x„_i,  la  variable  x„_,  ayant  ete 
éliminée  au  moyen  de  la  seconde  intégrale  «,  =  a,. 

Soient  a,  une  troisième  constante  arbitraire  et  i<,^=x,  une  intégrale  des  équations  dif- 
férentielles 

dx  :  dx,  : ...  :  dx„_.  =  x  :  x,  : ...  ;  X,i_,, 

et  posons 

Mî  M,  M 


M3  = 


c?«2  rf«2        du,  du,       du,     du 

dx„^-i  dx„^2   dx„^,  dx„_,  dx„_,  dx„ 


en  éliminant  x„_:  au  moyen  de  l'équation  ti,  =  a,,  on  aura 
rf.MjX       r/.M,X,  rf.M>X„_3 

En  continuant  de  cette  manière,  soient  les  intégrales  successives 
[5]  Il  =  01,      u,  =  3. ,      ;f„_;  =  a„_5, 

où  a,  a,,...,  a„_.  Sont  les  constantes  arbitraires,  et  où  k,  =  a,  est  l'équation  en  .r,  x,, 
x„  ..,  x„_,  qui  doit  servir  à  éliminer  x„_,.  Posons,  en  outre, 


(6)  M„_,  = 


du      du  I         dii„_, 
dx„  dx„^,        (ix. 


et  l'élimination  de  x..,  Xj,...,  x„  étant  opérée  au  moyen  des  intégrales  citées  dans  X  ,  X, 
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et  M„_i,  l'application  répétée  du  lemme  que  nous  avons  démontré  nous  donnera 
rf.M„_,X        r/.M„_,X, 


(7) 


dx  djc, 


Or,  quand  les  variables  x-i,  j.„.  . . ,  j^„  ont  été  éliminées  par  le  moyen  des  intégrales  (5) , 
c'est-à-dire  de  toutes  les  intégrales  du  problème  sauf  une  seule,  il  ne  reste  plus  à 
intégrer  qu'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  à  deux  variables  x,,  x.,  sa- 
voir, l'équation 
(8)  X,dx  —  Xdx,  =  o; 

et  la  formule  (■;)  prouve  que  la  quantité  M„_,  est  le  multiplicateur  de  cette  équation 
différentielle.  Ce  multiplicateur  rendant  le  premier  membre  de  l'équation  (8)  une  diffé- 
rentielle exacte,  réduit  l'intégration  de  cette  équation  à  une  simple  quadrature.  De  là 
découle  le  théorème  suivant  qui,  par  son  importance  et  sa  fécondité,  a  paru  mériter  une 
dénomination  particulière  : 

'    Étant  proposées  les  équations  différentielles 

dx  :  dxt  '...'.  dx„  =^  X  :  X,  :...■.  x„, 

>'  soit  M  une  quantité  satisfaisant  à  l'équation 

ûf.MX       rf.MX,  r/.MX„ 

—, 1-  —j h. ..H , =  o; 

dx  dx,  ax„ 

1.  admettons  qu'on  ait  trouve  toutes  les  intégrales  à  l'exception  d'une  seule,  et  repré- 
>'  sentons  par 

H  =  a,       Ui  =:  a,,...,       u^_.  =r  a„_;, 

"  les  intégrales  qui  nous  sont  connues,  a,  a,,...,  a„_,  étant  les  constantes  arbitraires  ; 
»  faisons  servir  successivement  chacune  de  ces  intégrales  à  l'élimination  d'une  variable , 
>i  et  que  a,  =  a,  soit  l'équation  en  x,  x,,...,  x„^„  qui  sert  à  éliminer  j:„_,  ;  le  multipli- 
'.  cateur  de  la  dernière  équation  différentielle 

X.f/.r—  Xdx,=zo 
»  sera 

—  M 

'  du     du,        du„_-: 

dx„  ete„_,        dx, 

i>  expression  où,  par  le  secours  des  intégrales  trouvées,  il  n'entre  plus  que  les  deux 
•>   variables  x  et  x, .   <• 

Ainsi  est  démontré  le  principe  du  dernier  multiplicateur,  que  connaissant  la  quan- 
tité M,  la  dernière  intégration  s'effectue  toujours  par  une  simple  quadrature. 

Quand  on  a 

dX         rfX,  d\„ 


9) 


dxy 
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on  peut  prendre  M  =r  r  ;  d'où  il  suit  :  «  Qu'étant  proposé  ce  système  d'équations  dif- 
»   férentielles  ordinaires 

dx  :  r/jCi  ; ...  :  (/x„  =  X  :  X 1  : ...  ;  x„ , 

»  où 

dX        rfX,  dX„  _ 

dx  dx,  dx„ 

1)  et  dont  toutes  les  intégrales  sont  connues  à  l'exception  d'une  seule,  la  dernière  équa- 
»  tion  différentielle  qui  reste  à  traiter  pourra  toujours  être  intégrée  à  l'aide  d'une 
i>  simple  quadrature.   » 

On  trouvera  dans  le  Journal  de  M.  Crcllc\*'\  des  développements  plus  i-ti'udns  sm 
ce  sujet.  Passons  à  l'application  aux  problèmes  de  mécanique. 

in. 

Principe  du  dernier  multiplicateur  dans  les  problèmes  de  mécanii/ue. 

Considérons  les  fonnules  do  dynamique  relatives  au  mouvement  de  /  points  uiad  - 
liels.  I,es  3X-  coordonnées  rectangulaires  de  ces  /•  points  étant 


posons,  en  outre, 

6/  —I. 


dx  r/x,  r/x,i_, 

i  10)  —  =  .r3(,      —  =  x,,+, ,...,      —j—  =  x,o 


Admettons  que  les  forces  qui  sollicitent  les  points  matériels  suivant  des  directions  pa- 
rallèles aux  axes  des  coordonnées  sont  des  fonctions  des  coordonnées  x,  x, ,...,  x,t_,, 
indépendantes  du  temps  et  des  vitesses;  supposons,  de  plus,  les  points  entièrement 
libres.  Le  mouvement  de  ces  points  dépendra  du  système  suivant  d'équations  différen- 
tielles ordinaires, 

dx,i  dx,i.  +  ,  '^"  —  V 

(Il  — —=:Xj*,        -; =  X,,(.+,,...,        — -    _  X„, 

^  dt  dt  dt 

X,(,  Xj(+,,...,  X„  étant  des  fonctions  de  x,  x,,...,  x^jw,.  Pour  rendre  ces  formules  en- 
core plus  semblables  ;\  celles  des  articles  précédents ,  posons 

x,i^X,      x,*^.|  =:  X,,...,      x„  =  X3t_,. 

I^es  formules  (lo)  et  (i  i)  réunies  conduisent  à  ce  système  d'équations  différentielles  du 


[«]  Tomea  XXVII  et  XXIX.  Le  Mémoire  auquel  l'auteur  renvoie  est  écrit  en  latin,  sous  ce  litre  ; 

Thi-orin  nofi  multiplicatoris  syncmati  œqur.lionum  di/feivinlalium  vulgarium  npplicnndi.  (J.   l,.; 


344  JOURNAL  DE  :MATHE.MATIQUES 

premier  ordre, 

(12)  dx  :  dxi  '....'.  f/x„  =  X  :  Xi  :...;  Xn, 

après  l'intégration  duquel  on  pourra  exprimer  X  en  fonction  de  .r  seule  et  trouver  le 
temps  t  par  la  formule 

*  dx 


.3,  .  _  .  ^ 


-f- 


De  l;i  ce  résultat  connu  que,  dans  les  problèmes  de  dynamique,  la  dernière  intégrale 
qui  fournit  le  temps  en  fonction  des  coordonnées  dépend  d'une  simple  quadrature. 
IMais  je  dis  que  les  deux  dernières  intégrales  peuvent  s'obtenir  par  des  quadratures ,  et 
qu'outre  l'intégrale  {i3)  où  il  en  entre  une,  on  peut  obtenir  par  le  principe  du  dernier 
multiplicateur  une  autre  intégrale,  savoir,  la  dernière  intégrale  du  système  (12  .  En 
effet,  Xjii,  Xj<+|,.  .  . ,  X„  étant  des  fonctions  de  x,  .r,,.  .  .,  x,,k-^  seulement,  et  les 
quantités  X,  X,,.  .  .,  Xji_,  étant  égales  aux  variables  x^k,  x^^^^,.  .  . ,  x„,  on  voit  que 
la  fonction  X,  ne  contient  jamais  x„  et  que,  par  suite,  on  a ,  pour  chaque  valeur  de  / , 

^X,  _ 
dxi 
De  ià 

rfX        fl'X,  rfX„ 

dx         dxy  dx„ 

Nous  sommes  donc  dans  le  cas  où  l'on  peut  prendre  M  =  1 .  Parlant ,  dès  que  l'on 
connaîtra  toutes  les  intégrales,  excepté  une,  du  système  (12),  le  multiplicateur  de  l'équa- 
tion différentielle  restante  sera  donné  par  la  formule  du  dernier  multiplicateur  en  y 
posant  M  =  i . 

Le  principe  relatif  aux  deux  dernières  intégrales  subsiste  encore  pour  un  système  de 
points  liés  entre  eux.  Cela  deviendra  manifeste  en  écrivant,  comme  on  va  le  voir,  les 
équations  de  la  dynamique  sous  une  forme  convenable. 

Soit  3^  —  m  le  nombre  des  équations  de  condition  pour  notre  système  de  It  points 
matériels;  exprimons  les  3X  coordonnés  x,  x,, .  .  . ,  .Tj<_,  par  m  quantités  indépendantes 


posons  ensuite 


-77  =  1" 


dt 

la  force  vive  T  du  système  pourra  s'exprimer  par  les  quantités 

?!,        ?:,•■■,        7»..         ?',>         '/'î.'-.        im- 

Maintenant  posons  les  équations 

rfT  rfT  dT 
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lesquelles  sont  linéaires  par  rapport  à  q\,  rj\,.  .  .,  f/,„;  résolvons-les  et  tirons-en  les 
valeurs  de  7  \,  f/\,.  .  . ,  (/'„,  en  fonction  de  /;,,  p  , .  .  . ,  p^,  puis  substituons  ces  valeurs 
dans  T  qui  deviendra  ainsi  fonction  de 

variables  qu'il  convient  d'employer  dans  les  problèmes  de  dynamique.  Pour  obtenir  les 
équations  qui  s'v  rapportent,  concevons  que  x,  soit  une  des  coordonnées  du  point  où 
se  trouve  la  masse  /w,,  et  que  ce  point  soit  sollicité  dans  le  sens  des  x,  par  la  force  Xi*+i- 
En  substituant  les  valeurs  des  coordonnées  x,  x,,...,  Xj*_,  exprimées  pari/,,  q-.,...,  ^m, 
nous  obtiendrons 

»jX,<</.r-f-/niX3j+,  f?X,  -H.  .  .4-  /«ji-,  X„  f/X3*_,  —  (^^dq,  -h  Q,flq, -^r  ■  ■  .-f-  Qm<lq,„. 

Les  quantités  X3j,  H-jk+i,---  étant  fonctions  de  x,  x,,...,  jr^t-,  seulement,  les  quantités 
Q,,  Qj,...,  Qm  seront  des  fonctions  de  q„  </-,...,  y™;  et  les  équations  différentielles  re- 
latives à  7„  q-,,-..,  'imi  P\tPii---iPm  s'écriront  ainsi  : 

dq,         dX  dp,  d1 

—  =  )  —    = h  Oi, 

dt         dp,  dt  dq, 

dq-i  ^  dT  dp^  dt 

(l4)  l      ^t   ^  dp,'  dt    ~  dq: 

dq„  _   f/T         dpm  _         '^T 
dt         dp„  '        dt  dqm         """' 

La  démonstration  de  ces  formules  générales  peut  se  déduire  de  celle  que  M.  Flamilton 
a  donnée  dans  le  cas  où 

wX.i  dx  -j-  m^  X34+,<'/.i-,  +. .  .  4-  TOj_,  X„  rfx3j_, 

est  une  différentielle  exacte  [voyez  deux  Mémoires  que  cet  auteur  a  insérés  dans  les 
Transactions  philosophiques,  années  i834  et  i835).  En  éliminant  l'élément  dt  ^  on  les 
mettra  sous  la  forme  d'une  proportion,  savoir, 

dq,  ;  dq^  ;  ...  ;  r/i/n 

;  dp,  \  dp-i  : ...  ;  dp^ 
(.5)  ;     =11: 'il  :.....££ 

dp,  '  dp  2  '  '  dp  m 

dl  dl 

-dF,^'^'-------!;;:,^'^- 

On  aura  d'abord  h  intégrer  les  équations  (i 5)  ;  ensuite  le  temps  s'exprimera  en  fonc- 
tion d'une  seule  des  variables  q,,  7;,...,  7™  par  une  simple  quadrature.  Recherchons 
donc  la  quantité  M  qui  répond  au  système  des  équations  (i5).  Or,  quand  il  s'agissait  du 
système  d'équations 

dx  :  dx,  : ...  :  dr„  =  X  ;  X,  : ...  ;  X„, 

Tome  X.  —  Septemdre  i845.  'i^ 
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nous  avons  pris  la  dérivée  de  chaque  fonction  X,  X,,..  ,  X„  par  rapport  à  la  variable 
à  la  différentielle  de  laquelle  cette  fonction  est  proportionnelle.  Et  la  somme  des 
dérivées  en  question  étant  nulle ,  nous  en  avons  conclu  que  la  dernière  intégration 
se  réduit  à  une  simple  quadrature.  Dans  les  équations  (i5),  prenons  de  même  les 
dérivées  de 

rfT       £T  rfT 

dp,         dp-,  dp„ 

par  rapport  au,\  variables  respectives 

9,,     9„...,     q„. 


et  les  dérivées  de 


d1       ^  d1  dl 

-:7r^-Q"    -xr+Q^'-,    -xr+Q- 


dq,  dq,  '      '  dq 

respectivement  aussi  par  rapport  à 

Or  la  somme  de  ces  iin  dérivées  s'évanouit  encore,  parce  qu'en  les  combinant  deux  à 
deux  on  a  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  i , 

,  dT         ,  /      dT       ^  \ 

dqi  dpi  dpi 

Donc  étant  proposées  les  équations  différentielles  (i5)  relatives  à  un  système  de  points 
liés  entre  eux,  on  pourra  encore  prendre  M  =  i,  et  par  conséquent  la  dernière  inté- 
gration s'effectuera  par  une  simple  quadrature. 

Quand  l'expression  des  forces  contient  explicitement  le  temps  t,  on  ne  peut  plus 
obtenir,  comme  ci-dessus,  la  valeur  de  t  k  l'aide  dune  simple  quadrature.  Mais,  du 
moins,  à  l'aide  du  nouveau  principe,  on  réduira  aux  quadratures  l'intégration  de 
l'équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  restera  à  la  fin  entre  t  et  une  des  coor- 
données. 

Le  même  principe  s'applique  aussi  au  mouvement  d'une  comète  dans  un  milieu 
résistant  et  à  quelques  cas  particuliers  du  même  genre. 
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MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE, 

Par  m.  AiGisTE  HHQLEL 
(deuxième  partie.) 
ANGLES  CURVILIGNES,   INTERSECTIONS   DES  CERCLES  ET  DES  SPHÈRES. 


I. 

Dans  la  première  partie  de  ce  Mémoire  (voir  le  tome  IX  de  ce  Jour- 
nal ,  page  20,,  j'ai  prouvé  que,  lorsque  quatre  circonférences  de  cercle 
tracées  sur  un  plan  se  coupent  consécutivement  deux  à  deux  sur  une 
même  circonférence  de  cercle,  les  quatre  autres  points  d'intersection 
de  ces  mêmes  circonférences  se  trouvent  sur  une  sixième  circonférence 
de  cercle.  Je  vais  faire  voir  que  cette  proposition  est  encore  vraie  lors- 
que la  figure  est  tracée  sur  une  surface  de  sphère.  Auparavant,  je  dé- 
montrerai le  théorème  suivant  de  M.  Guénaud  d'Aumont  :  LoiV(/Uit,i 
c/uadrilatère ,  formé  sur  la  surface  d'une  sphère  par  quatre  arcs  de 
cercle,  est  inscrit  à  une  circonférence,  la  somme  de  deux  angles  op- 
posés est  égale  à  celle  des  deux  autres.  Soient,  en  effet,  ab,  bc,  cd,  da 
les  arcs  de  cercle  qui  forment  le  quadrilatère  inscrit  à  la  circonférence 
ahcd;  W  est  évident  que  la  somme  des  trois  angles  formés  à  chacun  de 
ses  sommets  dans  l'intérieur  de  cette  circonférence  est  égale  à  deux 
angles  droits;  donc  la  somme  des  six  angles  formés  aux  sommets  op- 
posés «  et  c  est  égale  à  la  somme  des  six  autres  angles  formés  aux  points 
h  et  d;  retranchant  de  part  et  d'autre  les  angles  qui  sont  égaux  comme 
symétriques,  on  a  la  somme  des  angles  a  +  c  du  quadrilatère  curvi- 
ligne égale  à  la  somme  des  deux  autres  b  -i-  d. 

Pour  démontrer  la  réciproque  du  théorème  précédent,  supposons 
qu'on  ait  un  quadrilatère  curviligne  A'B'C'D'  [fig.  2  de  la  première 
partie  dans  lequel  la  somme  de  deux  angles  opposés  soit  égale  à  celle 
des  deux  autres;  faisons  passer  une  circonférence  de  cercle  par  les 
trois  points  A',  D',  C,  et  prolongeons  les  arcs  de  cercle  suffisamment; 

44- 
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il  est  clair  que  la  somme  des  trois  angles  adjacents  formés  au  point  A'  in- 
térieurement à  la  circonférence  C'A'D'  égale  deux  droits,  et  qu'il  en  est 
de  même  de  la  somme  des  trois  angles  intérieurs  formés  au  point  C; 
remplaçant  dans  la  somme  de  ces  six  angles  la  somme  des  deux  angles 
A'  et  C  du  quadrilatère  A'B'C'D'  par  la  somme  des  deux  autres  qui 
leur  est  égale  par  hypothèse,  et  retranchant  ensuite  du  résultat,  qui 
est  toujours  égal  à  quatre  angles  droits ,  la  somme  des  trois  angles  du 
triangle  A'C'D  dont  les  trois  côtés  passent  par  un  même  point  D',  en 
ayant  égard  à  l'égalité  des  angles  symétriques  et  à  celle  des  angles  op- 
posés par  le  sommet ,  on  trouve  que  la  somme  des  trois  angles  intérieurs 
du  triangle  A'BC  égale  deux  droits.  Donc,  d'après  ime  proposition 
démontrée  dans  la  première  partie  de  ce  Mémoire,  les  trois  arcs  de  cercle 
qui  forment  ce  triangle  se  coupent  en  un  même  point  B',  et  par  suite,  la 
circonférence  A'D'C  passant  par  le  point  B',  on  voit  que,  réciproque- 
ment ,  un  quadrilatère  tracé  sur  une  surface  plane  ou  sphérique  est 
inscriptible  à  une  circonférence  de  cercle  lorsque  la  somme  de  deux  de 
ses  angles  opposés  est  égale  à  celle  des  deux  autres. 

Venons  maintenant  à  l'extension  qu'il  s'agit  de  prouver  {laX'g-  2  de 
la  première  partie  étant  supposée  tracée  sur  la  surface  d'ime  sphère  , 
en  supposant  qu'on  ait  cercle  ABCD,  cercle  AA'B'B,  cercle  BB'C'C-, 
cercle  CC'D'D  et  cercle  DD'A'A,  je  dis  qu'il  en  résviltera  cercle  A'B'C'D'. 
En  effet,  de  ce  qu'on  a  cercle  ABCD,  il  est  clair  que  dans  le  quadri- 
latère AA'BB'CC'DD'A  la  somme  des  deux  angles  intérieurs  formés  aux 
points  A  et  C  est  égale  à  la  somme  des  deux  angles  D  et  B  du  même 
quadrilatère.  Remplaçant  chacun  de  ces  angles  par  son  symétrique ,  et 
celui-ci  par  son  opposé  au  sommet,  on  voit  que,  dans  le  quadrilatère 
A'B'C'D',  la  somme  de  deux  angles  opposés  est  égale  à  celle  des  deux 
autres;  donc  ce  quadrilatère  se  trouve  inscrit  à  luie  même  circonfé- 
rence de  cercle;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

II. 

Le  théorème  précédent  revient  évidemment  au  suivant  :  Lorsque  trois 
circonférences  de  cercle  ABB',  CBB',  ACB  ont  un  point  commun  B,  si, 
après  avoir  pris  trois  points  A',  C,  D,  respectivement  sur  chacun  des  trois 
côtés  du  triangle  curviligne  ACB',  on  fait  passer  une  circonférence  de 
cercle  par  chacun  de  ses  sommets,  et  par  chacun  des  points  pris  sur  les 
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côtés  f/ui  ahoidisscnt  à  ce  sommet ,  les  trois  circonférences  AA'D,  CC.'D, 
B'C'A'  ainsi  obtenues  se  couperont  en  un  même  point  D'. 

Dans  tout  quadrilatère  complet  Jormé  par  quatre  arcs  de  cercle  qui, 
prolongés,  se  coupent  en  un  même  point ,  les  circonjérences  de  cercle 
circonscrites  à  chacun  des  quatre  triangles  qu'on  obtient  en  faisant  suc- 
cessivement abstraction  d'un  des  côtés  du  quadrilatère  se  coupent 
toutes  quatre  en  un  même  point.  Soit  le  quadrilatère  CSMNFA  de  )a 
Jîg.  5  de  la  première  partie ,  dont  les  côtés  passent  tous  par  le  point  1  ; 
je  dis  que  les  quatre  circonférences  FMN,  ASÀI,  ANC,  GMF  se  coupent 
en  un  même  point  M'.  La  démonstration  de  ce  théorème  revient,  au 
moyen  de  ce  qui  vient  d'être  dit  précédemment,  à  celle  que  j'en  ai 
donnée  pour  le  quadrilatère  rectiligne ,  dans  le  tome  III  de  ce  Journal , 
page  485. 

Dans  tout  pentaj2,one  étoile  formé  par  des  arcs  de  cercle  qui,  prolon- 
gés suffisamment,  se  coupent  tous  en  un  même  point  1 ,  les  cinq  circon- 
férences de  cercle  circonscrites  aux  cinq  triangles  extérieurs  AS3I, 
FMN,  ENL,  CLR,  BRS,  se  coupent  consécutivement  deux  à  deux  en 
cinq  points  W,  L',  R',  S',  31',  qui  se  trouvent  sur  une  même  circonjé- 
rence  de  cercle  {fîg-  5  de  la  première  partie). 

En  effet,  d'après  le  théorème  précédent,  le  point  M'  d'intersection 
des  deux  circonférences  consécutives  FMN  et  ASM  peut  être  considéré 
comme  le  point  d'intersection  des  deux  circonférences  FMN  et  FSC; 
pareillement,  le  point  R'  peut  être  considéré  connue  l'intersection  de 
!a  circonférence  CLR  avec  la  circonférence  FSC.  Or  les  quatre  circon- 
férences FMN,  FSC  ,  LRC,  ENL  se  coupent  consécutivement  deux  à 
deux  en  quatre  points  F,  N,  L,  C  qui  sont  évidemment  sur  une  même 
circonférence  de  cercle  ;  donc  les  quatre  autres  intersections  M',  R',  L', 
N'  sont  sur  une  même  circonférence  de  cercle. 

On  démontrerait  absolument  de  la  même  manière  que  les  quatre 
points  S',  R',  L',  N'  sont  sur  luie  même  circonférence;  donc  les  cinq 
points  M',  N',  L',  R',  S'  sont  sur  une  même  circonfereiice  de  cercle. 

La  proposition  précédente  étant  également  vraie  sur  un  plan  et  siu- 
la  surface  de  la  sphère,  comme  dans  le  premier  cas  le  point  1  peut 
passer  à  l'infini  sans  que  les  sommets  M,  N,  L,  R,  S  changent  de  j)o- 
sition,  auquel  cas  les  côtés  du  pentagone  deviennent  des  lignes  droites, 
il  en  résulte  le  théorème  analogue  que  j'ai  déjà  démontré  directement 
dans  le  tome  III  de  ce  Journal. 
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m. 

Lorsque  six  sphères  se  coupent  consécutivement  trois  à  trois  en  huit 
points  situés  sur  une  même  surjace  sphérique,  leurs  huit  autres  points 
d'intersection  symétriques  des  premiers  sont  sur  une  huitième  surjace  de 
sphère. 

Les  six  circonférences  de  cercle  de  la^g.  2  de  la  première  partie,  étant 
supposées  tracées  sur  une  surface  sphérique  que  j'appellerai  S.  suppo- 
sons que  par  chacune  d'elles  on  fasse  passer  une  surface  de  sphère  de 
rayon  arbitraire,  mais  suffisamment  grand.  Ces  sphères,  qui  peuvent 
être  appelées  sphère  A'B'C'D',  sphère  AA'B'B,  etc.,  se  coupent  évi- 
demment trois  à  trois  sur  la  sphère  S  aux  points  A,  B,  C,  D,  A',  B',  C,  D'. 
Elles  se  couperont  encore  généralement  en  huit  autres  points  de  l'es- 
pace que  je  désignerai  par  a,  h,  c,  d,  a',  h',  c\  d'  sans  les  marquer  sur 
la  figure.  Avec  les  huit  premiers,  ces  points  appartiendront  évidem- 
ment deux  à  deux  à  trois  mêmes  sphères. 

Cela  posé,  les  quatre  points  a',  b',  c',  d',  par  exemple,  peuvent 
être  considérés  connue  formés  sur  la  sphère  A'B'C'D'  par  la  ren- 
contre des  circonférences  consécutives  suivant  lesquelles  cette  sphère 
A'B'C'D'se  trouve  coupée  par  les  sphères  AA'B'B,  BB'C'C,  CC'D'D, 
DD'A'A.  Or  il  est  clair  que  ces  quatre  circonférences  tracées  siu"  la 
sphère  A'B'C'D'  s'y  coupent  consécutivement  en  quatre  points  A',  B'. 
C,  D'  qui  sont  sur  une  circonférence  de  cercle  A'B'C'D'  ;  donc,  d'après 
un  des  théorèmes  précédents ,  les  quatre  autres  intersections  «',  b',  c',  d' 
sont  sur  une  même  circonférence  de  cercle,  c^'  que  nous  pouvons  ex- 
primer en  disant  qu'on  a  cercle  a'b'c'd'.  On  obtiendrait,  par  des  rai- 
sonnements analogues,  cevc\e  abcd,  cercle  aa'b'b,  cercle  bb'c'c. 

Imaginons  maintenant  une  sphère  qui  passe  par  les  quatre  points  a, 
II' ,  b' ,  c',  elle  passera  encore  par  le  point  d';  car  la  circonférence  a'b'c'd' 
ayant  trois  points  a',  h'^  c'  sur  la  surface  sphérique,  aa'b'c'  y  est  tout 
entière;  donc  on  a  sphère  an'h'c'd'.  Par  la  même  raison,  ayant  à  la 
fois  sphère  aa'b'c' d'  et  cercle  aa'b'b,  il  en  résulte  sphère  aba'b'c'd'  \  or 
on  a  cercle  bb'c'c  ;  on  en  déduit  donc  encore  sphère  abca'b'c'd'.  On  ob- 
tiendrait enfin  de  la  même  manière,  à  cause  de  cercle  cc'd'd.,  sphère 
abcda'h'b'c'd';  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  35 1 


Développements  sur  une  classe  d'équations  relatives  a  la  repré- 
sentation géométrique  des  fonctions  elliptiques; 


Par  m.  J.A.   SERREï. 


Je  me  suis  proposé  crétudier  ici  avec  attention  les  ('quatioiis  algé- 
briques que  j'ai  désignées  par 

n„,(Ç)  =  o 

dans  mon  Mémoire  sur  la  représentation  géométrique  des  fonctions 
elliptiques.  Les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  me  semblent  devoir 
intéresser  les  géomètres;  on  verra  que  le^;  polynômes  n,„  ont  une  ana- 
logie frappante  avec  les  fonctions  si  remarquables  résultait  du  déve- 
loppement de  (i  —  aaÇ  -t-  a-)  '.  La  forme  que  je  trouve  pour  l'éqtia- 
tiou 

n,„  (ç)  =  o 

est  assez  simple  pour  qu'on  puisse  reconnaître  muuédiatenient  la 
nature  des  racines,  ce  qui  est  essentiel  dans  l'analyse  où  j'en  ai  fait 
usage. 

T. 

Rappelons  d'abord  en  peu  de  mots  la  formation  des  polvnônics  II,,,  : 
soient 

?(^^  =  ^S^'     ^[z)=^'-''^"^'^"^" 


(2  —  a)"*' 

où  a  et  a  désignent  des  quantités  quelconques,  m  et  n  des  nombres 
entiers  positifs;  on  démontre  aisément  l'identité 
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en  sorte  que  les  équations 

ç'"  (a)  =^  o,     à"  {—  Cf.)  =  o 

établissent  entre  a  et  a.  une  relation  unique.  Si  l'on  suppose,  ce  qui  est 
permis,  que  m  ne  soit  pas  supérieiu"  à  »,  on  trouve  facilement 

?-(»)  = 


(aa)"*"-*-'    r,n-hi}  ■^    ■^^  r{m-p+i)r{p+i\r(m-(i+i)V{g+i)r{n+m-p-q+i)'     '   ■      '  ' 


(a  +  a)"-T'(m+  i)  y,     ^ /.',<-+«  r(«  +  OT  — />+ i  )  r(/J  +  /«  —  ? -*-i 

/'=o    ?=o 

en  désignant  toujours  par 


r(ix) 

le  produit  des  p.  —  i  premiers  nombres  entiers. 
Soit  maintenant 

et  posons 

n„(ç)  = 

r(n-T-i     ^    Zd         '         rfm-p-hJT{p-\-i)r(m-q-hi)T{q-i-i'.r{n+m  f-q-hi^  (4a3!^'" 

n,„  (  Ç)  sera  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  'Ç  ,  et  du  degré  m,  et 
Ton  aura 

9'"  (a)  =  2'"-"-'  ^ ~^^ n„,  (Çj. 

Telle  est  la  loi  de  formation  des  polynômes  II„  que  nous  allons  étudier. 

II. 
De  l'équation 

'   ^     '  (z+a)"-^' 

on  déduit  par  la  différentiation 
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et  si  l'on  difFérenfie  m  -\-  i  fois  cette  nouvelle  équation,  on  aura 

,'z3  +  az='  -  rt^r  -  rt  V.)  ?'"-'  'z)  -4-  "^  (3z*  +  2  as  -  «^  )  ©'"+«  (z) 

^ — (^S  +  2a)  f '"-'  (z)  +  '- ^— —  6<p"'  (z; 

=  {iin—i)z^  +  [{m  —  n)a+{in  +  n)a\z  +  {m  —  n)au+{n-h  i)«'}  (p'""^*  ' z) 
H [2  (/«  —  I  )  z  +  (m  —  n)  a  +  (/«  +  «;  a]  9'""^'  (z) 

+  ^ j^;^ '-  2  (m  -  1)9"'  [z)  ; 

équation  que  nous  représentons,  pour  abréger,  par 

Afp'"-*-'  (z)  +  By'"*-  ;z)  +  Cç'"-*-'  (z)  +  Df)'"  (z)  =  o, 
en  faisant 

A  =(z  —  rt)  (z  -I-  a)  (z  +  a) , 

Br=(2/ra+7)z*+[(/n  — «+/,)«  — (wz  —  «)a]z— (/«-!-«+ 3,a*—(7n  —  «^aa, 
C~{m  +  a)  ['/?z  +  5)  z  _  (/ï  _  i)  a  _  (to  —  n)rt] , 
D  =  («i  +  i){m  -+-  i). 

Si  l'on  fait  maintenant  z  =;  a,  on  aura 

(i)  Af"+'(a)  +  By'"-^*(a)  +  Cy^^'fa)  +  D9'"(a)  =  o, 

avec 

A^  2a  (a^  —  a^j, 

B=  (3m  —  n  -+-  1 1)  a*  —  2  (m  —  n)  aa  —  {m+  n  -H  3)rt% 

C=  [m  +  2)  [(/n  —  rt  +  6)  a  —  [in  —  n)  a] . 

T)=  {m  -{-  -2.)  (m  -+-  i). 

III. 

Désignons  par  9,  (2),  «pafz),  93  (z),  les  valeurs  que  prend  <p  {z)  quand 
on  change  successivement  m  en  m -h  i,  m  +  2,  «i  -l-  3;  on  aura 

?.  (2)  =  (2  —  a)  o(z), 
92(z)  =  (z-rt)^(p(z), 
9,(3)  =  (z-rt?(p(z); 
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d'où  l'on  déduit  très-aisément 


œ'"-^*  (z) 


2  .  -,  ç""^'  (z)  —  2  (w  H-  ?.)  if^'  (z)  +  (w  -t-  a)  (»(  H-  1  )  ?"■  (z) 


(z  -  aY 


^,„^3        ^  y^"'  (z)  - 3 (;^^3)  y^' (z)-^ 3  (;>i^3)  (/;/+2)  y"-"'  (z) -(>b+3)  (m+2)  (m-^i)  y"  (z)  _ 

[z  —  aY 

Faisant  z:^  a  dans  ces  équations,  et  portant  ensuite  dans  l'équation  (i) 

les  valeurs  qui  en  résultent  pour  (p'""^'  (a),  ç'""^"  (a),  9'""^'  (a),  celle-ci 
deviendra 

(3)  Mç)"^'  (a)  +  N?""'  (a)  +  P?'""'  (a)  +  Q9'«  (a)  =  o, 
en  faisant,  pour  abréger, 

M= , 

a  —  a 

N  =  -3(;«  +  3)-^  +  B. 

P  =  3  (  m  H-  3  )  (  ?«  -t-  2  )  _—— 2  (  /«  -t-  2)  B  -I-  C  (a  —  a), 

Q  =  —  (m-h3){in-hQ.){m-Jri)  -— h  (m  4-2)  (m  +  i)B 

—  (w2  -t-  1  ) C(a  —  rt)  -)-  D  '  a  —  af, 
ou,  en  vertu  des  équations  (2), 

IM=  2a  (a  +  a), 
N  =  —  (3/tt  +  A^  +  7)  a^  —  (8/7z  —  -in  -+-  1 8)  rta 

(4)  {  ^  ;     ' 

P  =  (,«  +  2)p  .  , 

L  -I-  (3/w  4-  n  -!-  6)  rt^      J 

Q  =  —  2(wi  -I-  2)  (/«  4-  if  a{a-h  a). 
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IV. 

Ola  posé,  on  a,  par  la  fit-finition  même  des  fonctions  n„, 

9'""'  («)=  2'"-"  (fjt^tr:^'  n 

et,  eu  substituant  dans  l'équation  (3), 

j  Srt''  a  n,„^3  +  aaN  n„^j  +  (a  -h  a  P  n,„^, 


-  (/n+  2)  (/«  +  1 ,2  (a  +  af  n,„  =  o. 

Dans  cette  équation  les  quantités  N  et  P  doivent  être  remplacées  par 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  4,. 

Voici  donc  une  relation  linéaire  entre  quatre  fonctions  consécutives 
n,»:  n,„_^, ,  n,„^.j,  n„^_3;  mais,  à  cause  que  ces  foliotions  sont  symé- 
triques en  a  et  a,  on  pourra  former  luie  équation  qui  n'en  renferme 
que  trois. 

L'équation  (5)  ne  cessera  pas  d'avoir  lieu,  si  l'on  change  les  lettres  a 
et  a  l'une  en  l'autre ,  et  si  l'on  désigne  par  N'  et  P'  ce  que  deviennent  N 
et  P  par  suite  de  ce  changement,  on  aura 

èaa-  n,„^3  +  aaN'  n,„^^  +  («  +  a)  P'  n,„^, 

—  i/rt  +2)  (wn-  I  )»  (a  -+-  af  n„  =  o. 
en  .sorte  qu'on  pourra,  à  l'aide  des  équations  (5)  et  (6),  éliminer  à  vo- 
lonté, soit  ri,„,  soit  n,„+3.  On  trouve  ainsi,  en  remplaçant  partout  '■"^"^^ 
parÇ, 

11, «-^3  =  [(«  +  m  +  3j  Ç  -  («  —  m-  2  )]  n,„^s  -  {m  -4-  2)=  ÇII,„^,, 
et 

n,„+5  =  [(«  +  TO -I-  2) ç  —  («  —  m-  i ]] n„,^,  —  m-h\Y çn,„. 

45.. 


(6) 
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On  voit  que  la  première  de  ces  équations  se  déduit  bien  de  la  seconde 
par  le  changement  de  ni  en  /n  +  i  ,  ce  qui  donne  une  vérification  par- 
foile  de  nos  calculs. 


Si,  dans  la  dernière  des  équations  précédentes,  on  met  m  au  lieu 
de  m  -4-   a ,  on  aura 

(7)       rr,„  =  [(«  +  to)Ç  —  {n  —  m  +  i)]  n,„_,  —    m  —  i)*ÇII,„_2. 

On  pourra,  à  l'aide  de  cette  formule,  calculer  les  fonctions 

n,.    n3,...,    n„, 

car  les  deux  premières  IIo  et  II,  se  forment  immédiatement;  on  trouve 

no=i, 

n,  =    n  -\-  \)^  —  n. 
Calculons  Dj  à  l'aide  de  l'équation  (7),  nous  trouverons 

ITj  =  («  +  2)  [n  +  i)Ç-  —  in  +  i)n^-hn  [n  —  0; 

on  aurait  de  même 

n^  =  {n  +  3)  («  +  7.){n  +  0  Ç'  -  3  («  +  i)(n-h  i)  nÇ' 

-^  ?>  [n  -h  i)n  {n  —  i)Z  —  n{n  —  ï){n  —  7). 

L'examen  des  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour  H,,  Ho,  IL, 
fait  présumer  que  l'on  aura  généralement 


(8^         n„=2(- 


T{n  -\-m  — p  +  i)r(m-+-  i) 
r  {n  —  p  -h  i)  r  (m  —  p  -hJ}T  {p  -h  i) 


et  il  est,  en  effet,  facile  de  démontrer  que  si  n,„_,  et  n^-a  se  forment 
d'après  cette  loi,  il  en  sera  de  même  de  n,„.  D'abord  il  est  évident, 
d'après  l'équation  (7),  que  le  premier  et  le  dernier  terme  de  n,„  se  foi- 
merout  d'après  la  loi  que  nous  venons  d'indiquer;  il  suffit  donc  de  la 
vérifier  pour  l'un  des  termes  intermédiaires. 
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On  a,  par  hypothèse, 

p=^m—  I 

i—t.P-  

'  {'i  —  p  +  i)T  {m  —  p)T  {p  -\-  i)  - 


Il  =    V     I       /^;>  T(n  +  m—p)T{m)  ^^..„_, 

^     ^  '     r{n-p  +  i]T(m-p)T(p-^i]^ 


p=o 
p=m—  '^ 


n      ,-    y      (-i)r r{n+m-p-i]r{m-i;  _, 


p=0 


D'après  cela,  et  en  vertu  de  l'équation  (7),  le  coefficient  de  (  —  1  )i'Ç"-'' 
dans  n,„  sera 

(     _       _;.    y       r{n~hm  —  p  -i-i)T{m)  .  ^  V  \n +ni —p)l(/n) 

^"     '" "^  '  ^ r(n-p+2)r{m-p+i)r{p)  +  l"+  '"^  r[n-p-hj)r{m-p)r{p-i-i) 

,     ,  ,^r(n-hm  —  p)V{m —  i' 

-k-{m—ïY     ^  ''    ^ 


r  («_yj+2)  r(m— /))  r  (  p> 
011 .  d'après  la  définition  des  F, 

r  (/;-(- ;«—;;+  l)r(ffl  +  l) 

r(«— /j+i)r(/«— /j-+-i)r(/j-f  i)' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

VI. 

On  peut,  d'après  cela,  donner  à  la  fonction  n,„  une  foraie  tres-re- 
niarquable;  on  a,  en  effet, 


p=0 

et,  en  différentiant  m  fois, 
d'où  Ton  conclut 


./"■.Ç"(î;— i)™   _  -^^         ^p         r{n-hm—p-i-i)T(m-i-, 


rfç"  -^^       ^   r{n—p-hi}r(m—p  —  i)r(p-hi 

P=o 


_    .    rf".i;"(4-.) 
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En  particLilier,  on  aura 


SI  l'on  tait 


n«-      ,,•> 


c  -  -  -  '  X, 

2  2 

il  viendra 


n. 


dx" 


ce  qui  montre  que  notre  fonction  particulière  1I„.  divisée  par  1.2...  h, 
n'est  autre  que  la  fonction  X„  de  Lee;endre.  qui  représente  le  coeffi- 
cient de  a"  dans  le  développement  de  (i  —  -lax  +  r/?)  '. 

VII. 

Un  sait  que  la  fonction  II,,  satisfait  à  une  équation  difféientielie  du 
second  ordre,  qui  joue  lui  rôle  important  dans  la  théorie  de  ces  fonc- 
tions; nous  allons  montrer  que  léclielle  de  relation  précédemment 
déterminée  et  qui  nous  a  conduit  à  l'expression  de  la  fonction  plus 
générale  n,„,  peut  aisément  se  transformer  en  une  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  la  fonction  !!„  et  ses  deux  premières  dérivées. 

Soit 

^(Ç)  =  Ç"(Ç-i)'% 

d'où 

si  ?û,  désigne  ce  que  devient  ?7  quand  on  y  change  m  en  m  -f-  i  ,  ou 
aura 

^.(Ç)  =  (Ç-i)s^(Ç), 
d'où 

iZrî^  -  (Ç  -  0^^  +  C"  + 'j^- 

et,  en  remplaçant 

rf^-^'u,         d'^  d  d^cs 

dt,"^'  '      d^       ^         dldV" 
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par  leurs  valeurs, 

n,„_,  =  [{n  +  i)  Ç  -  (n  -  m,]  H,,,  -f-  Ç  (Ç  -  i)  n,',,, 

oïl  pourra  de  la  même  manière  exprimer  n,„^.2  à  l'aide  de  n,„„i  et 
de  n'„,^.,  ;  d  ailleurs  ces  deux  dernières  quantités  s'expriment  à  l'aide  de 
n,n>  n,'„  et  n",,  et  l'on  trouvera  finalement 

ITm+a  =  [{n-i-i)(n-+- 1)  Ç  —  i\n-h  i)  [n  —  m)'Ç-\-{n  —  m)  (n  — m—  i  ))  Il,„ 
+  '2Ç(Ç  -  0  [{n  +  q)  Ç  -  (n  -  m)]  Ul  +  Ç=  (Ç  -  i)^  n!,. 

Portant  ces  valeurs  de  11^+,  et  n,„+2  dans  l'équation 

n,„^2  =  [("  +  '« H-  2)  ç  —  ('2  —  '"  —  0]  n,„+,  —  (m-h  if  çn,„, 

on  aura 

Ç  (Ç  —  I  )  ni  +  [(Ai  —  m  4-  a)  Ç  —  (n  —  /«  -H  i  )]  n',„  —  m  (//  -f-  i  i  n,„  =  o, 

ou ,  en  posant  Ç  =^  |  x  H-  |, 

Jc^  —  i)  n",  +  [{n  —  m  -t-  7.)  JC  —  {n  —  m)]  U'„,  —  m  in  -h  i  )  11,„  —  '», 

équation  dans  laquelle  1I,„  est  fonction  de  la  nouvelle  variable  x  con- 
sidérée comme  indépendante. 

Faisant  m=n,  on  obtiendra  l'équation  connue  à  laquelle  satisfait  la 
fonction  n„,  savoir, 

(x-  —  i) H"  4-  2xn'„  —  n{n  -h  i)  n„  =  o. 

VIII. 

Pour  que  Ç  puisse  exprimer,  comme  cela  est  nécessaire  dans  notre 

analyse,  la  valeur  d'une  quantité  de  la  forme  —7— — ■>  a  et  a  étant  des 

imaginaires  conjuguées,  il  faut  et  il  suffit  que  Çsoit  réelle,  positive  et 
<  I.  Nous  démontrerons  donc  un  théorème  important  en  faisant  voir 
que  les  m  racines  de  l'équation 

n,„(Ç)  =  o 

où  nous  supposons  toujours  n  au  moins  égal  à  m),  sont  réelles  et  coin- 
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prises  entre  o  et  i.  Or,  pour  v  parvenir,  considérons,  a  l'exemple  de 
M.  Sturm,  une  suite  de  m  fonctions  II,  savoir, 

n,„,    n,„_,,...,    n„    n.,    n,. 

La  dernière  de  ces  fonctions  est  constante  et  ne  peut  changer  de  signe 
quand  on  fait  varier  Ç;  en  outre  ,  l'équation  (7;  montre  que  si  l'on  tait 
varier  Ç  depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  positive  quelconque,  deux 
fonctions  II  consécutives  ne  peuvent  s'annuler  en  même  temps,  et  que 
si  l'une  d'elles  s'annulie,  celle  qui  la  précèile  et  celle  qui  la  suit  sont 
(le  signes  contraires;  d'où  il  resuite  clairement  que  le  nombre  des  va- 
riations que  présente  la  suite  des  signes  des  fonctions  H  ne  peut  s'altérer 
que  lorsque  la  première  change  de  signe  et  par  conséquent  s'annule. 

Cela  posé,  l'équation  (7  montre  que  pour  Ç  =  o  deux  fonctions  II 
consécutives  sont  toujours  de  signes  contraires,  et  par  conséquent  que 
la  suite  des  signes  des  fonctions  II  présente  m  variations. 

En  second  lieu,  lequation  (7)  ou  l'équation  (8)  donne  aisément 
pour  Ç  —  1  , 

no=i,    n,  =  I,    112  =  1.2,..,    n,„  =  i.2...»2, 

ce  qui  montre  que  la  suite  des  signes  des  fonctions  II  ne  présente  au- 
cune variation. 

Il  résulte  de  là  que  quand  Ç  varie  de  o  à  i ,  la  suite  des  signes  des 
fonctions  II  perd  m  variations,  et  par  conséquent  que  l'équation 


a  ses  m.  racines  réelles  et  comprises  entre  o  et  1  [*]. 

On  voit  encore  que  la  fonction  n„_,  joue  ici  le  même  rôle  que  la  dé- 
rivée de  II;;,,  d'où  il  résulte  que  deux  racines  de  !!,„  =  o  comprennent 
une  racine  de  n;„_i  =  o,  et  n'en  comprennent  qu'une;  ce  qui  peut 
servir  au  calcul  numérique  des  racines. 


[*]  On  arriverait  au  même  résultat  eu  appliquant  m  fois  de  suite  le  théorème  de 
Rolle  à  la  fonction  'Ç'(Z,  — i)™,  dont  la  m''°"  dérivée  fournit  l'expression  de  n„,  et  dont 
les  racines  sont  connues. 
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IX. 

Nous  forons  ici  une  remarque  curieuse  sur  l'équation  particulière 

n„  (Ç)  =  o, 

ou  les  deux  arguments  m  et  n  sont  égaux.  On  voit,  d'après  la  forme 
de  n„  donnée  au  §  VI,  que  cette  équation  ne  changera  pas  si  l'on 
change  Ç  en  i  —  Ç,  d'où  il  résulte  que  les  modules  des  fonctions  el- 
liptiques correspondantes  à  l'équation 

n„  =  o 

seront  deux  à  deux  complémentaires,  ce  qui  a  déjà  ét«';  démontré  dans 
mon  Mémoire  pour  le  cas  de  n  =:  i;  on  voit  encore  que  si  n  est  im- 
pair, l'équation  précédente  aura  toujours  pour  racine  -  ^  et  que  par 

conséquent  la  fonction  leinniscatique  correspondra  à  toute  fonction  n„ 
d'indice  impair;  mais  il  ne  faut  pas  conclure  de  là  que  la  lemniscate 
proprement  dite  se  retrouve  dans  les  différentes  classes  de  courbes  dont 
nous  parlons:  ces  courbes,  au  contraire,  diffèrent  essentiellement 
par  leur  équation ,  ainsi  que  je  le  ferai  voir  en  m'occupant  de  leurs 
propriétés  particulières;  seulement  on  aura  plusieurs  courbes  dont  les 
arcs  représenteront  la  même  fonction  elliptique. 

Cette  observation  s'applique  plus  généralement  aux  racines  com- 
munes à  plusieurs  équations 

n  =  o. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  fait 


l'équation 

Hs  =  o 

donne 


donc,  si  n'  est  comraensurable ,  chaque  racme  s  se  retrouvera  dans 
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quelque  équation 

n,  =r  o; 

en  sorte  qu'une  courbe  de  la  première  classe  pourra  servir  aussi  à 
représenter  la  fonction  elliptique  correspondante,  que  la  secondeclasse 
comprend  déjà. 

En  particulier,  si  «  =  8,  on  aura 

n'  =  2     et     rt'  =  i4, 
ce  qui  montre  que  les  deux  fonctions  elliptiques  aux  modules  \/^ 

et  \l  —p  s'exprimeront  à  volonté  par  un  arc  de  courbe  de  première  ou 

de  seconde  classe. 

Si ,  en  second  lieu ,  on  fait  n  =  49»  on  aura 

n'  =  14     et     v!  ^  84» 
et  la  conclusion  précédente  s'appliquera  aussi  aux  deux  fonctions  de 
modules  i/  -^  et  \/u^;  on  voit  même  qu'il  existera,  dans  la  deuxième 
classe,  deux  courbes  dont  les  arcs  pourront  représenter  la  fonction  au 


Iule  sj\ 


module  \/^- 


X. 


J'ai  été  conduit,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  à  considérer  d'autres 
fonctions  n,„,  qui  se  déduiraient,  de  la  même  manière  que  les  pre- 
mières, des  deux  quantités 

La  fonction  ç  que  nous  considérons  ici,  se  déduirait  de  l'ancienne 
par  le  changement  de  /î  en  —  n  —  i  ;  il  en  sera  donc  de  même  de  la 
nouvelle  fonction  n,„,  et  l'on  aura 

n,„  =  [-  v«  -  '"  +  i)  Ç  +  («  -t-  ni)\  n„_,  -  (w  -  r)=  ç  n,„_a  ; 
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on  a  dail  leurs 

rio  =  I,      II,  =  —  n'Ç  -+-  {n  -+-  \  , 

d'où  l'on  concliit  pour  ^  =  i, 

n,  =;  I ,    n,  =  I ,    rij  =  I  .a,..-,    n,„  =  i .1.  .m. 

Bailleurs  pour  Ç  =  ce ,  deux  fonctions  II  consécutives  sont  toujours 
de  signes  contraires,  d'où  il  résulte  que,  quand  Ç  varie  de  i  à  oo ,  Ja 
suite  des  signes  des  fonctions  fl  gagne  m  variations,  et  par  conséquent 
que  l'équation 

n,„  =  o 

a  ses  m  racines  réelles  positives,  mais  plus  grandes  fjue  i.  en  sorte 
qu'elles  ne  peuvent  pas  servir  à  l'objet  que  nous  nous  proposions  dan» 
le  Mémoire  auquel  se  rapportent  les  développements  (]u"on  vient  de 
lire. 


46.., 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  WILLIAM  THOMSOîv 
A  M.  LIOUVILLE. 


«  Cambridge,  8  octobre  i845. 

»  ...  Pendant  mon  séjour  à  Paris,  je  vous  ai  parlé  du  principe  des 
images  pour  la  solution  de  quelques  problèmes  relatifs  à  la  distribu- 
tion de  1  électricité.  Il  y  a  une  foule  de  problèmes  auxquels  je  ne  pen- 
sais pas  alors,  et  où  j'ai  trouvé  plus  tard  qu'on  peut  l'appliquer.  Par 
exemple,  on  parvient  ainsi  à  exprimer  algébriquement  la  distribution 

d'électricité  sur  deux  plans  conducteurs  qui  se  coupent  sous  un  angle  -■ 

quand  un  point  électrique  est  posé  dans  l'espace  entre  les  deux  plans. 
(L'idée  est  analogue  à  celle  de  kaléidoscope  de  Brewster.)  Quand  il  y  <i 
ti'ois  plans  qui  se  coujient  perpendiculairement,  ou  quand  il  y  a  un  plan 
qui  coupe  perpendiculairement  deux  plans  qui  se  coupent  sous  un 

angle  -?  on  peut  également  trouver  la  distribution  sous  l'influence  d'un 

point  électrique  donné.  On  peut  aussi  exprimer  très-facilement  la  dis- 
tribution sur  les  parois  intérieures  d'un  parallélipipède  rectangulaire 
creux,  soumis  à  l'induence  d'un  point  électrique  posé  en  dedans,  en 
se  servant  des  intégrales  définies. 

»  Soient  G  le  centre  d'une  sphère  S;  Q,  Q'  deux  points  pris  sur  un 
même  rayon  CA  et  siu-  son  prolongement,  de  telle  manière  que 

CQ.CQ'  =  CA^  ; 


et  P  un  point  quelconque  sur  la  surface  S.  On  a,  comme  on  sait, 

PQ  _  AQ 
PQ'  ~  ÂQ^' 

On  peut,  à  cause  de  ce  théorème,  appeler  Q  et  Q'  points  réciproques 
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relatifs  à  la  sphère  S,  dont  chacun  est  l'image  de  l'autre  dans  la  sphère. 
Suivant  cette  définition,  l'image  d'une  ligne  ou  surface  sera  le  lieu 
des  images  de  points  pris  sur  cette  ligne  ou  surface.  Ainsi ,  on  trouve 
que  l'image  d'un  plan  ou  d'une  sphère  est  toujours  une  sphère  (le  plan 
étant  compris  sous  cette  désignation).  Les  images  de  deux  sphères  se 
coupent  sous  le  même  angle,  réel  ou  imaginaire,  que  les  surfaces 
données. 

»  Soient  Q,  Q'  deux  points  réciproques,  relativement  à  une  sphère  S, 
et  (j,  (j',  s  leurs  images  et  l'image  de  la  sphère  S  dans  une  autre  sphère 
donnée.  Les  points  q,  (]'  seront  réciproques  relativement  à  la  sphère  s. 

»  A  l'aide  de  ces  théorèmes ,  je  parviens  facilement  à  déterminer  les 
images  successives  d'un  point  quelconque  (qui  n'est  pas  nécessaire- 
ment dans  la  ligne  qui  passe  par  leurs  centres),  dans  deux  sphères  qui 
se  coupent  sous  un  angle  donné.  Quand  cet  angle  est  imaginaire,  je 
parviens  ainsi  à  exprimer  la  distribution  de  l'électricité  sur  les  deux 
sphères,  sous  l'influence  d'un  point  quelconque,  chargé  d'électricité, 
au  moyen  des  séries  de  M.  Poisson  (qui  convergent  comme  des  séries 
géométriques).  Quand  l'angle  d'intersection  est  réel  et  compris  dans 

l'expression  %■,  on  parvient  ainsi  à  exprimer  algébriquement  la  distri- 
bution d'iuie  quantité  donnée  d'électricité  sur  la  surface  extérieure 
des  sphères,  qui  n'est  soumise  à  aticune  influence  ou  qui  l'est  à  celle 
d'un  point  donné.  S'il  y  a  trois  surfaces  sphériques  qui  se  coupent 
perpendiculairement,  on  exprime  algébriquement,  parles  mêmes  prin- 
cipes, la  distribution  sur  la  surface  extérieure.  Je  parviens  aussi  à  déter- 
miner les  températures  stationnaires   dans  l'intérieur   d'une   lentille 

dont  les  deux  surfaces  se  coupent  sous  im  angle  -■  la  température  de 

chaque  point  de  ces  surfaces  étant  donnée. 

»  Si  l'on  veut  déteruiiiier  la  distribution  d'électricité  sur  une  sur- 
face donnée  S,  sous  l'influence  d'un  point  quelconque  P,  on  réduit, 
par  les  mêmes  principes,  le  problème  à  la  détermination  de  la  distri- 
bution, sans  aucune  influence,  sur  l'image  de  S  dans  une  sphère  dé- 
crite du  centre  P,  avec  un  rayon  quelconque.  Une  applicatiou  générale 
de  ce  théorème  conduit  à  une  démonstration  rigoureuse  du  théorème 
de  M.  Gauss,  qu'on  peut  produire,  au  moyen  d'une  distribution  dé- 
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terminée  de  matière  sur  une  surface  fermée  quelconque,  une  valeur 
donnée  du  potentiel  à  chaque  point  de  la  surface.  Il  y  a  aussi  beaucoup 
d'applications  spéciales  qu  on  peut  faire  de  ce  théorème  aux  cas  dans 
lesquels  S  est  une  sphère,  un  disque  circulaire,  ou  un  segment  d'une 
surface  sphérique  fait  par  un  plan.  J'en  ai  aussi  déduit  une  démonstra- 
tion géométrique  du  théorème  que  vous  avez  publié  dans  le  numéro 
d'avril  i845de  votre  Journal  [voir  page  137),  dont  voici  l'expression 
analytique  : 


Par  une  transformation  convenable,  or.  trouve  j||| 


^"^     ^^=[X"J" 


où 

/-  =  l{3C-x'f. 

Maintenant,  posons 

SI  =  ,c>  cos<î>,     Ça  =  p  sin$  cos  5,,     ^3=  psin  $  sin  5,  cos  62,..., 
^«-.^osin^sinSisinSj..-  cos  5„_2 ,     Ç„=  ^osin  <I)sin5,  sinôo...  sin5„_3, 

d'où  nous  tirons 

[ciÇ\"  =  p"-'  sin"--  <I).sin"-'  5,.sin«-^  5,...  sin  ô„_2.[f/ô]"-^  d^  dp, 

ce  qui   est  une  transformation  donnée  par  Green.  L'équation   ya)  se 
trouve  ainsi  réduite  à 

(p'  +  H-)     '■'     (p^  —  2  p/cOS  *  +/-  -H  u"-)     ^ 

où  H„_2  désigne  la  valeur  du  produit 

f'  sm'-'edS.  f'sm"-edô...   f'dô. 

Jo  Jo  Jo 

»  Soit 

p  =  u  tang  \  S"  ; 
on  trouve  ainsi 


sin'^'  S  sin'-'  <t>  rfo  db 


[2  (/'+«"-(- i<')-!-2  (/=+«' -K-^  cos  9^-4«/sin S-  cos  *] 
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l'osons  maintenant 

a  if  +  ir-  +  «=)  =  h'  -h  k\ 

2  {p  +  "'^  —  "*)  ces  -y  —  /,;^y'sin  cr  cos  9 
=  [4  f/'-  +  ii'^  -  lâ'f  +  f^u^f^]  ces  5 
=  2  M"  cos  5, 

sin  <I)  sin  S-  =  sin  ç  sin  5, 
d'où  nous  tirons 

h"  =  («'  +  uf  +j\     k:'  =  (m'  -  m/  +  /=■' , 
sin  3-  r/$  r^.9-  =  sin  0d(fd9, 
et  l'expression  se  réduit  à 


Jo       i/o 

= "'-  /'  ~ 


sin'-'  9rf0 


(/r  —  aAX  cos9  4-  X-) 
Soit 

^  sin  {f\i  —  S^  =z  k  sin  ^J>, 

on  tro\ivpra  facilement,  à  cause  de  h  >  k, 
Um=  ^, 


Uu  = 


m 


I    [2  (x  — ./')  +  ((/-+-«')']  '•* 

»  Je  vais  publier  ces  recherches  dans  le  Cambridge  and  Dublin  ma- 
ikematicaL  Journal\*\  aussitôt  que  possible,  mais  vous  pouvez  (aire 
ce  que  vous  voudrez  du  résumé  précédent.   > 


[*]  C'est  le  titre  que  portera  désormais  le  Cambridge  mathematical  Journal,  excel- 
lent Recueil  dans  la  direction  du(iuel  M.  William  Thonison  vient  de  remplacera.  Ro- 
bert Leslie  EUis.  'J .    L .  ) 
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THÉORIE 

DES   POINTS   SINGULIERS 

DANS  LES  COURBES  PLANES  ALGÉBRTQl  ES; 

Par  C.  BRIOT, 

Frofeiseiir  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lvon. 


§    I- 
Caractère  géiiérut  des  points  singuliers. 

L'idée  fondamentale  de  la  théorie  que  je  vais  exposer  est  due  à 
M.  Sturui ,  et  a  été  indiquée  par  IM.  Liou\  ilie  dans  son  cours  à  l'École 
Polytechnique.  J'ai  cru  faire  une  chose  utile  en  lui  donnant  ici  tous 
les  développements  qu'elle  comporte. 

Une  équation  algébrique  à  deux  inconnues  x  et  j-  peut  être  mise 
sous  la  forme 

(i).  F{x,j)^o, 

F{3C,j  représentant  un  polynôme  entier  du  degré  n  par  rapport  à  JC 
et  j\  Traçons  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires  de  coordonnées; 
la  série  des  points  du  plan  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équa- 
tion i  i  peut  être  considérée  comme  la  représentation  géométrique  des 
solutions  réelles  de  cette  équation. 

Soient  M  l'un  de  ces  points,  a  et  b  ses  coordonnées  ;  nous  nous  pro- 
posons de  rechercher  quels  sont  les  points  voisins  du  point  M  qui 
jouissent  de  la  propriété  énoncée.  Appelons  a  -\-  h,  b  -h  /c\es  coordon- 
nées d'un  point  voisin,  l'équation  (i)  se  développe  ainsi  : 

,   ,        </F  ,         f/F  ,  I  /^/'F  ,,  d'¥    ,  ,         d'Y  ,j\ 

[ï]      —  h  -\-  -jj-  k  ^  -  {--  h^  -h  1  :; — 7  hh-  -^  -Trrf^)  -^  ■■■=  o. 
aa  do  1  \da-  daab  db'        j 

Du  point  M  comme  centre  avec  un  rayon  jo  infiniment  petit,   décri- 
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vons  une  circonférence  (  PI.  Il^Jig.  i  ),  et  recherchons  les  points  de 
cette  circonférence  qui  satisfont  à  l'équation  proposée.  En  appelant  5 
l'angle  du  rayon  vecteur  avec  une  parallèle  à  l'axe  des  .r,  on  a 

h  ==  p  cos  5, 
k  ^=  p  sin  0  ; 

d'ailleurs  il  est  toujours  possible  de  déterminer  un  module  H  et  un 
angle  a,  tels  que 

-7-  ^  —  H  sm  a, 

(lu 

^^  =  H  cos  a; 

l'équation  (i)  prend  alors  la  forme 

(3)  H  sin  [0  -  a)  +  Pp  +  Qf>'  +  . . .  =  o. 

Le  rayon  p  étant  infiniment  petit,  si  H  n'est  pas  nulle,  l'équation  (3/ 
ne  pourra  être  satisfaite  que  par  des  valeurs  de  6  voisines  de  celles 
qui  annulent  sin  (9  —  a),  c'est-à-dire  voisines  de  a  ou  de  180"  -+-  a. 
Par  le  point  M  menons  donc  une  droite  faisant  l'angle  a  avec  l'axe 
des  X,  les  points  cherchés  ne  pourront  se  trouver  que  dans  le  voisi- 
nage des  points  A  et  A'  où  cette  droite  coupe  la  circonférence.  En 
effet,  donnons  à  6  une  valeur  différant  de  a  ou  de  180°  -f-  a  dune 
quantité  supérieure  ou  égale  à  l'angle  0  très-petit,  mais  déterminé,  il 
sera  possible  de  trouver  une  quantité  très-petite  e,  telle  que,  pour 
toute  valeur  de  p  inférieure  ou  égale  à  e ,  le  premier  terme  du  poly- 
nôme 

(4)  Hsin(5  -  a)  +  Pû+Qp=  + ... 

obtienne  une  valeur  numérique  plus  grande  que  la  sonnne  de  tous  les 
autres  termes,  et  par  conséquent  donne  son  signe  au  polynôme.  Con- 
sidérons la  dérivée 

f5)  Hcos(ô-a,-f- ^p -^  ... 

du  polynôme  (4)  par  rapport  à  Ô.  Le  premier  terme  de  cette  dérivée 
ne  s'annulant  pour  aucune  des  valeurs  de  6  comprises  entre  a  —  H 
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et  a  +  0,  ou  bien  entre  180°  -t-  a  —  0  et  180"  -t-  a  +  0,  on  pourra 
de  même  pour  chacune  de  ces  valeurs  de  5  trouver  une  quantité  très- 
petite  e'  telle  que  toute  valeur  de  p  inférieure  ou  égale  à  e'  rende  ce 
premier  terme  supérieur  numériquement  à  la  somme  de  tous  les  autres. 
Appelons  s  la  plus  petite  des  quantités  e  et  e',  et  supposons  que  le 
rayon  de  la  circonférence  décrite  autour  du  point  M  soit  égal  ou  infé- 
rieur à  s;  menons  d'ailleurs  deux  droites  BB'  et  CC  qui  fassent  de  part 
et  d'autre  avec  AA'  l'angle  0.  De  ce  qui  précède  on  conclura  :  i*^  Que  le 
polynôme(4)  étant  positif  pour  tous  les  points  de  l'arc  BC  et  négatif  pour 
tous  les  points  de  l'arc  B'C ,  ces  deux  arcs  ne  renferment  aucune  solu- 
tion de  l'équation  (i);  a°  que  ce  même  polynôme,  fonction  con- 
tinue de  0  (car  il  est  facile  de  démontrer  qu'un  polynôme  entier  par 
rapport  au  sinus  et  au  cosinus  dun  arc  est  une  fonction  continue  de 
cet  arc),  ayant  des  valeurs  de  signes  contraires  aux  deux  extrémités  de 
chacun  des  arcs  BC  et  B'C,  chacun  de  ces  deux  arcs  contient  une  solu- 
tion au  moins  de  l'équation  proposée;  3"  qu'enfin,  la  dérivée  du  po- 
lynôme (4)  ne  s' annulant  pour  aucun  des  points  des  arcs  BC  et  B'C, 
chacun  de  ses  deux  arcs  ne  renferme  qu'une  solution. 

Concevons  maintenant  que  p  décroisse  d'une  manière  continue  de  s 
à  o,  chacune  des  valeurs  de  p  donnera  dans  chacun  des  deux  angles  in- 
finiment petits  BMC,  B'MC  un  point  particulier,  et  la  série  de  ces  points 
formera  évidemment  une  courbe  continue  passant  au  point  M.  Ainsi  : 

Théorjîme.  Une  équation  algébrique  à  deux  incomiues  représente 
généralement  une  courbe  continue. 

Comme  l'angle  20  peut  être  rendu  aussi  petit  que  Ton  voudra,  la 
droite  AA',  qui  a  pour  équation 

est  tangente  à  la  courbe  au  point  M. 

Etudions  la  forme  de  la  courbe  dans  le  voisinage  de  ce  point.  Pour 
cela,  dans  le  polynôme  (4),  faisons  5  =  a  ou  9  =  180°  -l-  a;  le  pre- 
mier ternie  s'annule,  de  sorte  que  le  polynôme  se  réduit  à 

(6'!  Pp  +  Qp=+...; 
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on  pourra  trouver  une  quantité  petite  é  telle  que  pour  toute  valeur 
de  (S  inférieure  ou  égale  à  e",  le  premier  terme  clu  polynôme  (G  qui  ne 
sannule  pas  donne  son  signe  au  polynôme.  Appelons  s'  la  plus  petite 
des  quantités  s  et  e",  et  supposons  que  la  circonférence  décrite  autour 
du  point  M  ait  un  rayon  inférieur  à  i' .  Observons  d'ailleurs  que  pour 
5  =:  a  et  pour  Q  =  180" -t-  a,  les  coefficients?,  Q,.--  ont  la  même  va- 
leur numérique,  les  coefficients  d'ordre  impair  avec  le  même  signe, 
ceux  d'ordre  pair  avec  des  signes  contraires.  Cela  posé,  si  le  pre- 
mier terme  qui  ne  s'annule  pas  dans  le  polynôme  (6)  est  de  rang  im- 
pair, le  polynôme  (4)  aura  même  signe ,  par  exemple  le  signe  -t-  , 
en  A  et  A',  et,  par  suite,  les  deux  points  de  la  courbe  seront  situés, 
l'un  entre  A  et  C,  l'autre  entre  A'  et  B'  ;  dans  ce  cas  la  courbe  est  con- 
vexe et  la  concavité  est  dirigée  dans  le  sens  des  x  négatives  :  si  le  signe 
commun  était  —  ,  la  courbe  serait  encore  convexe ,  mais  la  concavité 
serait  dirigée  dans  le  sens  des  x  positives.  Dans  le  cas  où  le  premier 
terme  qui  ne  s'annule  pas  dans  le  polynôme  (6)  est  d'ordre  pair,  il  est 
aisé  de  voir  que  la  courbe  passe  d'un  côté  à  l'autre  de  la  tangente ,  c'est- 
à-dire  que  le  point  M  est  un  point  d'inflexion  {Jlg-  2). 

L'ordre  du  premier  terme  qui  ne  s'annule  pas  indique  Tordre  de 
contact  entre  la  courbe  et  sa  tangente.  En  effet,  on  peut  appeler  ordre 
de  contact  entre  une  courbe  et  sa  tangente  l'ordre  de  petitesse  du  rap- 
port de  l'arc  compris  entre  ces  deux  lignes  au  rayon  jS  du  cercle  (en 
regardant  p  comme  l'infiniment  petit  du  premier  ordre),  ou,  en  d'autres 
termes,  l'ordre  de  petitesse  de  l'angle  formé  par  la  tangente  et  le  rayon 
vecteur  allant  du  point  ."\I  à  un  point  voisin  ,  en  prenant  pour  infini- 
ment petit  du  premier  ordre  la  distance  de  ces  deux  points.  Soit 
5  —  a  =  6'  ;  l'équation  (3)  devient 

(7)  H  sin  5'  -(-  PfH-  Q/5-  -^-  ...  +  Up"*  +  ...  =  o, 

dans  laquelle  U  représente  le  premier  coefficient  qui  ne  s'annule  pas 
pour  5'  =  o.  En  observant  que  les  coefficients  qui  s'annulent  pour 
ô'  =  o  contiennent  sin  ô'  en  facteur  commun,  nous  verrons  que  pour 
satisfaire  à  l'équation  (7) ,  sin  0' ,  et  par  suite  B'  doivent  être  des  infi- 
niment petits  de  l'ordre  m. 

On  peut  troviver  par  les  mêmes  considérations  le  cercle  osculateur: 

47- 
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appelons  K  la  valeur  de  P  pour  9  =  a,  l'équation 

H  sin  (Ô  —  a)  +  K(î  =  o 

représente  un  cercle  qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe; 

le  rayon  du  cercle  osculateur  est  donc  -^• 

De  tout  ce  qui  précède ,  on  déduit  la  conclusion  générale  suivante  : 

Théorème.  Étant  dotinés  une  équation  algébrique 

V{x,j)  =  o 

et  un  point  dont  les  coordonnées  satisfaisant  à  l'équation  proposée 
71  annulent  pas  à  la  fois  les  deux  dérivées  du  premier  membre  par  rap- 
port àx  et  àj,  en  ce  point  passe  une  branche  de  courbe  simple  avec  ou 
sans  inflexion. 

Si  donc  on  ne  range  pas  parmi  les  singularités  des  courbes  les  in- 
flexions et  les  contacts  d'ordres  supérieurs,  on  peut  dire  : 

Théorkme.  Les  points  singuliers  ne  se  trouvent  que  parmi  ceux  dont 
les  coordonnées  annulent  à  la  fois  les  deux  premières  dérivées  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée. 

§11. 

Distinction  des  points  singuliers. 

Soit  M  un  point  dont  les  coordonnées  satisfont  aux  trois  équations 


l'équation  (3j  se  réduit  à  la  forme  générale 

(8) 


ÇJcos"'e+^;^^cos'"-'ôsin9+...+  ^!sin'«e)(       ^ 

da"'  I    da"-'  db  db"  /  v   =:  o, 


Sp  +  Tp- 


m  étant  un  nombre  entier  au  plus  égal  au  degré  n  de  l'équation. 
Pour  satisfaire  à  l'équation  (8),  il  faut  donner  à  0  des  valeurs  voi- 
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sines  de  celles  qui  annulent  son  premier  ternie;  cherchons  donc  les 
solutions  de  l'équation 

(0)       -rn.  sin'" 6  h ,.     ,  ,  sin'"-'  Q  cosQ  +  ...-+-  -—-  cos"'  5  =  o. 

Si  -jr-  n'est  pas  nul,  la  valeur  o  donnée  à  cos  9  ne  satisfaisant  pas  à 

lequation  (9),  on  peut  diviser  tous  les  termes  par  cos'"  Q,  ce  qui  met 
cette  équation  sous  la  forme 

(,o)  gtang'"ô  +  ^^^tang"-'e+...=  o, 


ou 


,  si  l'on  pose  tang  Q  =:  u. 


*■       '  db'"  I   db'"-'  da  ' 

l'équation  (8)  peut  aussi  s'écrire  de  la  même  manière, 

(12)  S«'"+  -  J^^ ,   u""'  +  ...Wcos9S'ù-f-cos'5T'6^  +  ...  =  o, 

^      '    \  do"  i    db'"—'  da  I  '  '  ' 

S',  T',...  représentant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  u.  Cette 
équation,  résolue  par  les  méthodes  ordinaires,  a  enracines;  ce  qui 
donne  sur  la  circonférence  -xm  points  diamétralement  opposés  deux  à 
deux. 

Si  les  ?«'  premiers  coefficients  du  premier  membre  de  l'équation  (9) 
sont  nuls  (m'  étant  un  nombre  inférieur  à  /«),  celte  équation  se  dé- 
compose en  deux  équations 

(i3)  cos'"  $  =  o, 

et 

\    -•  tlb'"~'"  da'" 

La  première  donne  une  racine  du  degré  tu'  de  multiplicité;  cette  racine 
est  5  =  go°  ou  6  =  270".  La  seconde  donne  m  — m'  racines  différentes 
de  la  précédente.  Ainsi,  en  résumé,  si  nous  ne  faisons  varier  5  que 
de  0°  à  180°,  en  convenant  de  regarder  deux  points  diamétralement 
opposés  comme  une  seule  solution ,  nous  pourrons  dire  qu<'  l'équii- 
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rion  (9)  a  m  racines.  Il  n'y  a  lieu  à  considérer  parmi  ces  m  racines  que 
les  racines  réelles  ;  nous  les  distinguerons  en  racines  simples  et  en  ra- 
cines multiples. 

Soient  [Jig.  3)  A,  ,  A,,  A,,...,  A',,  A',,  A'^,...  les  diverses  solutions 
de  l'équation  9);  B,,C,,  Bj,C2,  B^,  C3,...  des  points  distants  des  premiers 
de  l'angle  très-petit  0,  plus  petit  que  la  plus  petite  différence  qui  existe 
entre  les  racines  de  l'équation  (9).  Le  premier  membre  de  l'équation  (9), 
et,  par  suite,  le  premier  membre  de  l'équation  (8),  si  p  est  suffisam- 
ment petit,  ne  s'annulent  pas  et  conservent  le  même  signe  dans  toute 
l'étendue  des  arcs  B.Cj,  BoCg,  BjC^....  Les  solutions  cherchées  ne 
peuvent  donc  se  trouver  que  dans  les  arcs  infiniment  petits  B,C,,  BjCj, 
BjCj,..-.  Or  il  est  facile  de  voir  que  les  polynômes  dont  nous  venons  de 
parler  auront  aux  deux  extrémités  de  chacun  de  ces  arcs ,  même  signe, 
si  cet  arc  correspond  à  une  racine  d'un  degré  pair  de  multiplicité,  et 
des  situes  contraires  si  le  degré  de  multiplicité  est  impair.  En  effet, 
distinguons  la  solution  B  =  90°  ou  B  =  270°  qui,  si  elle  existe,  pro- 
vient de  Téquation  (i3'i,  et  les  autres  solutions  qui  toutes  proviennent 
de  l'équation  (i4).  Dans  le  premier  cas,  nous  mettrons  le  polynôme  (8) 
sous  la  forme 
(i5)  Gcos'"'9 +  Sp -j-Tp" +...; 

G  ne  s' annulant  pas  pour  Q  —  90°  ou  0  =  270°,  on  peut  choisir  0  assez 
petit  pour  que  cette  quantité  conserve  le  même  signe  de  90°  —  0  à 
qqo  _j_  0^  gj  {|g  270"  —  0  à  270°  H-  0.  Dans  le  second  cas,  en  appe- 
lant «o  la  tangente  de  l'angle  qu'on  considère,  et  m'  le  degré  de  multi- 
plicité, le  polynôme  (8)  s'écrira 

(,6)  G(«-//oy"'  +  S/5  +  Tp^+.... 

Ainsi chacim  des  arcs  B,  G,,  BjC^,...  renferme  un  nombre  pair{o  étant 
compris  dans  les  nombres  pairs)  ou  un  nombre  impair  de  solutions,  sui- 
vant que  le  degré  de  multiplicité  correspondant  est  pair  ou  impair.  En 
outre,  ce  nombre  de  points  sera  au  plus  égal  au  degré  m'  de  multipli- 
cité; car  s'il  était  plus  grand,  il  faudrait  que  la  dérivée  d'ordre  m'  des 
polynômes  (i5)  ou  (16)  s'annulât  dans  l'étendue  de  l'arc  dont  il  s'agit, 
ce  qui  est  impossible,  puisque  l'une  et  l'autre  de  ces  dérivées  contien- 
nent un  terme  de  la  forme  G  sin'"  6  ou  G. 
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Les  racines  simples  n'offrent  aucune  difficulté;  chacune  d'elles 
fournit  une  branche  de  courbe  particulière,  avec  ou  sans  inflexion. 

Étudions  une  racine  double  5  =.  a,  et  soit  \k' {Jig.  4)  la  droite  cor- 
respondante. Nous  pouvons  diviser  par  (i  les  polynômes  (r5)  et  (i6;,  ce 
qui  nous  donne 

(^7)  cos^e +  S'p +  T'|s=+..., 

(i8)  {u-u^f  +  S'p  +  T'f-^.... 

Aux  extrémités  des  arcs  BC  et  B'C,  ces  polynômes  ont  le  signe  +. 
Si  le  premier  terme  du  polynôme 

('9  S>  + ï'^^-f-..., 

qii! ,  ])our  6  =  a  ou  Ô  =  i8o"  +  a,  ne  s'annule  pas,  est  d'ordre  pair, 
ce  terme,  et,  par  suite,  le  polynôme  auront  le  même  signe  en  A  et  A'. 
Supposons  que  ce  soit  le  signe  -;  dans  ce  cas,  il  y  a  une  solution  de 
chaque  côté  des  points  A  et  A',  et  la  courbe  a  la  forme  représentée 
par  la.//g:.  4.  Lorsque  ce  signe  commun  est  +,  il  y  a  ambiguïté;  clia- 
cun  des  deux  arcs  BC  et  B'C  peut  ne  contenir  aucune  solution,  ou 
bien  en  contenir  deux  placées  d'un  même  côté  de  A  et  A'.  Si  le  premier 
terme  du  polynôme  (19),  qui,  pour  6  =  a  ou  ô  =  180°  -f-  a,  ne  san- 
nulepas,  est  d'ordre  impair,  ce  premier  terme,  et,  par  suite,  le  poly- 
nôme auront  des  signes  contraires  en  A  et  A',  par  exemple  le  signe  — 
en  A  et  le  signe  +  en  A';  l'arc  BC  renferme  alors  deux  solutions,  une 
de  chaque  côté  de  A  ,  mais  il  y  a  incertitude  pour  l'autre  arc  B'C 
Cette  incertitude  peut  être  levée  aisément  si  le  premier  terme  dont 
nous  avons  parlé  est  S'.  Écrivons,  en  effet,  les  polynômes  sous  la  forme 

COS=5   -4-  /5(S'-|-T'/5H-...), 

{u  —  Uof-h  p(S'  -+-  T'(5 +  ...); 

S'  donne  son  signe  a  la  parenthèse  dans  toute  l'étendue  de  l'arc  B'C, 
et,  par  suite,  le  polynôme,  somme  de  deux  quantités  positives,  ne 
peut  s'annuler.  Dans  ce  cas,  la  courbe  offre  donc  en  M  un  rebrousse- 
rneiit  de  première  espèce  {Jïg.  5). 

Cherchons  maintenant  un  moyen  de  faire  disparaître  l'incertitude 
que  nous  avons  rencontrée  dans  la  discussion  de  la  racine  double.  Lais- 
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sons  de  côté,  pour  le  moment,  la  solution  B  =  90°  ou  Q  =  270°  si 
elle  existe;  il  sera  permis,  dans  Tétude  des  autres  racines,  de  substi- 
tuer à  la  circonférence  décrite  autour  du  point  M  deux  parallèles  à 
l'axe  des  jK,  situées  de  part  et  d'autre  de  M  à  une  distance  infiniment 
petite  h  [fig.  6).  De  cette  manière ,  l'équation  de  la  courbe  prend  la 
forme 

(20)  G(m  — ?0'  +  SZî  + T^' -+-... =  0, 

dans  laquelle  G,  S,  T,...  représentent  des  polynômes  entiers  en  u,  et  G 
ne  s'annule  pas  pour  u  =  ii^y.  Pour  satisfaire  à  cette  équation,  il  faut 
nécessairement  que  u  —  u^  soit  une  quantité  infiniment  petite;  posons 
donc 

IC  ■=:  Uq  +  u'h  , 

l'équation  '  ao)  devient  (Sg  étant  nulle) 

(21)  (GoM'--h^a'  +  To)  +S7«  -H  T'A-  +...=  0. 

On  étudiera  l'équation  (21)  de  la  même  manière  que  l'équation  (20) 
par  la  considération  des  deux  racines  de  l'équation  du  deuxième  degré 

Go  «  "  +  -, —  «    +  Tj,  =  o. 

Lorsque  les  racines  sont  imaginaires ,  les  arcs  BC  et  B'C'  ne  renferment 
aucune  solution.  Lorsque  les  racines  sont  réelles  et  inégales,  l'équa- 
tion (21),  et,  par  suite,  l'équation  (20)  admet  deux  solutions  dans  cha- 
cun des  arcs;  on  a,  dans  ce  cas,  une  branche  double.  Enfin,  lorsque 
les  racines  sont  réelles  et  égales,  l'équation  (21)  peut  s'écrire 

(22)  Go  [u'  —  u„y  +  S'h  -+-T'k-  -i-...=  o. 

S 
Si  pr^  n'est  pas  nulle  et  a,  par  exemple,  le  signe  —  ,  l'équation  (22)  a 

deux  solutions  pour  h  >  o,  et  aucune  pour  7^  <  o;  dans  ce  cas.  la 
courbe  offre  en  M  un  rebroussement  de  deuxième  espèce  {^g-  6),  à 
moins  que  11  ^^  ne  soit  nulle ,  auquel  cas  le  rebroussement  serait  de  pre- 
mière espèce.  Si  S,,  =r  o  et  que  l'ambiguïté  se  présente ,  on  fera  subir  à 
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]'é(|iiatioM  {::■>)  la  même  transformation  que  nous  avons  fait  subir  tout 
à  J'heure  à  l'équation  (21);  et  ainsi  de  suite. 

La  méthode  que  nous  venons  d'employer  dans  la  discussion  d'une 
racine  double  peut  être  généralisée  et  étendue  à  une  racine  d'un  degré 
quelconque  de  multiplicité;  afin  d'éviter  les  imaginaires,  on  posera 

£  représentant  ui)e  quantité  positive  infiniment  petite,  /  le  nombre  -î-  i 
pour  la  parallèle  de  droite,  et  le  nombre  —  [   pour  celle  de  gauche. 

§  in. 

Autre  nii'-thotli'  pour  la  ilistinctinn  des  points  singuliers 

Remplaçons  encore  la  circonférence  décrite  autour  du  point  M  par 
deux  parallèles  à  l'axe  des  y  situées  à  la  distance  infiniment  petite  s  et 
de  part  et  d'autre  du  point  M;  l'équation  de  la  courbe  se  met  sous  la 
forme  générale 


(23)  V  db-   •-      ^    I    db"-^  da  " 

+  /Sc+T£«-+-/U£»+. 


da"  j\  =  o, 


dans  laquelle  S,  T,  U,...  représentent  des  polynômes  entiers  en  u. 
Commençons  par  résoudre  l'équation 

I    t.  '/""F     ,„         m      d^Y        ,„    ,  d^Y 

(24)  -771;,  "      -1 nm    I    ,    ^'-  +...-{-  -r^   —  O, 

"^    ^'  db'"  I   ^/i""-'  da  da'" 

et  soient  «„,  m,,...  ses  différentes  racines;  ordonnons  ensuite  le  poly- 
nôme (iS)  par  rapport  à  m,  et  appliquons  à  ce  polynôme  le  théorème 
de  ]\I.  Sturm,  c'est-à-dire  divisons-le  par  sa  dérivée,  celle-ci  par  le 
reste  changé  de  signe,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un 
reste  indépendaut  de  u.  Les  coefficients  étant  des  polynômes  entiers 
en  c,  il  sera  souvent  nécessaire,  pour  effectuer  une  division,  de  multi- 
plier par  un  polynôme  en  i;  or  il  faut  avoir  soin  que  ces  multiplicateiu's 
soient  positifs:  pour  cela,  comme  £  est  infiniment  petit,  il  suffira  <|ut' 
le  terme  le  moins  élevé  en  î  soit  positif.  Appelons 

(25)  A,     B,     C,...,     F 

Tome  X.  -  Octobre  iS^S.  H" 
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la  série  des  polynômes  ainsi  obtenus  et  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  de  £.  Donnons  à  u  une  valeur  un  peu  plus  petite  que 
1  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  (24),  que  «„  par  exemple, 
et  comptons  le  nombre  des  variations  que  présente  la  série  1  aS);  chaque 
polynôme  prenant  le  signe  de  son  premier  terme,  on  considérera  sim- 
plement les  premiers  termes.  Donnons  ensuite  à  u  la  valeur  u^,  puis  une 
valeur  un  peu  plus  grande,  et  comptons  de  même  les  variations.  Les 
nombres  de  variations  perdues  dans  ces  deux  intervalles  indiquent 
exactement  les  nombres  de  solutions  situées  dans  le  voisinage  de  la  ra- 
cine «0,  soit  d'ini  côté,  soit  de  l'autre. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  pour  la  discussion  d'une 
courbe  plane  peut  s'appliquer  aux  surfaces  courbes;  ce  sera  l'objet 
d'tui  autre  Mémoire. 
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iV 


NOTE  SUR  LA  FORMULE  DE  TAYLOR; 
Par  »I.  J.  CAQUÉ. 


I.  Soit  j  ^fix)  une  fonction  donnée  de  x,  et  désignons  paijr,, 
j,,...  les  valeurs  qu'elle  prend  quand  x  augmente  successivement  de 
la  constante  A^,  en  sorte  que  jr,  =j\x  +  kLx).  En  représentant  par- 
A"j,  la  différence  n'"^"  de  j,,  on  a ,  quels  que  soient  n  et  k , 

(Al  Ay,  =  A"y+  (A«-<j^  +  A'-jr,  +...+  A'-'j,_,), 

équation  qui  n'est,  en  effet,  que  la  différence  n"""'  de  l'équation  évi- 
dente 

jrA  =  jr  +  Aj  +  Aj,  +...+  A/,,,. 

Cette  dernière,  en  remplaçant  k  par  /«  et  posant  mAx  =  h,  donne 
aussi 

(  I  )         J\x^Ii)=  j\x)  +  ( Ajr  +  A^-,  + . . .  4-  Aj,„_,  +  Ar,„-.  ). 

Mais,  si  dans  l'équation  (A)  on  fait  n  =  i,  puis  successivement  /î:  =  i, 
A  =2,...,   A-  =  TO  — I,   on  aura  des  valeurs  de  Aj,,  Ar.,,...,   Ar,„_ 
qui,  portées  dans  l'équation  (i),  nous  donneront,  réduction  faite, 

J\x  +  h)  =f{x)  +  m  Aj  -+-  [{m  -  .  )  A*j  +  (m  -  2)  A^-,  + . ..  +  2  A7',„_3  A^'+j^,,] 

On  pourrait  reprendre  de  nouveau  l'équation  (A),  y  posera  =  2  , 
puis  successivement  k=  t,  k  =  1,...,  k  —  m  —  9.,  et  reporter  dans 
lequation  (2)  les  valeurs  de  A'j,,  Ay^,...,  Ay,„_,  ainsi  obtenues;  en 
réduisant,  on  aurait 

(  f{x  +  h)  =f{x)  +  ?nAr  -i-  'liULZ^  ^2 

(3)  ^  ..2         ^ 

I  I    ('"—')('"  — 2)       .  (to_2)(to  — 3)       ,  I 

(  +  L -^ ^^-^  12 ^y^  +...+  3A^j,„_,4-A'j_,J. 

48.. 
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Et  l'on  pourrait  continuer  ce  mode  d'élimination,  qui  conduirait  fina- 
lement à  la  formule 


R,,  remplaçant  la  quantité  suivante,  dans  laquelle,  en  général,  C^  ^ 
représente  le  nombre  des  combinaisons  de  7?2  —  g  lettres  n  k  n  : 

R„= c;r '  A"+'jr  +  c;^"'  ^"^'j,  +  c;r'  a«+'j-j+ . ..  ^- cr '  A"+'j>-,„_„_.-f-  c^ â"-^'j,„_„_, . 

Mais,  sans  avoir  même  besoin  de  passer  par  l'équation  (3),  nous  allons 
prouver  directement  que  l'équatioTi  (4i  a  toujours  lieu. 

D'abord  elle  est  vérifiée  pour  /«  =  i,  puisqu'elle  coïncide  alors  avec 
l'équation  (2).  Pour  démontrer  généralement  léquation  (4),  il  suffit 
donc  de  faire  voir  que,  si  elle  est  exacte  pour  une  valeur  de  fi,  elle 
l'est  encore  pour  la  valeur  suivante. 

Dans  l'équation  (A),  remplaçons  n  par  ?i  -h  1,  puis  posons  successi- 
vement /i  =  I ,  A'  =  2,...,  k  ^  m  —  ti  —  I  ;  les  divers  résultats,  multi- 
pliés par  lies  factetu-s  convenables,  forment  le  tableau  suivant  : 

C"""'  A"+'j>-=C^~'  A"-^' y, 

C"~'  X'+'  j2  =  C°'~'  A"+' y  +  C^""'   A-^-/-}-  C™""'  A"+'  y , , 


C' A"+'rm_„_,  =  C^  /i"+'j>--+-  C"  A"+'/  +  C^  A-^ji-j-.-.H-C"  A"+'v„_„_,-f-C^A''+'^„_,_ 

En  faisant  la  somme  des  premiers  membres  ,  on  reproduit  la  valeur 
de  R„;  on  peut  donc  écrire  que  cette  quantité  est  égale  à  la  somme  des 
seconds  membres;  celle-ci  se  présentera  sous  une  forme  plus  simple, 
en  faisant  usage  de  ce  théorème  d'algèbre  : 
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'<  La  somme  des  nombres  des  combinaisons  n  a  n,  de  m  —  jÇ, 
»  m  —  g  ~  I,...,  M  -+-  I,  n  lettres,  est  égale  au  nombre  des  combi- 
u   naisons  «+  i  à  «-+-1  de  m  —  g  -f-  i  lettres.   » 

Conséquemment  on  aura 


»i  (w  —  I  ). .  .[m  —  «  -f-  1)  (ot  —  n)  .  „^, 
en  posant,  pour  abréger, 


Or  cette  valeur  de  R„,  mise  dans  l'équation  (4),  donne  le  même  ré- 
sultat que  la  substitution  de  «  -+-  i  à  n  dans  la  même  équation;  donc 
l'équation  (4)  -i  lien  généralement. 

2.  Si,  dans  l'équation  (4),   on  remplace  m  par  sa  valeur  tirée  de 
mùix  ^z  h,  on  trouve  aisément 

Le  terme  complémentaire  R„  peut  évidemment  se  mettre  sous  cette 
forme 

Ax'-  (  c-r  "^  +  c;-  ^^^  +...+  c«  '^:ru^ 

de  sorte  qu'en  représentant  par  'SI  la  somme  des  termes  entre  paren- 
thèses, divisée  par  la  somme  C'"^'  4-  etc.  de  leurs  coefficients  ,  il 
vient 

R„  =  Ax"-'.(cr'  +  cr'  -^•••+  C«)  M, 

c'est-à-dire,  en  vertu  d'un  théorème  déjà  invoqué, 
R„  =  Ax«-'C;:'^,  M; 

en  mettant  donc  pour  C^^,    son   expression    connue,   et    remplaçant 

dans  rette.  dernière  ni  par  — -,  nous  aurons  enfin 

j^    _  h{h  —  \x)...{h  —  n\x)  j^ 
"  1.2...  (/j -I- i)  ' 
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d'où 

_,_M-/-,r-^.     ''^^'     ■           ,     h{h-^=^)--[l^-i."-^':^A^"r    , 

h[h- 

-  ^x)...{h  —  nsx] 

I  ù.r                                        1.1... n                      ix" 

I.2...(/l  +  l) 

Revenons  sur  l'expression  de  M,  savoir, 

- 

M. 


Nous  voyons  que  cette  quantité  est  une  moyenne  entre  les  quotients 

Ajc"-"'  '  Aj.-"-^'    '  '  '      '  \3f^' 

de  manière  qu'elle  est  toujours  comprise  entre  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  d'entre  eux;  il  suffit  donc,  pour  que  M  soit  finie,  que  tous  le 
soient,  et  alors  la  remarque  que  nous  venons  de  faire  fournit  des 
limites  simples  de  R„  ou  du  ternie  complémentaire  de  la  formule  (5). 

3.  Quand  on   prend   la  vaieiu-  de  Ix  infiniment  petite,  les  quo- 

A'r 
tients  --  deviennent  les  dérivées  /*  [x],  et  les  numérateurs  des  coef- 

ficients  de  lequation  (p)  deviennent  les  puissances  entières  et  crois- 
santes de  h.  La  quantité /,„_„_,  devient  y  fo?  -h  h,.  Les  quotients  dont 
la  quantité  M  dépend  se  réduisent  donc  aux  valeurs  dey^"*'  (z),  en 
faisant  varier  z  de  jt  à  j:  H-  h.  Donc,  si  dans  cet  intervalle y^"^'  {z\ 
reste  finie,  M  le  sera  aussi,  puisquelle  est  toujours  comprise  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  cette  dérivée. 

De  plus,  siy"*'  (z)  est  continue,  elle  atteindra  au  moins  une  fois  la 
valeur  de  M,  et  l'on  pourra  poser 

M  =y'"^'  (x-L0//), 

en  désignant  par  (-)  une  quantité  positive  plus  petite  que  l'unité.  Ainsi 
on  retrouve  par  cette  méthode  la  formule  connue 

j\x  +  h)  =J\x)  +  hf  {X)  -H  ~J"  [x)  +...+  J^^J"  [x] 

H '^ /"+'  ix  4-  Qh\ 

i.2...n{n-hiy  ^ 
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DÉMONSTRATION    D'UN    THÉORÈME   DE    M.    CIIASLES; 
Par  m.  a.  CAYLEY. 


«  Soient  P,  P  ces  points  correspondants  de  deux  figures  hon,o«ra- 
»  phiques;  si  la  droite  PP'  passe  toujours  par  un  point  fixe  O  'es 
»  points  P  sont  situés  sur  une  courbe  du  troisième  degré,  qui  pasie 
»  par  ce  même  point.  »  &     '  4^  '  P^sse 

Soient  f ,  J,  l  les  coordonnées  de  P;  ^,  ^;,  îj  celles  de  P'.  Ensup- 

sCïde'";  f '/;  t",  ^"';  '^^  '°"^*'°"^  '---  (--  terme  con- 
stantj  de  x,j  ,..,w,  les  deux  figures  seront  homographiques. 

Soient,  de  même,  |,  ?,  |  les  coordonnées  de  O;  ^,  ^,  £  i^,  ,„„,.. 
données  d'un  point  quelconque  T. 

Puisque  P  F,  O  sont  sur  la  même  droite,  on  peut  faire  passer 
un  plan  par  les  quatre  points  P,  F,  O,  T.  Cela  donne  tout  de  su  l 
1  équation  '^^ 

«»    ê,     7,     o'  / 

x',  J',     z',     W'j 

(en  représentant  de  cette  manière  le  détermmant  formé  avec  les  quan 
.tes  X,  ^,  V,  etc.),  équation  qui  doit  être  satisfaite  quels  que  soient 
A,  l^,  V,  7s,  et  qui  équivaut  ainsi  aux  deux  conditions 
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Os  deux  dernières  équations  sont  du  second  degré  par  rapport  aux 

quantités  -?-?-•  Le  point  P  est  donc  situé  à  l'intersection  de  deux 

surfaces  du  second  ordre.  Mais  ces  surfaces  ont  en  comnnui  la  droite 
représentée  par  les  équations 

ay  ~  Sx  =  o,     ax'  —  Sj'  ==  o. 

Donc  elles  se  coupent  de  plus  suivant  une  courbe  du  troisième  degré 
qui  passe  évidemment  par  le  point  O,  parce  qu'on  satisfait  aux  équa- 
tions en  écrivant 

X  .  a  :=  jr  :  o  =z  z  :  y  =  %v  :  à. 
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MÉMOIRE 


SUR 


LES  FONCTIONS   DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES; 

Par  ma.   CAYLEY. 


Un  des  plus  beaux  résultats  des  recherches  de  l'illustre  Abel,  dans 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  consiste  dans  les  expressions  qu'il 
obtint  pour  les  fonctions  inverses  9a,  jy.^  Fa  (équivalentes  à  peu  près 
a  sin  amv..  cosrtma,  ù^amc/^  en  forme  de  fractions  avec  un  dénomina- 
teur counnun.  Ce  dénominateur  et  les  trois  numérateurs  étant  chacun 
le  produit  d'une  suite  infinie  double  de  facteurs,  on  ne  sait  pas  à  quel 
point  Abel  avait  poussé  l'investigation  des  propriétés  de  ces  nouvelles 
fonctions;  on  trouve  seulement,  dans  uneLettreà  Ltgendre,  in)primée 
parmi  ses  OEuvres,  qu'il  s'en  était  occupé.  Depuis,  les  fonctions  H  ,  6, 
qui  sont  essentiellement  les  mêmes  que  ces  fonctions  d'Abel,  ont  été 
l'objet  des  savantes  recherches  de  M.  Jacobi ,  à  qui  l'on  doit ,  en  par- 
ticulier, la  belle  formule 

log  Bfa)  —  Iog0(o)  ^  |a^  (  I  —  z^')  —  k"^   j      r/a    /     c/asiir  (7/«a, 

qui  est  vraiment  fondamentale,  et  sur  laquelle  on  j)eut  dire  que  sa 
théorie  est  basée.  Mais  les  expressions  qu'obtient  M.  Jacobi  pour  les 
fonctions  H,  0,  sont  sous  la  forme  d'un  produit  tl'une  suite  infinie 
simple  de  facteurs,  ce  qui  ne  met  pas  à  beaucoup  près  si  bien  en 
évidence  la  vraie  nature  de  ces  fonctions  que  les  expressions  d'Abel; 
celles-ci  sont,  en  outre,  si  analogues  aux  formules  en  produits  infinis 
des  fonctions  circulaires,  que  l'on  est  seulement  étonné  que  personne 
ne  se  soit  avisé  jusqu'ici  de  les  poser,  à  priori,  comme  les  définitions 

Tome  X.  —  OcTOEîiE  i8i5.  Aq 
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les  plus  simples  des  fonctions  doublement  périodiques,  pour  en  dé- 
duire la  théorie  de  ces  fonctions.  C'est  de  cette  manière  que  je  me 
propose  de  traiter  ici  la  question.  Je  prends  pour  définitions  les  formules 
d'Abel ,  en  supposant,  pour  plus  de  généralité ,  que  les  fonctions  com- 
plètes Q,  T  (K,  K'  de  M.  Jacobi)  sont  chacune  de  la  forme  A  -i-  B  y' —  i 
l'ce  qui  donne  lieu  à  quelques  intégrations  assez  délicates).  Et  de  ces 
seules  équations,  sans  me  servir  en  rien  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  je  déduis  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions  en 
question ,  et  de  là  des  fonctions  elliptiques.  On  a  ainsi  quatre  fonctions 
k  considérer  au  lieu  des  deux  H,  0 ,  dont  l'une  est  pour  ainsi  dire  ana- 
logue à  un  sinus  et  les  autres  à  des  cosinus.  INIais  ce  qu'il  y  a  de  remar- 
quable ,  c'est  l'apparition  d'un  facteur  exponentiel  qui  entre  presque  par- 
tout. On  le  prévoyait  d'après  les  formules  de  M.  Jacobi,  mais  ces  formules 
n'expliquent  pas,  ce  me  semble,  pourquoi  ce  facteur  s'y  rencontre  :  mon 
analyse  le  fait  voir  de  la  manière  la  plus  satisfaisante.  Ce  facteur  résulte, 
en  effet,  de  ce  que,  pour  les  produits  infinis  doubles,  il  ne  suffit  pas, 
pour  obtenir  un  résultatdéterminé,d'attribuer  auxdeuxentiers  variables 
des  valeurs  quelconques  depuis  —  co  jusqu'à  oo ,  même  en  supposant 
l'égalité  des  valeurs  positives  et  négatives;  il  faut,  en  outre ,  établir  une 
lelation  entre  les  valeurs  infinies  que  reçoivent  les  deux  variables.  !Mais 
dans  les  produits  que  je  considère,  on  démontre  qu'en  supposant  tou- 
jours cette  égalité  des  valeurs  positives  et  négatives,  quelque  liaison 
que  l'on  établisse  entre  les  valeurs  infinies,  il  résulte  toujours  la  même 
valeur  du  produit ,  à  un  facteur  exponentiel  près,  dont  l'indice  est  le 
carré  de  x,  multiplié  par  une  constante  dont  la  valeur  s'exprime  au 
moyen  d'une  intégrale  définie  double,  et  qui  dépend  de  la  liaison  éta- 
blie entre  les  valeurs  infinies  des  variables.  C'est-à-dire  qu'en  multi- 
pliant par  un  facteur  exponentiel  de  cette  forme,  convenablement 
choisi,  on  peut  changer  à  volonté  la  relation  en  question  sans  affecter 
la  valeur  du  produit.  Voilà  l'idée  fondamentale  du  Mémoire  qui  suit. 
En  me  servant  de  quelques  formules  de  M.  Cauchy ,  relatives  à  la 
décomposition  des  fonctions  en  fractions  simples,  j'établis  d'une  ma- 
nière rigoureuse  des  relations  entre  les  trois  quotients  de  nies  quatre 
fonctions,  qui  sont  les  mêmes  par  lesquelles  Abel  démontre  les  pro- 
priétés fondamentales  des  fonctions  a,f,  F.  Ces  formules  une  fois  ob- 
tenues, on  peut  supposer  connue  toute  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
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tiques.  Ces  théorèmes  de  M.  Cauchy  me  conduisent,  en  outre,  à  un 
grand  nombre  de  nouvelles  formules  qui  contiennent  des  suites  infinies 
doubles.  Parmi  celles-ci ,  il  y  en  a  une  qui  nie  fournit  la  démonstra- 
tion du  théorème  déjà  cité  de  M.  Jacobi,  théorème  duquel  il  déduit 
une  foule  de  résultats  intéressants.  Je  finis  en  citant  ceux  qui  se  rap- 
portent de  plus  près  aux  fonctions  dont  je  parle.  J'espère  reprendre 
une  autre  fois  la  considération  d'une  autre  partie  delà  théorie,  dans 
laquelle  j'entrevois  des  conclusions  intéressantes. 

Soient  û,  Y  des  quantités  finies  quelconques,  assujetties  à  la  seule 
condition  que  la  fraction  û  :  Y  ne  soit  pas  réelle.  En  représentant  par 
»i,  n  des  entiers  positifs  ou  négatifs  quelconques,  mettons,  pour  abréger. 

(1)  mû  +  «Y  =:  fm,  «), 
et  considérons  une  expression  de  cette  forme 

(2)  u  =  xW  1 1  H ^-  '  - 


[m ,  n)  ) 

où  le  symbole  H  dénote,  à  l'ordinaire,  le  produit  d'un  nombre  infini 
de  facteurs  que  l'on  obtient  en  donnant  à  »i,  n  des  valeurs  entières 
quelconques,  depuis  —  oo  jusqu'à  +  od,  en  excluant  seulement  la 
combinaison  [m  =  o,  «  =  o).  Pour  qu'une  telle  expression  soit  finie, 
il  faut  que  pour  chaque  combinaison  de  valeurs  de  m,  n,  il  y  en  ait  une 
autre  des  mêmes  valeurs  avec  les  signes  contraires.  Cependant ,  comme 
on  l'a  déjà  expliqué,  cela  ne  suffit  pas  pour  rendre  déterminée  la  va- 
leur de  u.  Soit  f  une  fonction  de  m,  n  qui  ne  change  pas  en  changeant 
a  la  fois  les  signes  de  ces  deux  quantités;  et  imaginons  que  l'équation 


représente  une  courbe  fermée ,  dont  tous  les  points  s'éloignent , 
au  cas  limite  de  T  =  oc  ,  d'une  distance  infinie  de  l'origine.  Cela 
posé ,  en  donnant  k  m,  n  des  valeurs  entières  qui  satisfassent  à  cette 

condition  9  ~  T,  et  puis  faisant  T=  oc,  on  obfient  pour  u  une  va- 
leur parfaitement  déterminée,  qui  dépend  de  la  forme  de  la  tonction  ç. 
.Soit  u'  ce  que  devient  la  fonction  «en  changeant  seulement  l'équation 

49- 
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aux  limites  dans  l'équation  analogue 

ç'  =  T. 

On  peut,  pour  simplifier,  supposer  que  la  courbe  représentée  par 
cette  équation  soit  située  entièrement  en  dehors  de  celle  que  repré- 
sente léquation 

a  =  T, 

mais  cela  n'est  pas  essentiel.  Il  est  facile  de  trouver  une  relation  très- 
simple  qui  existe  entre  ces  deux  expressions  n'  et  u.  En  effet, 

«'  :  i/=  n  { I  -I-  r^ — : 

en  donnant  à  ni,  n  des  valeurs  qui  satisfassent  à  la  fois  aux  deux  condi- 
tions çi  >  T,  ©'  <  T.  Donc,  en  considérant  toujours  ces  valeiu's . 

lo"  u'  —  loq  /<  =  loe;  n  1 1  +  r-^!  =  T  Joe  1 1  + -A 

Dans  cette  expression,  les  ternies  qui  contiennent  les  puissances  im- 
paires de  X  s'évanouissent,  à  cause  des  valeurs  égales  positives  et  né- 
gatives. Mais  puisque,  à  la  limite,  m,  ?i  ne  reçoivent  que  des  valeurs 
infinies,  on  p»ut  négliger  les  termes  multipliés  par  x\  etc.  Donc 

\osil'  —  \osu  =  —  I  ^^  \'  ; :,■> 

ou  enfin, 

(3)  logfi'  —  logii  =  —  ^\x'^,      u'  =  Hi  —  --^^', 

où  j'ai  représenté  par  t  la  base  du  système  hyperbolique  de  loga- 
rithmes, et  où  A  est  donné  par  l'équation 

(4)  A  =  2 


[m,  n)- 


Il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  changer  la  sommation  en  intégration 
double .  et  écrire 
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entre  les  mêmes  limites  qu'auparavant,  c'est-à-dire  que  m,  n  doivent 
satisfaire  aux  deux  conditions  ç  >  T,  <p'  <  T. 
Prenons  par  exemj)]e,  pour  limite  supérieure, 

[}iî^  =  ni^,     ti-  =  n-), 
et  poin-  limite  inférieure, 

{in'  +  n-"  =:T^); 

m,  n  sont  censés  contenir  T  comme  facteur,  de  manière  qu'ils  de- 
viennent infinis  avec  cette  quantité;  on  suppose  aussi  m  >  T,  n  >  T, 
mais  cela  est  seulement  poiu-  la  clarté. 

Il  devient  nécessaire  à  ce  point  de  définir  de  plus  près  les  valeuis 
de  Û,  T;  nous  écrirons 

(fi)  Û  —  «  +  w'/,     T  z^  X)  -\-  u'i, 

où  i  =  V  —  I  ;  w,  w',  y ,  u'  sont  des  quantités  réelles ,  telles  que  wv'  —  u'v 
ne  s'évanouit  pas;  c'est  la  condition  pour  que  Û  :  Y  contienne  une 
partie  imaginaire. 

Avec  les  coordonnées  polaires 

(7)  \  =    r  r  '^'''^  =    r^9(logr-logTi 

J  J    >■  (a  cos  s  +  r  sin  8)=         J    (ii  cos  9  -f-  Y  sin  9)»  ' 

en  représentant  par  r  ce  que  devient  /'  à  la  limite  supérieure;  l'inté- 
grale doit  être  prise  depuis  0  =  o  jusqu'à  5=  271.  On  voit  tout  de 
suite  que  la  partie  qui  contient  log  T  s'évanouit;  donc 


log  r  (10 


{a  cos  9  +  Y  sin  e)' 


Soil  a  un  angle  positif  plus  petit  que  -?  tel  que  tang  a  =  — ,  on  a  évi- 
demment 


depuis  5=:  — a  jusqu'à  5  =4- a,  ou  depuis  5=7r  — a  jusqu'à  6=;T-+-a, 


et 

r 


cos  9 


depuis  ô  =  a  jusqu'à  0=n—  a,  ou  depuis  5  —  tt-i-  a  jusqu'à  5  =  2-  —  « 
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(le  signe  ambigu,  de  manière  que  r  soit  toujours  positif).  En  réunis- 
sant les  parties  opposées  de  l'intégrale,  on  obtient 


X'-'  (log  m  —  log  cos  S  '  f/5  /*" 

.y     (n  cos  9  +  V  sin  P;'  '  J^ 


(log  n  —  log  sin  6)  d9 
(a  ces  fl  -I-  Y  sin  9)' 


ou ,  en  mettant  dans  la  seconde  intégrale  -  —  a  ^  a',  et  -  —   5  au 
lieu  de  5. 

I  —  log  cos  6)  di 


/'°'  (logm  —  logcosS!r/6  f"'    (log  n  ■ 

J_,^     (il  cos  9 -^  Y  sin  6)-  J_,^,     (Y  cos  6 -H  il  sin  9)' 

La  première  intégrale  se  réduit  à 

—  2  (lo£  m  —  los;  cos  0   —, (entre  les  limitesl 

^    '^  "  ■»■  (n  +  Y  tang  9)  ^ 

_^  2      /""        tang9rf9 
"^  r  J_^  (a  +  Y  tang  9j 

__  4  (log  '"  —  log  cos  a)  tang  a         ,    /* '■'       tang'  8  rf9 
~"  a=  —  Y^  tang'  a  "*  Jo      n=  — V=  tang'9 

_  4  (log  m  — log  cos  g)  tang  g  4        f^g  [i  _  "M' -H  tang' 9n 

il'  —  Y-  tang'  a  ii'  4-  Y'  X  |_  a'  —  Y'  tang'  9  J  ' 

L'intégrale,  dans  cette  formule 

r  '^  (1+  tang'  9)  rfô  _    r^^"S  '■"        djc 
Jo      a'— Y' tang' 9    ~X  a=  — Y'x'' 

s'exprime  tout  de  suite  par  les  logarithmes ,  mais  il  faut  apporter  une  at- 
tention particulière  à  la  manière  de  déterminer  quelle  valeur  doit  être 
attribuée  à  ce  logarithme,  dans  le  cas  oi'i  la  partie  réelle  en  est  négative. 
Je  renvoie  cette  discussion  à  une  Note.  Voici  le  résultat  auquel  j'arrive. 
En  représentant  par  Lm  la  valeur  principale  du  logarithme  de  u, 
quand  il  y  a  une  valeur  principale  (c'est-à  dire  quand  la  partie  réelle 
de  II  est  positive) ,  et  écrivant 

Lzh-iU  =  Lm,     ou     L   —  n   ±:  -/. 

selon  qu'il  y  a  une  valeur  principale  de  log  ii,  ou  de  log  ( —  id,  on  a 

a.  ^  tans  y        dx  i      ,  /a -h  Y  tang  a' > 

Jo  a'— Y-.i^         aaY     -'"  \a  —  1"  tanga/ 
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en  prenant  le  signe  supérieur  pour  &ju'  —  w'y  positif,  et  le  signe  infé- 
rieur pour  wv'  —  c/u  négatif. 

La  première  partie  de  A  se  réduit  donc  à 

4(login  — logcosa)tanga:  4        /      _  i  ^^  r  a  +  V  Ung  a 

n=  —  Y^  tang^  a  '^  a-'-h  r^Y'       '  ^"        ""'  â  -  r  tang7  j  ' 

ou,  en  rétablissant  la  valeur  de  a  ,  à 

4mnlogs/m'  +  n^  4        /  .  n         ,  a  raà  +  nr\ 

Pour  avoir  la  seconde  partie  de  A,  il  faut  changer  m,n,i2,  Y  en 
n,  m,  Y,  Û.  En  faisant  cela,  on  change  le  signe  de  oiv'  —  '.)'v;  ainsi  il 
faut  écrire  L=p„  au  lieu  de  L±^,.  En  réunissant  les  deux  parties,  et 

mettant-  au  lieu  de  arctang  ^  +  arctang  -.  on  obtient  enfin 

vy^  a'  +  Y-'  I     ^  Y      - ^'  Vmii  -  dy;         a  ' ^ ±"'  VnY  -  mn/  I 

formule  que  l'on  pourrait  rendre  plus  simple  en  distinguant  les  deux 
cas  où  le  premier  ou  le  second  logarithme  a  une  valeur  principale;  mais 
il  vaut  mieux  la  laisser  sous  cette  forme. 

On  aurait  pu  croire  que  la  valeur  de  A  pourrait  s'obtenir  plus  faci- 
lement en  réduisant  A  à  la  différence  de  deux  intégrales  définies,  les 
conditions  pour  les  limites  étant  données,  dans  la  première,  par  )n-  <  m'. 
n'  <  n-,  et,  pour  la  seconde,  par  m^-4-  n-  <  T^  en  désignant  générale- 
ment les  coordonnées  par  m,  n.  Cependant,  de  cette  manière,  on  admet 
dans  les  deux  intégrales  les  valeurs  m  =  o,  n  =  o,  qui  rendent  infinie 
la  fonction  à  intégrer.  Ainsi  la  valeur  de  l'uitégrale  dépendrait  du 
choix  des  variables,  et  l'on  obtiendrait  des  résultats  inexacts.  Autre- 
ment dit,  on  obtiendrait  de  cette  façon  la  valeur  de  A ,  à  une  quan- 
tité V  près,  qui  est  la  différence  de  deux  intégrales  de  la  même  forme, 
entre  des  limites  m*  <  |u.%  n^  <  v^*  ou  m^  -^  n-  <  T^  fA,  v,  r  des  quan- 
tités infiniment  petites.  On  voit  tout  de  suite  que  V  n'est  pas  pour  cela 
infiniment  petit  (en  effet,  sa  valeur  dépend  du  rapport  a  :  v  et  nulle- 
ment des  valeurs  absolues  de  ces  quantités  ,  et,  pour  en  trouver  la 
valeur,  il  faudrait  se  servir  de  l'analyse  précédente. 
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50it,  comme  exemple,  —  =  oc, 

I      '   n 


A  =  -^^^~    7r--L+^,,'i)-  -L:^^,i-i 


2  7r        /         ,      Yi\  2t  iTzi         V 

I 


n'4-v-  \  il  I        nfaqzv/,  nv   aqzVf 

De  ineme.  pour  —  =  oc. 
»  m 

A  =-^- U  - ^-L^„(- 0  - -L^.-rnl 

a-  +  v'  (  V     —"^        '       Y     -*-■''  •■  ■'  I 


2  71-        /  m  \  ,  Ir.i  27r(        il 


a'-j-Y   \  Y/  Y/aqzYi  aY  arpYi 

En  représentant  par  A'.  A"  ces  deux  valeurs  de  A,  on  a 

>io  A  -  A   =    ^^,-  =  -  0.O, 

où  j'écris 

:ir.  S  =  ±:— ■ 

aY 

en  prenant  toujours  le  signe  supérieur  pour  wu'  —  w'u  positif,  et  le 
signe  inférieur  pour  oju'  —  w'v  négatif. 

Soient  Me  ce  que  devient  ?<  en  prenant  —  =;  oc,  ?<_g  ce   que  devient 
cette  même  fonction  en  prenant  —  ^  oo  ;  on  a  évidemment 

U-(,:   llf,   =  £-i(A'-A").i--  _   £ê-r'_ 

On  peut  donc  s'imaginer  une  fonction  U  donnée  par  les  équations 

(ta)  U  =  s- '^'='' ?i_g  =  £^^'"'îfg. 

On  verra  dans  la  suite  que  m  g  est  analogue  à  la  fonction  \{\u)  de 
M.  Jacobi.  Il  convient  cependant,  pour  la  symétrie,  de  considérer,  au 
lieu  de  u^ ,  la  nouvelle  fonction  U  qui  vient  d'être  définie.  Quoique 
suffisamment  donnée  par  ces  équations,  nous  allons  en  chercher  en- 
core une  autre  définition.  Pour  cela,  il  faut  trouver  la  valeur  de  l'in- 


■i3). 
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légrale  définie  qui  détermine  A,  prise  depuis  la  même  limite  inférieure 
jusqu'à  celle  donnée  par  l'équation 

niod.  {m.  n   =  T. 
Mettons,  comme  auparavant, 

m  =  rcosS,        n  =  rsin  0; 
soient  aussi 

û)   =  W  —    r,)'l\       V,   r=  y  _  y'/. 

L'équation  pour  la  limite  supérieure  se  réduit  à 

r-(Q.  ces  9  +  r  sin  9)  (Q,  cos  5  +  T,  sin  Ô)  =  T% 
et  celle  pour  la  limite  inférieure,  à 

/■  =  T. 

On  trouve  tout  de  suite 

,  —  _  1    r^"  'og  (-"-  Fos  9  +  V  sin  6)  (P.,  cos  0  +  y,  sin  6)  rfS 
^Jo  (iicosô-f-Ysinôj^ 

"^       ^-  (a  4-  V  tanj,'9j'°S(^  ^^^  9+Tsin§)  (û,  cos 9+ Y,  sin  0      entre  5  =«.  5  =r  9-^ 

L.    r"""  '^^  /y  — ntangO         Y.  —  n,  tang  6\ 

-■'■  Jo      "  +  V  tang  0  \çi  -+-  r tang  9  "^  n,  -t-  V,  fangëj 

=  —  -   P  ^^^         /r-fltangS        V,  — n,taDg9\ 

^"  J_  t:  ii  +  r  tang  9  \  n  -+-  r  tang 9         n,  +  Y,  tang  9  j  ' 

D'abord 

/■'    1? V,- il,  tang 9^    r-^  ,  M  M,  ^     ,, 

J_  ^  n  -+-  Y  tang9  n,-f-  y,  tangO        j_,  U-^- Y  tang  9  "^  fl,  +  Y,tang6/  "^' 
^  2 

-  * 

P ^^ nO    r'"  rf9  an        r^    r  Y=M+uuiK-9il 

J_^n-f-Ytang9  -  ^"X     n=-rtan-9  "  SmI^  X        L'   ^  «^^Vm^^S  )  ^^^ 

=     ^"    /-  -t-  -L    A  _     '^ 

ii-  +  r'  \2  —  2ii  ^')  —  iizfzn' 

Tome  X.  —  OcTODaB  1845.  5o 
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On  a  de  même,  en  remarquant  qu'en  changeant  û.   V  en   V.  12,  on 
change  le  signe  de  wy'  —  w'u  , 


J    ^n,4-r, 


tangS        a,  ±r,( 

~  2 

D'un  autre  côté, 


rii,  — Y,a  '  rn,  —  Y,n 

cela  donne 

r-2  rfS  ï,  —  n,  tang  9  _  tt  (  rv,  +  nfl,  Q  _  y  I 

J     :r  n  -H  Y  taiigS  ii,  +  V,  tang 9  ~  Yll,  —  T,n  i    liqzY/  '^     ~*~        i 


TT.-i-iin,—  nzr:Yi  a,±Y,(n;2T,/ 


Yn, — Y,n  azpT/  aipT/       th,  —  T,n 

ou  enfin 

/2  rf9  T,  — ii,  tang9  _  _^       -/      _^       ttT, 

^  ii  -t-  Y  tangS  a,  -+-  Y,  tang  9  ii  zpYf        «y'  —  «'^  " 

2 

et  de  même 

2  d9(r  —  a  tant; 9 )  zt ît( 


r2  rf9j_ 


H- Y  tang  9)=  fizpYi 


en  omettant  seidement  le  dernier  terme  de  l'autre  intégrale;  ce  que  Ion 
peut  vérifier,  au  reste,  en  différentiant  par  rapport  à  Q.  Y  l'équation 


tang  9        aiipri 


On  a  donc,  en  ajoutant  les  deux  parties  qui  composent  l'intégrale. 

,.     , ,  , am'        il        _  Y.;; 

"-     ^-  '  ^    HY  iiqzY/   "^   Y(m-j'  — w'u)' 
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Il  est  facile  de  voir,  en  écrivant 

2ir/        il  TrT.i 

•"   ÏÏT  il  zp  T/  ï(Ta,— T,<l)  " 

que  cette  expression  ne  mettant  pas  de  valeur  en  mettant  ii,,  Y,,  û,  Y 
au  lieu  de  û,  Y,  Û,,  Y,,  pourvuqu'on  change  aussi  le  signe  de  /  ;  cela 
doit  évidemment  être  ainsi  et  peut  servir  de  vérification. 

Soit,  pour  un  moment,  u^  ce  que  devient  uen  prenant  pour  limite 
l'équation 

m^  +  n^  =  T^ 
et  supposons  que  dans  la  fonction  u  on  ait  pour  limite  l'équation 

mod.  [m,  n)  =  T. 
En  letenant  la  valeur  de  A,  qui  vient  d'être  trouvée , 


mais  aussi 


à  cause  de  l'équation  ,  conséquence  facile  des  résultats  précédents, 


iir  n^ixi 


En  éliminant  u,,  on  obtient,  entre  u,  U,  une  équation  de  la  forme 
(i5)  U  =  £-iB-'«, 

dans  laquelle 


ilï  iiqiT;  nï  T(wv'  —  a)'u) 

=  — r^- — ^  \i  (wu'  —  w'u)  +  (w  +  u'O  [v  —  v'i)], 

ilT  (wj   —  0)  v)  ■- 

OU  enfin 

('")  ilT(wu'  — u'u)    "~  aTmod.(wy'— o.'u)' 

5o.. 


:iç)6  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

En  rassemblant  tous  ces  résultats,  on  a  le  système  de  formules 

p ir(         (wj'  —  w'u) 


B 


iiV  nioil.  (wu' — w'u) 
îT  (mu  -H  w'u'  ) 


mod.  (wu'  —  w'-j) 

;«,  ^^ç,  «_g  des  fonctions  de  la  forme 
arO  1  I  + 


(m  ,  ,i)  \ 
mais  avec  des  limites  différentes,  savoir  : 

mod.  [m,  /i"  =  T,       T  =  co ,  pour  la  fonction  u; 
nv  =  in",   «■'  =  n'',      m  =  oo  ,   n  =  co,     —  r=  se,   pour  m 


/7^"  :=  m-,   ?2^  =^  n^,      m  =  oc,   n  =:  œ, 


oc,   pourw_ê. 


A  présent,  il  unporte  de  remarquer  que  la  fonction  Ui  est  pério- 
dique à  l'égard  de  Û,  de  la  manière  d'un  sinus  ou  d'ini  cosinus,  mais 
lie  l'est  pas  à  l'égard  de  Y;  de  même  «_  g  e^t  périodique  à  l'égard  de  V. 
mais  non  à  l'égard  de  û.  Quant  à  U,  u,  elles  ne  sont  simplement  pério- 
diques ni  à  l'égard  de  û,  ni  à  l'égard  de  V.  Pour  démontrer  cela ,  consi- 
dérons, par  exemple,  l'équation 


i'7.) 


Ur  =  JCÏl 


I  +  7 

(m,  « 


in  depuis  —  m  jusqu'à  m ,  n  depuis  —  n  jusqu'à  n  ,  m  =  c»  ,  n  =;  oc , 

—  =  ce,  le  système  (m  =  o,  n  =  o)  toujours  exclu);  en   représentant 

par  u's  ce  que  devient  ?/g  quand  on  écrit  .r  +  O  an  lieu  de  .r,  on  a 
évidemment 


=  (a?  +  Û)  n 
=  —  :rn  (i 


[m 


:n 


[m  +  i,n) 
(m,  n) 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ^c,^ 

en  admettant  dans  !e  premier  produit  la  combinaison  [m  =  o,  n  ^  o  . 
mais  excluant  (m  +  ,  =  o,  «  =  o),  et  excluant  l'une  et  l'autre  du  se- 
cond produit.  Cette  équation  est  de  la  forme 


n's  =  A'a-n  (  I  + 


(n,-f-i,n)r 
avec  les  mêmes  limites  que  dans  u  ;  donc 

«é  :  «s  =  A'n  (i  +  --Î — \  :  n  (i  +  ,    "■'    \ , 

(m +  1,4/  \      ^  (_,n^„)/' 

où  n  se  rapporte  à  la  seule  variable  n  qui  doit  s'étendre  depuis  -^  u 
jusqu'à  n.  Puisqu'ainsi  n  ne  reçoit  jamais  des  valeurs  qui  soient  com- 
parables à  m,  chacun  de  ces  produits  se  réduit  à  l'unité  ,  et  l'on  obtient 

ni  :  «£  =  A', 
ou  enfin 

en  posant 

et  remarquant  que  n  est  fonction  impaire  de  .x,  ce  qui  doiuie 

A'=-,. 

Soit  de  même  «g  ce  que  devient  m  en  changeant  jc  en  x  —  V.  On 
a  pareillement 

«':  :  «s  =  A"ii  (  I  -(-  ^ — f — .)  :ri  ("i  + - \. 

ou  II  se  rapporte  à  la  seule  variable  m.  Mais  ici  les  produits  u>-  se  ré- 
duisent pointa  l'unité;  en  effet, 

II  (n-         -^      \      ou      il  (  I  +  — 1-\ 

=  {x+  nT)n  (i  +  l±^)  :  nr  n  (,  +  -^M 

\  /«n     /  \  mil  I 

=  sin  ^  (j:  +  nT)  ;  sin  —  ni'. 
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Mais  quanti  la  partie  imaginaire  de  0  est  infime,  on  trouve 

sin  5  =  -^  (£«'  -  £-«')  =  it  -  £±«', 

selon  que  la  partie  réelle  de  S/  est  positive  ou  négative.  Or  la  partie 
réelle  de  —  est  de  signe  contraire  à  wu'  —  «'u:  on  a  donc 

de  même, 

lliï  + 


(m ,  —  n) 
et  de  là 

(19)  «g    =   A"£-2«l'£^g, 

équation  de  la  même  forme  que  celle  que  l'on  obtiendrait  en  posant 

et  remarquant  que  M_g  est  périodique  à  l'égard  de  Y.  On  voit  aussi 
qu'en  sommant  par  rapport  à  m,  il  est  permis  d'exprimer  «g  par  un 
produit  infini  simple,  dont  chaque  facteur  est  de  la  forme 

sin  —  (.r  +  iiX) , 

mais  qu'on  n'arrive  pas  à  un  tel  résultat,  en  sommant  par  rapport  à  n. 
En  effet,  l'équation 

fait  voir  que  Mg  s'exprime  par  un  tel  produit  ou  chaque  terme  est  de 
la  forme 

sin  ^  [x  -\-  niQ) , 

multiplié  par  le  facteur  exponentiel  £— ^"'.  On  établit  de  cette  façon 
l'identité,  à  un  facteur  constant  près,  de  us  à  H  (m);  mais,  à  présent, 
pour  éviter  les  longueurs,  je  ne  me  propose  de  considérer  aucun  de  ces 
produits  infinis  simples. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  iyç, 

11  faut  maintenant,  pour  le  développement  de  la  théorie,  intro- 
duire les  trois  fonctions  qui  correspondent  au  cosinus.  Mettant,  pour 
abréger, 


(ao) 
j'écris 


m  =  m  -\-  \,     n  ~  n  -+-  |, 


Limites. 


yx  =  £-ïB^'a?n    t  -+-  7;,^  •  niod.  {m,n)  =  T,  T=  ce. 

gx  =  £-iBx'   n     I  +  7^=^J-  mod.  {m,  n)  =  T. 

'  [m ,  nj] 

Ga:=  £-î'^'   n  II  +  .   "^-J-  mod.  [m,  n)  =  T. 


(B) 


Zx  =  e-iBx'   n  |i  + •         mod.  (/n,  //)  =  T. 

f  {m,n)J 

En  représentant  par  \zx,  y—zT,  etc.,  ce  que  deviennent  ces  fonctions, 
et  prenant  pour  limites 

(m*  ==  m%  n^  =  n*),      (m"  =  m",  n^  =  n*). 


n'  =  n'), 


n 


—  =  ce  pour  yax,  etc.,      -  =  00  pour  y— ;,x,  etc., 
ou  a,  en  général,  en  mettant  J  au  lieu  de  l'une  quelconque  des  lettres 

y,  g»  G,  z, 

(21)  Jx  =  £  =  ^^' Jja-  =  £— '^■''  J_CX, 

où  J;;X  est  périodique  à  légard  de  Û,  et  3—sX  à  l'égard  de  V.  (/est 
cette  équation  remarquable  qui  définit  la  loi  de  périodicité  des  fonc- 
tions J,  et  do  laquelle  se  déduisent  presque  toutes  les  propriétés  de  ces 
fonctions. 

Il  est  clair  qu'en  changeantentre  elles  les  quantités  il.  V  1  quantités  que 
nous  désignei'ons  comme  lesjonctions  complètes) ,  on  ne  change  pas  les 
fonctions  yx,  Zx,  tandis  que  gx  se  change  en  Gx,  et  Gx  en  gx.  On 
change  de  cette  manière  ê  en  —  ê  et  B  en  —  B  (par  exemple,  y^x  s€ 


/joG  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

change  en  y-gO',  etc.).  Cette  considération  fait  voir  que   toute  pro- 
priété des  fonctions  J  est  double,  et  donne  le  moyen  le  plus  facile  pour 
passer  d'une  propriété  quelconque  à  la  propriété  correspondante. 
On  tire  immédiatement  des  définitions  mêmes  les  équations 

iy[—x)=:—yx,     g(— x)=gx,     G{—Jc)  =  Gx,     Z{—x)=Za:; 
C)  (  yo  =  o ,  go  =  I  ,  Go  =  I ,  Zo  =  I  ; 

I         y'o=:  I. 

Il  est  facile  de  démontrer,  de  la  même  manière  dont  nous  avons  prouvé 
la  périodicité  de  Jgj:^  à  l'égard  de  û,  que  ces  fonctions  se  changent 
l'une  en  l'autre,  à  un  facteur  constant  près,  en  changeant  jc  en  x-hjQ. 
Faisant  donc  attention  à  l'équation  qui  lie  ensemble  3x  et  Je  or,  on  ob- 
tient le  système  de  formules 

y{x  +  |û)  =  s^^^^A.gx, 
g(x  +  |û)  =  £^^"'B.ya:, 

Poiu'  déterminer  A,  B,  G,  D,  posons 

X  =^  o     ou     x  =  —  I Û. 
En  écrivant,  pour  abréger, 

jD)  '^'''=  ^     '    =7rs 


on  trouve 


A  =  y(? 


(23) 


ic=G(iû)  =  77':z(|û), 
\D  =  Z(iÛ)  =  7r'  :G(iû); 

d'où  Ion  déduit  cette  équation  de  condition 

(^4)  G{iQ)Z{\Q.)r=q-i. 
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On  a  de  même  le  système 

y(a:  +  |Y)=s-^srxA'Gjc, 


(25) 

De  là ,  si 


7 


ce  qui  donne 

(E)  log7log7«  =  -  '^^ 

il  résulte 

[  A'  =  y(iY), 
B'=g(iT)  =  9-i:Z(iY. 
(^^)  C'=-9-^:y(iY), 

1  D'  =  Z(iY):g(iY); 
d'où  nous  tirons  l'équation  de  condition 

(^7)  g(iY)Z(iï)  =  î-^- 

En  posant  x  =  \r  dans  l'équation  pour  y  (j:  -t-  ^Û)  et  x  =  i  12  lians 

l'équation  pour  y  [x  +  i  Y),  on  obtient  aussi 

(a8)  yaû)g(iY)=-/y(iY)G(iû), 

et  l'on  déduirait  cette  même  équation,  ou  une  équation  équivalente, 
des  autres  formules ,  de  manière  qu'on  ne  peut  pas  trouver  d'autres 
équations  de  condition. 

Enfin,  en  rapprochant  ces  systèmes .  on  obtient 

y(a:  +  iÛ  +  i  Y)  =  £i^'(û-^-)  A"Zx, 
g(a:  +  iû  +  iY)  =  £^^(û-^)B"gj:, 
G(x  +  iÛ  +  iY)=£i'5'(^-^)C"Ga-, 
Z  (^  _,_  A  Û  +  i  Y^  =  e!  -^'Cû  -  v;  D'ya: . 
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(29) 
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avec  les  équations  suivantes  pour  les  coefficients 


(3oV 


A"  =  f-iry(iû)g(in 

B"=_(_if9-iy(|Y)-.y(iû), 
C"=(-i)'Z(iû)Z(iT), 
'  D"=-(-i)'ç-JZ(^ûj  :y(|T). 
En  rassemblant  les  équations  entre  J  (|^  û)  ,  J  (|  Y),  on  a 

/       gaû)  =  o, 

G(iT)  =  o, 

(3l)  G(iû)Z(iû):=:9rn 

g(iTf)Z(iT)  =  î-^ 
^'  y(iÛ)giiY)=-/y(iï)G^iû), 

d  où  l'on  conclut  les  formules 

B"C":  A"D"=  B'D'  :  A'C  =  CD  :  AB  =  -  t, 

IA'B'  :  CD'  =  -  A"B"  :  C"D"  =  -  y=  (i  Y]  :  Z=  (i  ï i 
A"C" :  B"D"  =  -  A' C  :  B'D'  =  y^  (^û)  :  Z^  (|  û), 
AD  :  BC    =  -  A'D'  :  B'C  =  y^  (^û)  :  G^  (i  Û^ 

1  =-y*(iY):gMin 

dont  nous  aurons  bientôt  besoin. 


(F) 
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On  peut  passer  maintenant  à  ce  système  général  de  formules,  ou 
j  écris  f-)""  au  lieu  de  (-i,'": 

là ,  comme  toujours,    {m,  -  n)  =  mQ.  -  nX; 

y\^  +  {m,n)\  =  (-y-^"  0yx, 
g  |.r  +  (m,  «)}  =  (_)'"  0g^^ 

Z|jr-^(w,  n)\  =0Zjc; 

n 

,  ,       .  nm  -h-  , _ 

$  =  (_)  a,£.U,_„)^_.„._,„,^_,„=. 

y  î  JT  -^  {m,  n)  î  =  (-)"■-''  $Agx, 
g  (.r +  (to,  «))  =(-)'"*Bya7, 
G{.r+(m,  «))  =(-)''(DCZa-, 
Z|ar+  {m,  n)\  =  ^BGx; 


y  jo-  +  (m,  ,1)  )  =  (_)--«  ¥A'G^, 
g  jx  +  (m,  n)]  =  {-y  xvB'Zjc, 
G\jc  -^  {m,  n)\  =  (-yxYC'yx, 
Z  \x  ^(/H,  n)\  =  WD'gx; 

m        n 

y  \x  +  {m,  n)  )  =  (-)'"-''  XA'-Zj-. 
g\x-h{m,  n)}=(-)"'XB"Gx, 
G\x  +  {m,  n)\  =(-V'XC"gx, 
Z{x-f-(m,  «)}  =XD"vjr. 


4o4 

Soit  X 


(G) 
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y{m,?i)=:o,     y'{m,n)  =  [- 
g  (,«,«)  =  (-)'"  00, 
G  {m,  n)  =  (-)"&„ 
Z  (m,  n)  =  0„-, 

y(m,«)  =  (-r-'«î>oA, 
g{m,n)=o,     g'{m,}i)=[ 
G{m,n)  =  {-Y%C, 
Z  (m,  n)  =  <I)oD; 


<I>oB. 


'i'o  =  (-) 


'T 


y  (77Z,  «)  =  (-f-«  'FoA', 

g(m,«)=(-r¥oB', 

G  (m,  n)  =  o,     G'  (/«,  n)  =  (- f  M>o  C\ 

Z  (77Z,  n)  =  ^oD'; 


2    '   2  ^  —  4  m'  —  i 


Xo  =  (-)      ^    ^?r 

y(^,n)  =  (-r-XoA", 
g(m,n)  =(-)'"  XoB", 
G(m,n)=(-)"XoC", 
j  Z  (m,  n)  =  o,     Z'  {/H,  n)  =  X„D". 


(H)l 


PURES  ET  APPLIQUEES.  4r»5 

On  a  de  suite,  en  prenant  les  différentielles  des  logarithmes  des  fonc- 
tions Jjc, 

y'  x  :  yx  =  —  Bx  -h  ^^x  —    m,  n  \~'  , 

g' X  ;  gx  =  —  Bjc  +  ^\x  —  {m,  n  )  j~'  ■ 

G'x  :  Gx  =  —  Bx  -\-  ^\x  —  {m,  n)}~'  , 

Z'x  :  Zj:  =  —  Bx  -+-  "^{x  —  {m,  n)\~*  . 

(Best  le  coefficient  de  a;",  dans  l'exponentielle  £"~T"^'de^  équations  b;;  il 
n'y  a  pas  à  craindre  de  le  confondre  avec  le  B  qui  entre  dans  les  équations 
pour  y  {m,  n),  etc.  :  c'est  par  hasard  que  j'ai  pris  deux  fois  la  même 
lettre.) 

Réduisons  en  fractions  simples  la  fonction 

gx  Gx  :  yx'Lx. 
En  écrivant 

gxGx  :  yo-Zx  =  2  [L{j:  —  (^/n,  «)}"'  +  Mjj:  —  (w.  «)}-'|, 

on  obtient 

L  =  g(OT,  n)  G  (/«,  11)  :  y'  {pi,  «)  Z  (m,  /ij  =  i, 

M  =  g  (tti,  n)  G  (m,  n)  :  y  (m,  «)  Z'  (to,  n)  —  B"C"  —  A"D"  =  i . 

Donc 

gxGx  :  yx  Zx  =  2j^  —  (fft,  «)!"'  —  ^{x  —  (w,  «){"'. 

c'est-à-dire 

gxGx  :  yxZx  =  (y'x  :  yx)  —  i^Z'a:  :  Zx). 

(Nous  allons  bientôt  justifier,  au  moyen  d'un  théorème  de  M.  Cauch\ , 
l'emploi  de  cette  méthode  de  décomposition  en  fractions  simples  qui 
ne  s'applique  pas  toujours  aux  fonctions  transcendantes. 
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Ou  obtient  de  même 

gx  Zx  :  yjc  Gx  =  (j'x  :  yx)  —  [G'x  ;  Gx), 
GjjZx  :  yxgx  =  {y'x  :  yx)  —  (g'x  :  gx), 
(I)  l—b'^yxl.x  :  gxGx  =  (g'x  :  gx)  —  (G'x  :  Gx), 

e-yxgx  :  GxZx  =  (G'x  :Gx)  —  (Z'x  :  Zx), 
c-yxGx  :  Zx  yx  =  (Z'x  ;  Zxy  —  (y'-^c  !  yx;, 
en  mettant,  pour  abréger. 

1  y(ir)  :Z(iû)  =  ^n, 

(J)  y(lû):Z(ii2^  =  i, 

f  y(iû)  :  G  (iû;  =  -  /y  (iY)  i  g(i  Y.  =  ^- 

Donc ,  en  éliminant  les  fonctions  dérivées, 

G='x  —  Z^'x  =  e"  y'x, 
g'^x  —  G-x=  —  hP-y-x, 

Tj-ot  —  g'x  =^  c'y'x, 

ce  qui  donne,  en  ajoutant, 

(R'^  /)"  =  e-  -t-  c',     ou     h  —  \e^  -¥-  c^, 

et  nous  retiendrons  désormais  la  lettre  b  dans  cette  signification.  Fuis 


g'  X  =  Z"  X  —  c^  y'  X, 

G'x  =:  Z'  a;  +  e'  y'  x. 


(L) 

Soient  maintenant 

1  (px  =  yx  :  Zx. 

(M)  I  /x  =  gx  :  Zx. 

(  Fx  =  Gx  :  Zx. 


[*]  J'ai  écrit  -  au  lieu  de  -  pour  nie  conformer  à  la  notation  d'Abel  ;  il  est  à  peine 
nécessaire  de  remarquer  que  c,  e  sont,  en  général,  l'une  et  l'autre  des  quantités  ima- 
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On  obtient 

if-x  =  I   —  6"*Ç^X, 
F-x  =  I  +  e^(p^a-; 
io'x  =JxFx, 
J  '  X  =  —  c^'cpxFx, 
F'  X  =  e^fxjx. 

Ces  équations  sont  précisément  les  équations  fondamentales  d'Abel 
[OEuvres,  tome  \",  page  i43),  et  il  en  déduit 

,         oxfyYy+fyfxVx 


(P)  j\x  +  y)  =f^AjZ.^If^LEfIZ, 

p(^  ^      ^  YxYy  +  e^<^x^rfxfr^ 

qui  sont  les  formules  connues  pour  l'addition  des  fonctions  elliptiques. 
En  efïet,  on  peut  écrire  l'équation 

(^'x  =  jx  Fx 
sous  la  forme 

o'  X 

l  = 

^(l  —  c'ç'x)  (i  +  é^fx) 
ou,  en  mettant  r  =  ox, 


(Q)  ^=r 

Jo 


\/{i-c'r){i-{-eY)' 


on  peut  donc  de  ce  point  supposer  connues  toutes  les  propriétés  des 
fonctions  elliptiques.  On  a,  par  exemple, 

et  de  là 


j-û=  r  - ^ 

iY=  r-, ^ 


(R)  '  -    -^''^ 


(T) 
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qui  déterminent  Q,  Y  en  fonction  de  c,  e.  Il  paraît  au  premier  abord 
que  Y,  Q  soient  des  fonctions  parfaitement  déterminées  de  c,  e.  J'ai  des 
i-aisons  pour  croire  que  cela  n'est  pas  précisément  le  cas,  et  que  la 
question  admettrait  des  développements  intéressants;  mais  je  réserve 
ce  sujet  pour  ime  autre  occasion. 

On  peut,  à  l'aide  des  équations  entre  y  [jQ.],  etc.,  et  les  quantités  c, 
e,  exprimer  cette  suite  de  fonctions  en  termes  de  c,  e.  On  déduit  : 


<S) 


et  de  là 


G';|û)  =  b'=c-iq-r,        G(ir)  =  o; 


A  =  b-^c—iq-i,  A'  =  ib-ie-'q—i,  A."  =  {~)i  c-i e-^  q-iq-i 

B  =z  —  bi  C'^  q—i,  B'  =  bie-iq—i,  B"  =  —  (—)i  id  e-^  q-iq- 

C  =  bic-iq~-',  C  —  —  ibieiq-i,  C"  ={—)i c—i  eiq—i  q—^i 

D  =  /?-iciy— j,  D'=b-ieiq-i,  B"  = —{—)i  ic=  ei  q—^q—^  ; 

qu'on  doit  introduire  dans  toutes  les  formules  où  entrent  les  quan- 
tités A ,  B ,  etc. 

Voici  le  théorème  de  M.   Cauchy  ( Exercices  de  Mathématiques , 
tome  II,  page  289)  : 

c  Si ,  en  attribuant  au  module  r  de  la  variable 
z  =  /'(cosp  +  /  sin  p) 

des  valeurs  infiniment  grandes ,  on  peut  les  choisir  de  manière  que  les 
deux  fonctions 

fi  +  fi--^\      fz-f{-z) 

2  2Z 

deviennent  sensiblement  nulles,  quel  que  soit  l'angle  /?,  ou  du  moins 
que  chacune  de  ces  fonctions  reste  toujours  finie  ou  infiniment  petite , 
et  ne  cesse  d'être  infiniment  petite,  en  demeurant  finie,  que  dans  le 
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voisinage  de  rpitaines  valeurs  particulières  d(>.p,  on  aura 

pourvu  qu'on  réduise  le  résidu  intégral  à  sa  valem-  principale     . 

On  se  rappelle  que  cela  veut  dire  qu'en  supposant  ces  conditions 
satisfaites,  la  fonction /j:-  peut  s'exprimer  de  la  manière  ordinaire 
comme  la  somme  d'une  suite  de  fractions  simples,  mais  qu',1  faut 
étendre  d'abord  la  sommation  aux  racines  de  l'équation 


fi- 


o, 


<lonl  les  modules  sont  inférieurs  à  une  certaine  limite  qu'on  fait  alors 
infinie. 

Soil ,  par  exemple, 

(33)  rr  =  £.«x.^*x  TJx) 
^  T,  x) 

où  Tx,  !>•  ne  contiennent  que  des  facteurs  qui  sont  des  puissances 
entières  des  fonctions  y^,  gx,  Gx,  Zx.  En  supposant  que  r  n'est  d'au- 
cune des  formes 

mod  [m,  n),     mod  (m,  n) ,     mod  [m,  n) ,     mod  {m,  j~i), 

mais,  d'ailleurs,  une  quantité  infinie  quelconque,  on  peut  toujours 
écrire 

(34)  z  =  /■  (cos/)  -+-  ia'm  p)  =  [m,  ?i\  -h  6. 

où  6  est  une  quantité  finie  telle  qu'aucune  des  fonctions  \6.  a^,  G6,  Z5 
ne  s'évanouit,  m,  n  sont  des  entiers  dont  l'un  au  moins  est  infini,  mais 
qui  varient  depuis  —  oo  jusqu'à  oc,  avec  l'angle  p.  Soit  a  le  degré 
de  Tx,  »,  celui  de  T,x  à  l'égard  de  yx,  etc.;  soit  aussi  l  =  n,  —  a;  on 
a  ,  en  général ,  une  équation  de  cette  forme 

'35)  fz  =  £;"('",")■  q'iim'  ^i/n-  jl„.^  J„  p 

où  F  est  fini.  En  supposant  donc  que  la  partie  réelle  do 
(36)  a  {m,  n^  -  >gû»  m'  -4-  XêY^  n' 
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est  négative  quelles  que  soient  les  valeurs  de  m,  n,  on  a 

Jz  =  o, 
et  de  même 

2  2Z 

Si,  au  contraire,  cette  partie  réelle  est  positive,  ces  trois  fonctions 
sont  toujours  infinies.  Il  y  a  cependant  un  cas  particulier  à  considérer, 
savoir,  celui  où  cette  partie  réelle  se  réduit  à  Pm*  ou  Qn^,  P,  Q  étant 
des  quantités  positives.  Il  faut  ici  que  le  coefficient  de  n  ou  de  m  dans 
la  partie  réelle  de  Im  -+-  in  s'évanouisse.  Enfin  ,  si  les  parties  réelles 
s'évanouissent  entièrement ,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  pour 

a  =  o ,     b  =^  o  ,     >.  =  o, 
fjc  est  fini.  Ou  a  donc  ponr^Jr  fonction  impaire, 

•L^iy-^ i  —  o,      — =  o 

1  1Z 

(la  seconde  équation  à  cause  du  dénominateur  infini  z).  11  est  cepen- 
dant certain  que,  dans  plusieurs  cas  pour  lesquels^a:  est  fonction  paire, 
on  peut  réduire yô:  en  une  suite  de  fractions  simples:  par  exemple, 
yx  :  gjc  est  une  fonction  impaire  que  l'on  peut,  par  ce  qui  précède, 
développer  en  suite  de  fractions  simples  ;  en  écrivant  jc  -\-^X  an  lieu 
de  X,  on  déduit  un  pareil  développement  pour  G.r  ;  Zx  qui  est  fonc- 
tion paire. 

Remarquons  que  quand  la  partie  réelle  de 

a  {m,  nf  —  lëQ^m-  -h  XêY-  «- 

est  négative  pour  toute  valeur  de  m  ou  ?i,  la  suite  pour  ^j:  est  tou- 
jours convergente.  En  effet,  les  numérateurs  des  fractions  simples 
contiennent  ce  facteur  àejz, 

qui  s'évanouit  poiu-  les  valeurs  infiniment  grandes  île  m,  n.  Dans  le 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  4,, 

cas  où  la  partie  réelle  est  positive,  le  développement  ne  peut  jamais 
pre  vrai  ;  je  crois  qu'en  général  il  est  vrai,  dans  les  cas  limites,  quand 
><i  s.nte  que  l'on  obtient  est  convergente.  Il  y  a  des  exceptions  cepen- 
"ant;  on  en  verra  une  en  développant  ç=.r. 

Avant  de  passer  aux  exemples,  développons  la  condition  pour  que 
la  partie  réelle  en  question  soit  toujours  négative. 

En  supposant 

a  =  h  -^  ki, 
on  obtient  pour  cette  quantité  l'expression 


2  m«  {  //  (oiu  —  w'u'  1  —  A-  ' 


wy  +  «ui 


qui  doit  toujours  rester  négative.  Cela  donne,  après  quelques  réduc- 
tions, la  condition 


i^es  valeurs 


h  =  o,      k  =  o 


.satisfont  à  cette  condition,  laquelle  du  reste  (en  considérant  h,  k 
comme  les  coordonnées  d'un  point)  est  satisfaite  pour  tout  point 
situé  en  dedans  d'un  certain  cercle  qui  inclut  l'origine,  et  dont  on 
aurait  l'équation  en  remplaçant  le  signe  <  par  le  signe  =  dans  la  ff»i  - 
mule  (38). 

On  obtient  de  cette  façon  une  grande  variété  <le  formules  particu- 
lières. Par  exemple  celles-ci  : 


Sa.. 
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H 


1 

1 

T 

1 

i 

r 

t 

1 

î 

T^ 

1 

X 

T 

1 

^ 

H 

ÇJ 

1 

1 

1 

o 

<!J 

i 

i 

1 

<i 

.O 

II 

II 

II 
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dans  lesquelles,  pour  trouver  les  limites  de  a,  il  faut  faire  À  =  1  dans 
la  f'ormide  (38). 

On  a  ensuite  ce  système  de  formules  sans  exponentielles, 

,   gx  :yx  =  21[(-)"î-^-('«'«)î-':h 

Lx  :  yx  =  ^ll-)"'""  k  -  >".  «'!"'l; 

yx  :  ^X  =  -  h-'c-'  '^[i-]"\x  ~  \m,  «;j-'j, 
G.r  :  g.r  =  -  C-'  2  [(-  ''"""  k  -  (râ,  «)  |-'  I . 
Zx:qx=-  h-*  ^  [(-y"  {x  -  (m,  n)  |-'  |  ; 

y^  ■.Gx=-  h-'  e-'  2  [(-r  {a.  -  (m,  n)  j-|, 
gx  :  Gx  r=  ie-'  2  [  -  ""-"  \x  -  (m,  n  )]-'\, 

Zx.Gr^  ih-<  2  ii-rW  -  K  «)}-' I; 

yx  :  Zx  =  ic--'  e-'  ^  [(—  '"*"  \x  —  (w,  «)  j~'J, 

gx  :  zx  =  r-'  2;  [(-)'"  j.r  -  (/^.  «)j-'|. 

I   Gx  :  Zx  =  /6-'  2)  [(-  !"  1^  -  (  m,  n)\-'\, 

dont  quelques-unes  ont  été  données  par  Abel.  11  faut  remarquer  que 
celles  de  ces  équations  où  la  fonction  est  impaire  sont  justifiées  par  ie 
tliéoreme  de  M.  Cauchy,  et  que  les  autres  se  déduisent  de  celles-ci.  Un 
peut  trouver  de  même  le  développement  des  fonctions 


jxg,x 


Gx 

yxgj 


ZxGx 
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(celles-ci,  qui  sont  toutes  impaires,  ont  été  déjà  considérées;  nous  ve- 
nons de  faire  voir  que  le  développement  est  admissible)  ; 

I  Zx  I 

y.rgjcGx  y.cgxGjc  yxgxGxZx 

chacune,  excepté  celles  de  la  suite  „   ^   ,  multipliée  par  un  exponen- 
tiel Eï"^'-*-*^.  Par  exemple. 


;W)^ 


Mais  on  est  conduit  à  un  rési'.ltat  beaucoup  plus  important  en  consi- 
dérant, par  exemple,  le  développement  de  (fx.  Cette  fonction  contient 
non-seulement  une  suite  de  fractions  simples,  mais  aussi  un  terme  con 
stant;  nous  écrirons 

(39)  ç2.x  ^l  +  ^\L\x-îm,  n)V-  -+-  M  {.r  -  [Jiu  n)  j-'J. 

Pour  déterminer  L.  M  de  la  manière  la  plus  simple ,  changeons  x  en 
X  -I-  |û-l-  \\.  En  faisant  attention  à  la  valeur  de  (par  :=  yx  :  Zj:,  on 
obtient 


L  =  —  e~-  c~-  \x  —  (m,  //)p  {ox)~-, 

dx 


M=  —  e~'^  c~'  -7-  [\x  —  (/«,  «)p  {(ûxr^'\.     x  =  (>n,  n), 


enfin 


L  =  —  e~^  c~^  X-  {oxy- , 

M=  —  e^c^  ^[x^  (ox)~-],     pour     x  =  o; 
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ce  qui  donne 

(      L  =  -  e-»  c-\     M  =  o. 

(4o)  _ 

j  f'x  =  J  -  e-^c-^  2  \x  -  (m,  n)\-\ 
En  intégrant  deux  fois , 

(40         Ji/x£  fxdx  =  I  ix-  +  e-^  C-'  2  '"g  1-^  -  (  '''»  "  )!' 
ou,  à  cause  de  log  Zx  =  ~  ^  Bx^  -+-  ^  log  \x  -  {m,  n}\, 

(42)  f    dx    1    o^xdx  —  {\x-  +  e--c~^  log  Zx , 

«/o  «/o 

en  mettant ,  pour  abréger, 

I  =  J  -  6-=*  c-^  B 

(on  n'a  pas  ajouté  de  constante  arbitraire,  parce  que  Zx  est  fonction 
paire  de  x  qui  se  réduit  à  l'unité  pour  x  =  o).  Puis,  on  a 

(43)  2.Y  =  ^-i'^'-^'i'^'-*-'^'''/  ■^'i- j  '  y'-i- 

De  là  il  est  facile  de  déterminer  la  valeur  de  1.  Soit,  pour  un  moment , 

135,^?=    /    (p^xdx,      f„^=    f    (p,xdx. 

Puisque 

f^  {x  +  Q.)  —  f  *.r  =  o, 
on  a 

9),  (ar  4-  û)  =  y, x  —  (f^a, 
<f„{x  +  û)  —  (p„a:  =  xtf^Q.. 

Mais  de  l'équation 

(f'^X  —  9'  \)1  —  x)  =  o 
ou  déduit 

çi,x  +  y,  (i2  —  j:)  =  9,û,     y„  .r  —  ^^^  (i2  —  x)  =  J^f,  12, 
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ou,  en  faisant  a  :=  4  û. 

c'est-à-dire 

ç,^  (j?  +  0)  —  9,,  Jî  =  {ix  +-0.)  9,  i  û , 
et  de  là 

Z(a:  +  ili=  £  L      ^  J  Z.r. 

Mais  on  a  déjà 

Z(.r  -(-  û>  =  tl^^-'q-^-Zx  =  £T;2(2n'-Hû=)Z.ï'  ; 
donc  enfin 

■-<'^c^[l-|ç,,(iû;j=r=, 
c'est-à-dire 

(44)       -  {e'  c'  I  =  i  fi  _  î^  y,  (iû,  =  ifi  -  Ç:  jJ^'fxHx. 

Soit,  pour  abréger. 
(45'i  M  ='-^  I       (^'  X  cix, 

on  a  cette  équation 

.      '  Zx  —   Z  Jo  J'  , 

qui  exprime  la  Ibnction  Zx  au  moyen  de  çx.  C'est,  en  effet,  la  for- 
mule remarquable  de  M.  .îacobi,  que  nous  avons  citée  dans  l'intro- 
duction de  ce  Mémoire. 

En  changeant  seulement  la  notation  ,  on  a,  d'après  M.  Jacobi . 

,,„  .,  ,  „  ^         LioafaYaaxfxYx) 

i4o)  o-ijr -H  a)  —  ©- IJ"  —  ai  = -y-^, — r-^^ — r-^' 

C47  '  r     \f  {^  -f-  «'i  —  ffl'  ("^  —  «)i  ^"^  =    2yfl/aFa9.r   ^ 

OU  ,  ce  qui  est  la  même  chose. 
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De  la,  en  multipliant  par  e^c",  et  faisant  attention  a  la  valeur  de  7.x, 

I  f  ^•.  T.' {x -\- a)  Tj' (x  —  a)  aZ'a   ■ie-c'tfafaYa^'x 

■  Z  j: -f- a)  Z(x — a)  'La  i  +  c' c' ^'«7  o'.r 

Ecrivant   dans  cette  équation  n,  x  au  lieu  de  x,  a,  et  ajoutant,  on 
obtient 

ir    -  Z 'x         Z 'a  Z'  {x  +  a)  ,     ,  , 

'  Lx  Za  Z  (  j:-  -H  a  I  i      i      .  \  i 

En  intégrant  la  même  érjuation  par  rapport  a  a. 

I   log  Z{.r  -^  «   +  logZ(a:  —  a;  —  2  li 
I  =  log  f  I  -t-  e-  c*  ©*fl  o^r) , 


,^  1   log  Z{.r  -^  «   +  logZ(a:  —  a;  —  alogZx  —  2  log  7.n 


c'est-à-dire 

(52 j  z  \r  +  rt)  Z(x  -  fl)  =  Z'^Z'rt   1  H-  e'f=s'rtf\r), 

ou  ,  ce  qui  est  la  même  cliose. 

'53)  Z(x  -^  a)  Zix  -  a)  =  Z\xZ-a  -^  r'^c'y^xy-a, 

de  laquelle  on  déduit  facilement,  en  écrivant  x-h^Q,  x -h  ^  Y , 
.r  -f-  i  û  +  {  T  au  lieu  de  x,  les  équations  complémentaires 

j  y  {x  -+■  a)y{x  —  a)=  y'xZ^n  —  y^aZ^'x. 
(Y)  g{x-h  a)g{x  —  n)  =  g'xZJn  -  c'g^'rtZ'.r, 

(  G(jc  +  n)  G{x  —  a)  =  G^xJJa  -+-  e^C'aZ'x. 

Quoiqu'elle  ne  soit  pas  liée  tres-étroite  mentavec  la  théorie  actuelle, 
on  peut  ajouter  ici  cette  autre  formule  de  M.  Jacobi,  qu'il  obtient  en 
uitégrant  par  rapport  à  x,  au  lieu  de  a. 

t-,\  n,  \  r^  — c'c'ofl/nFa  œ'xrfj;  ,   ,        Z(x  —  a)  Z'a 

!54)       n{x,a)=   /     2  ,  ,  ,  \ =  ?log„      ,       +x—-- 

au  moyen  de  la(juelle  il  déduit  des  formules  pour  l'addition  des  argu- 
ments ou  des  paramétres  des  fonctions  de  troisième  espèce.  On  trouve 
aussi,  dans  les  Fuiid.  nova,  quelques  formules  déduites  de  l'éq  nation  (4q) 

Zfx— a)Z(/  —  n)Z[x-Jfy-^it)  j     1      r 

pour  expruner  i^^^^-— r-;.-)     ,     [,,) — 7^ \  au  moven  de  la  fonction  m  ; 

*^  ^  Z(x-f-a)Z(j-)- «)Z(j -l-r— a)  -  "' 

Tome  X.  —  Novehbre  184S.  JJ 
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il  serait  facile  de  déduire  des  équations  semblables  pour  les  autres 

fonctions  y,  g,  G. 

Note  sur  une  intégrale  définie. 

Soient  k^,  k,  des  quatités  réelles  dont  la  première  est  la  plus  grande; 
i>^f,j  +  oj'/,  Y=^i)-i-v'i  des  quantités  quelconques,  telles  que  o)u' — w'u 
ne  s'évanouisse  pas,  et  écrivons 


l^bDj 


-r 


L'intégrale  u  a  toujours  une  valeur  finie  et  déterminée,  puisque  le  dé- 
nominateur ne  devient  jamais  zéro.  On  a  évidemment 


(  56)  n  ^    l     lia:   — 


_  ,  +  Y  (.r  -)-  /•) 

et  l'intégrale  indéfinie  est 


(5")  H  -^ log  , 

'  Y     ^1       n  +  ï(-r-f-X-,, 

il  faut  |)asser  de  là  à  l'intégrale  définie,  entre  les  liriiites  o,  oo.  Soit 

(58)  .o.  +  r(..+  ^-)^ 

Il  est  facile  de  voir  qu'en  faisant  abstraction  d'un  dénominateur  toujours 
positii,  Aj.  est  une  fonction  du  second  degré  en  oc ,  et  B^  se  réduit  à 
la  quantité  constante  (wj'  —  o)'u)  (/x,  —  k).  Le  signe  de  B,.  est  donc 
toujours  le  même  que  celui  de  w'u  —  c/u  ;  quant  à  celui  de  A^.,  puis- 
que évidemment  A  ^  =  i ,  il  est  clair  qui  si  Ao  est  positif,  A j,  rest. 
toujours  positif,  ou  change  deux  fois  de  signe  quand  oc  passe  de  t 
à  co.  Si,  au  contraire,  Ao  est  négatif,  A.^.  est  négatif  depuis  x  =  o  jut, 
qu'à  une  certaine  valeur  positive  de  x,  x  =  a,  et  positif  depuis  ^  =  a 
jusqu'à  ^=00.  Considérons  d'abord  ce  dernier  cas.  En  représentant 
par  L.r  la  valeur  principale  de  log  x  (cela  suppose  que  la  partie  réelle 
de  X  est  positive) ,  on  obtient  cette  valeur  de  u  , 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  419 

où  £  est  supposé  une  quantité  infiniment  petite  positive.  I^a  somme  des 
derniers  termes  se  réduit  à 

,,    ,  if  K  A,    \ 

(.59  -  f  -  arc  tang  ^^—  +  arc  tang  ^^^— -  1 , 

où,  comme  à  l'ordinaire,  arc  tang  x  doit  être  situé  entre  les  limites  ±:-- 

Dans  cette  formule,  A,^_j  est  une  quantité  infiniment  petite  et  né- 
gative;  A^^.;   est  une  quantité  infiniment  petite  et  positive;  donc. 

quand  B^  est  négatif,  les  arcs  se  réduisent  à  -^  —  ",  et  si  B^  est  positif, 
à '-■,     ■  On  a  donc 


2    2 


où  il  faut  se  servir  du  signe  supérieur  ou  inférieur  selon  que  o)u'  —  w'u 
est  positif  ou  négatif.  Dans  le  cas  où  A,,  est  positif,  si  A^  reste  toujours 
positif,  on  obtient  tout  de  suite 

(01  I  ?<  =  -L  ( -)■ 

Si  Ar  change  deux  fois  de  signe,  par  exemple  pour  a:  =  a  et  .r  =  g,  il 
faut  introduire  les  corrections 

Bv  ^.,  \       ,  (  Bf  B, 


—  arc  tang  - — —  -1-  arc  tang  —      1 4-  -  l  —  arc  tang h  arc  tang 

qiii  se  détruisent  lune  l'autre,  en  sorte  que  l'on  a  le  uieme  résultat  que 
si  A  j.  était  toujours  positif.  En  se  servant  de  la  iioiatioii  employée  dans 
le  Mémoire,  on  a  dans  tous  les  cas 

où  le  signe  se  déternnne  d'après  celui  de  o)u'  —  w'u. 
En  particulier. 


r>-     dx  ^    r^     dx  ij  /ii-r-r/\ 


jl. 
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ou 

•tang 


(63)  f      ''-^  =  -^~L^.,(5:±lI^). 

Je  ne  sais  pas  si  l'on  a  cherché  avant  moi  la  valeur  exacte  de  cette 
intégrale  définie;  qui  est  cependant  la  plus  simple  qu'on  puisse  imagi- 
ner, et  qui  devrait,  je  crois,  trouver  place  dans  les  livres  élémentaires. 

Nota.  Une  partie  de  ces  recherches  a  déjà  été  imprimée  dans  le  Cam- 
bridge rnathematical  Journal;  je  me  suis  borné  au  cas  où  û,  TC  sont  de 
la  forme  w,  j/,  ce  qui  simplifie  beaucoup  la  détermhiation  des  inté- 
grales définies  doubles;  mais  la  forme  générale  des  résultats  en  est 
tres-peu  affectée. 


I 
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NOTE 

SUR  I.ES  COURBES  ELLIPTIQUES   DE  LA   PREMIÈRE  CLASSE; 
Par  J.-A.   SERRET. 


I. 

Dans  les  deux  Mémoires  que  j'ai  publiés  lécenunent  rlans  ce  Re- 
cueil,  j'ai  démontré  l'existence  d'une  infinité  de  classes  de  courbes 
algébriques,  dont  les  arcs  sont  identiques  aux  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce,  qui  les  représentent;  cbaque  classe  renlènne  elle- 
même  une  infinité  de  courbes,  et  JI.  Liouville  a  depuis  étendu 
mes  résultats,  en  montrant  qu'on  pouvait  supposer  fractionnaire  l'un 
des  paramètres  qui  entrent  dans  l'équation  générale  de  ces  courbes, 
et  que  mon  analyse  supposait  nécessairement  entier.  Les  courbes 
de  la  première  classe  comprennent  la  lemniscate,  et  méritent  pour 
cette  raison  d'être  étudiées  avec  soin;  il  ne  sera  donc  pas  inutile  de 
donner  ici  quelques  développements  relatifs  seulement  aux  courbes 
de  cette  classe. 

IL 
On  a,  comme  on  sait,  pour  les  courbes  de  la  premièie  classe, 

i  jr -I- /r  =  Ce""  v-i — r-^^^- — r-, 

\  -^  (3  —  a)  (a  -(-  a/" 


(z  —  a){z->r  af 


où  i  désigne  l'imaginaire  \  —  i,  C  et  o)  des  constantes  réelles  quelcon- 
ques, n  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  a  et  a  des  constantes  ima- 
ginaires conjuguées,  satisfaisant  à  la  condition 

(^\  (î±f!l'  _     "    ■ 
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on  aura,  en  outre,  en  différentiant  les  équations  (T  et  ayant  égard  à 

la  relation  (a), 

Il  -j        /-      ■   r        /  ^  /  ,^{z  —  a){z-ha)''dz 

dx  —  idy=Ce-'^'\  —  {a^a)-^n fa  —  a)  ; /,    ,    '.- 


Cela  posé,  si  r  désigne  le  rayon  vecteur  sx"^  -^  j"^-!  et  f^^  la  différentielle 
de  l'arc  \dx-  +  dj-^  on  aura,  en  vertu  des  équations  (T,  (2),  (3y, 

(5)  ds  =  2C  yvirta 


(z—a){z  —  a) 
dz 


sl{z  -^-a){z  +  a)  (z  —  a)(z  —  al 

m. . 

Rien  n'estplus  facile  que  d'avoir  l'éqriation  en  /■  et  s  des  courbes  dont 
nous  nous  occupons;  si  l'on  élimine  z  et  dz  entre  les  équations  (5),  (4), 
et  l'équation  qu'on  obtient  en  différentiant  (4),  on  trouve  très-aisément, 
en  prenant  pour  unité  le  paramètre  C, 

(6)  ds  =  2  \  n  {n  ->r  \) 


\,/ —  r'  +  2  (a»  +  I  )  r'  — 


ce  qui  donne  ce  tlicoreme  remarquable  :  L'arc  des  courbes  de  preniiric 
classe  est  une  fonction  elliptique  du  rayon  vecteur. 

Si  B  désigne  la  seconde  coordonnée  polaire,  on  aura  pour  léquation 
différentielle  de  ces  courbes , 


V<i/'^  +  r^ dO-  =  2  \«  («  +  i)   , 


dr 


-+-  2  (an  -4-  i)r' —  I 
ou 

r^  —  (2/?+  l) 


(7)  ^^ 


\! —  r<  -f-  a  {in  -)-  I  )  r'  —  i   '" 

on  tire  de  là 

V  — '^  +  2(2«-|- i)r-—  ï 
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d'où 

J  \r-dB  =  — i\/— /•''+2(2H  +  iyr''^^H-coiistante, 

ce  qui  montre  que  les  courbes  de  la  première  classe  sont  toutes  car- 
rables  comme  la  lemniscate. 

L'équation  (7)  fait  connaître —^  en  fonction  de  /;  on  en  déduit 

aisément,  par  ladifférentiation,  la  valeur  du  rayon  de  coiirbm-e  qui  est 
simplement 

Tj  2r\jn{n-\-i) 

"ir-  —  (2«  -(-  i) 

Dans  le  cas  de  «  =  i,  qui  est  précisément  le  cas  de  la  lemniscate, 
on  a 

ds  =  x  \ji.  - —  ; 

\j—  r*  +  6/-'  —  I 

/■  désigne  ici  le  rayon  vecteur  issu  de  l'un  des  foyers:  on  sait  que  si  r 
désigne  le  rayon  vecteur  mené  du  centre,  on  a  plus  simplement 

,  dr' 

ds  =  ■, 

V/I— r" 

mais  ces  deux  formes  se  déduisent  aisément  1  Une  de  l'autre  par  les 
transformations  connues. 

IV. 

On  obtiendrait  facilement  l'équation  sous  forme  tinie  de  nos 
courbes,  en  éliminant  z  entre  l'équation  (4)  et  l'une  des  équations  (1  i; 
mais  il  est,  je  crois,  encore  plus  simple  de  la  déduire  de  l'équation  (7) 
par  l'intégration. 

On  a 

,lr 
y/— r<-)-2(2«-(-i)r'— I  V— '•'  +  2(2/1 -f-i)r'—i 

où  l'on  doit  avoir  soin  de  prendre  |)artoiit  le  radical  avec  le  lut-in. 


4 -M 
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signe;  il  est  clair  que  pour  que  le  radical  soit  réel .  il  faut  que  /  '  et 
soient  compris  entre 

2«  +  I  —  2  \  «  (72  +  i)     et     27Z  +  I  -f-  a  \n  [n  -h  i)  ; 

ou  pourra  donc  po-er 


(8) 


'   r^  =  -in  +  i  -h  7.  \  n  \n  -h  i)  cos  2). , 


—  =z  in  -\-  i  -h  1  \  n  [Il  -+-  i)  cos  ip., 


)  et  p.  désignant  deux  angles  qu'on  pourra  évidemment  ne  faire  varier 
que  de  o  à  -5  et  dont,  par  suite,  toutes  les  lignes  trigonomélriques  se- 
ront positives;  d  après  cela,  on  trouve 

rdr  ,, 


V —  r'  -\-  2(2»  -h  i)  r'  —  1 
fir 


^  =  du., 

V  —  r' -(- 2  (2/?  -f- i) /■= —  1 

et  l'équation  '  7)  deviendra 

<^6  =  —  (i).  —  (m  -«-  I)  f/u., 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  '1)  une  constante  arbitrau-e, 

8  ^  u  —  /.  —  (an  +  I  j  a. 

On  obtiendra  donc  l'équation  des  courbes  de  première  classe  en  élimi- 
nant À  et  /x  entre  cette  équation  et  les  équations  (8  .  La  constante  o)  est 
analogue  à  celle  que  l'on  désignait  par  la  même  lettre  dans  les  équa- 
tions  i);  nous  la  supposerons  égale  à -5  et  l'on  aura 


=  /(î 


p-  2ni>,_ 


(9'     COS  6  -f-  /siii  6  =  [sin  '  ).  -1-  |ul)  4-  Jcos  (  X  +  ju.)]  (cos  au.  —  i  sin  iu.)' 
Faisons,  pour  abréger, 

A  =  \  —  r*  -!-  -ifin  -f-  i)  r'  —  I , 
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on  aura  .  en  vertu  des  équations  (8), 

cos  2p.  =  y         '     ,       sin  -iix  ~  

lr'\ln[n-\-i)  2r'^n{n-i-j) 

1  '"^  —  (2/2  -(-  i) 

COS  2  A  =  ',        sm  2>.  = 


[i— (2/z-f-  ijr'J  —  /A 


COS  2|Ut.    —  /  SUl  2/J.  = 


2r'  s//2(/?+  i) 


COS  2X    -  isin  2).  =  [^--(2/2+.)]-/^^ 
l\ln{n  -Jr  l) 

et,  par  suite, 

COS  2  (X  -4-  /.)  -  /Sin  2  ().  +  a)  =:  -(^-+.);-^^/(^'+xjA+_^- 

<l'où  ,  en  extrayant  la  racine  carrée,  et  multipliant  ensuite  par  /. 

sin  (X  +  fx)  -t-  icosil  +  fi)  =  ^.!-±jÙ^- 

2rv/(«-r-l) 

D'après  cela  .  l'équation  (g)  devient 

i  I  o  )  cos  S  +  i  SUl  5  =  ^^^ ■ — ^ — — — ^  î 

2"+'/?'-^('î+  l)     ^      /•"•+' 

ce  qui  est  l'équation  générale  de  nos  courbes  en  coordonnées  polaires; 
si  X  eXj  désignent  les  coordonnées  rectangulaires,  on  aura 

[(r^+l)-/A][,-(2/»+.)r'-/A]" 
2"*'  n'^  [n  -\-  I       '^     r- 

Dans  le  cas  de  n  entier,  on  en  déduit  pour  ,r  et  j^-  des  valeurs  de  la 
forme 

fin  J  r-"         ' 

F  ety  désignant  des  fonctions  entières  et  rationnelles,  la  première  du 
degré  n  -H  i ,  et  la  seconde  du  degré  n. 

Tome  X.  —  Novembre  1845.  ^^ 
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V. 

On  peut  conclure  de  ce  qui  précède,  un  théorème  remarquable  de 
calcul  intégral  ;  car  si  l'on  pose 

(il)  •^  =  -V'    jr=-V^' 

et  que  Ion  détermine  les  polynômes  F  ety  par  la  comîition  que 

les  2n  4-  3  coefficients  de  F  et  y  seront  entièrement  déterminés,  ainsi 
que  les  fonctions  x  etj",  qui  satisferont  dès  lors  à  l'équation 


\  djc-  +  dj-  =  2  \  «  («  -h  I  )  — 

en  d'autres  termes,  si  F  et^  sont  des  fonctions  entières,  et  si  v  désigne 
le  rayon  vecteur  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  rectangulaires  x 
etj-  sont  données  par  les  équations  (^i  i),  l'arc  de  cette  courbe  sera, 
par  cela  même,  exprimé  par  l'intégrale  elliptique 

2  \/ra {n-k-  i)    1    , 

J    V'  —  '■'  - 


Si  n  est  fractionnaire  et  égal  à  -■,  l'équation  (lo)  ne  cessera  pas  d'être 


'  +  2  (an  +  i)/-^ 
algébrique  ,  et  l'on  aura,  en  élevant  ses  deux  membres  à  la  puissance  </, 

ir'  ■+-  l  —  (A)î  {  I  —  ^ r'  —  (  A  j 


12)  cos  qO  -+-  / sin  qB 


p+1 


lP-*-1     -        I I  r-P-*-1 


JL\  '"- 


+  2  — ^  '       —  I. 


A=\/-'- 
et  l'on  en  déduira,  pour  cos  (j5  et  sin  çô,  des  valeurs  de  la  forme 

cos75  =  ^g^      sm95==^A, 
F  ety^ désignant  des  fonctions  entières,  la  première  du  degré /;  +  q.,  et 
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la  deuxième  du  degré  p-hq  —i.Si  q  est  pair,  et  seulement  dans  ce 
cas,  la  courhe  aura  deux  axes  rectangulaires,  qui  ne  sont  autres  que 
les  axes  coordonnés  des  x  et  des  jr,  car  alors  la  quantité  r'  cos  q9  est 
une  fonction  paire  de  jc  et  de  j-,  et  l'équation  de  la  courbe  prend  la 
forme 

>F(.r%  j=')=  o. 

Il  est  presque  superflu  d'ajouter  que  cette  circonstance  ne  se  présen- 
tera jamais  dans  le  cas  de  fi  entier. 

VI. 

On  rauicne  aisément  la  différentielle  de  l'arc  de  nos  courbes  à  la 
forme  elliptique  ordinaire,  en  posant,  comme  dans  les  équations  (8), 

r^  =z  in  -h  I  -4-  a  s^n  («  +  I ) cos  a  X , 


—  =  2n  -t-  I  -\~  -i^ni/i-h  II  cos  2  a. 
Si  l'on  fait  cette  substitution  dans  l'équation  (6),  on  trouve 


\/n+  1  +  \/n   \/i  —  X"  sin'  > 
y'/z-H  I  -f-  y'«    v'  I  —  ^'"  sin' ," 


en  faisant,  pour  abréger. 


\/n  4-1  +  y/n 

cette  forme  du  module  est  moins  simple  que  celle  qu  on  avait  trouvée 
d'abord,  et  qui  était 

mais  il  est  aisé  de  vérifier  que  ces  deux  modules  sont  liés  l'un  à  l'autre 
par  la  relation 


k'=    , 


54. 
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en   sorte  qu'on  peut  passer   de  l'un  à  l'autre  par  la  transformation 

connue. 

Vil. 

Si  l'on  fait  n  =  i  dans  l'équation  (lo),  on  trouve 

cos9  +  7Sin&  = — ^^ ,  , — — ) 


d'où 


cos  5  —  — i -,  ,      sjn  5  = — 7— 


équations  qui  appartiennent  toutes  deux  à  la  ieniniscate.  De  la  pre- 
mière on  tire 

r*  (/'-  +  4  /'cos  ô  +  4)  =  I , 


Si  Ion  fait  n  =  2,  on  a 

cos  5  +  /sine  =    4^-  +  27;--i3,-  +  .)+^(-4r'+7r'-.)V-7--HO.^-j_, 


d'où 


V^ 


4'''  +  27/-'  —  12;- 
I2r'  y  3 


( — 4'"'  +  7''^ — 0  V^ — rM-ior' — I 

12.  r'  v/3 

L'une  quelconque  de  ces  équations  représente  la  seconde  courbe  de  la 
première  classe.  De  la  première  on  tire 

/'-  —  3  V  3  /'COS  5  +  -/  =  --  —  7—- . 
4       /■-       4/-' 


r"  =  -,  — 


ce  qui  est  l'équation  de  la  même  courbe  entre  deux  rayons  vecteurs  / 
et  r'.  Cette  courbe  est  facile  à  construire,  elle  se  compose  de  trois 
boucles  fermées,  comme  on  le  voit  dans  la  figure  ci-jointe  (voyez 
Planche  II);  son  arc  est  exprimé  par  la  fonction  elliptique  de  première 

espèce,  au  module  \/ô- 


PURES  ET  APPLIQUEES.  4>'9 

VllI. 

On  a  vu,  au  §  IV,  que  si  «  est  entier,  l'équaliou  générale  de  nos 
courbes  est  du  degré  •i[n  +  i),  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  la  courbe 
particulière  dont  nous  venons  de  parler  est  bien  réellement  la  plus 
simple  après  la  lenuiiscate ;  mais  si  l'on  doiuie  à  n  une  valeur  fiaction- 

najre  -■>  le  degré  de  l'équation  générale  sera  x    p  +  </),  et  ce  nombre 

se  réduira  à  6  pour  /' =  i  et  </ ^  2  ;  on  aura  ainsi  une  deuxit-me 
courbe  du  sixième  degré,  tout  aussi  simple  que  la  première.  Dans  cette 
hypothèse,  l'équation  (12)  donne 

a          ■    ■        r          —(/•'-+- 6  r'— 2)  + J^r                      ■    \  —  r'-f-4'"'—  ' 
COS  27  +  l  SUl  23  =   ^ — ' 

3  /■  '  V  3 
d'où 


ou 


,.=  _!_  67-'— 2       „•„  „û       (»•' +  2r'— 2)  V— '■'^-4'■'— 
cos  2  7=  — 


3r<s/3  '  S'-'n/S 

Dans  la  première  classe  ,  la  lemniscate  est  la  seule  courbe  du  quatrième 
degré,  son  arc  est  exprimé  par  la  fonction  elliptique  au  module  W -, 
laquelle  coïncide  avec  sa  fonction  complémentaire.  Après  la  lemniscate. 
viennent  les  deux  courbes  du  sixième  degré  dont  nous  avons  donné  les 
équations;  les  arcs  de  ces  deux  courbes  sont  ex|)rimés  par  les  deux 

fonctions  elliptiques  complémentaires,  aux  modules  yf  «J'y  3=  ^^ 
fait  est  général  :  si  dans  l'équation  :  loj,  on  fait  successivement 

Il  '7 

n  —  -     et     n  —  ~^ 
'l  P 

on  aura  deux  courbes  du  degré  2  (p  ^  71,  dont  les  arcs  seront  repré- 
sentés par  les  fonctions  elliptiques  complémentaires  aux  modules 


J^JL^     et     J 
\  p-^1  V  i 


p  +  1 


On   voit,  par  ce  qui  précède,   combien  est  élégante  l'extension  que 
M.  Liouville  a  donnée  aux  résultats  que  nous  avions  découverts. 
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THEORIE   GÉOMÉTRIQUE 

DtS   CENTRES   MULTIPLES, 


Pau  m.   Philippe  BRETOX, 

!iig.'niiur  des  Pouls  el  (Chaussées. 
(Extrait  par  l'auteur.) 


On  sait  depuis  longtemjjs  que .  si  un  lieu  géométrique  a  deux 
centres  situés  sur  une  ligne  droite,  il  y  en  a  un  nombre  infini  situé 
sur  cette  droite  à  des  distances  égales. 

Un  lieu  géométrique  à  plusieurs  centres  peut  en  avoir  de  plusieurs 
espèces.  Si,  par  exemple,  on  pratique  une  entaille  cjlindrique  dans 
un  cylindre  droit,  et  si  l'on  fait  rouler  indéfiniment  le  cylindre  sur 
un  plan ,  l'arête  de  Tentaille  se  développe  une  fois  à  chaque  tour,  et 
la  courbe  plane,  ainsi  engendrée,  embrasse  une  série  indéfinie  de 
contours  fermés:  le  système  entier  a  des  centres  équidistants,  alter- 
nativement intérieurs  et  extérieurs. 

Je  nomme  espèce  de  centres  la  collection  de  tous  les  centres  d'un 
lieu  géométrique  autour  desquels  le  lieu  géométrique  est  disposé  de  la 
même  manière.  Si  A  et  A'  sont  deux  centres  de  même  espèce  ou  homo- 
gènes, tout  rayon  mené  de  A  à  un  point  du  lieu  géométrique  est  égal 
et  parallèle  à  un  rayon  mené  de  A'  à  un  autre  point  du  même  lieu  géo- 
métrique. Si  A  et  B  «ont  deux  centres  tels  qu'en  menant  par  A  un 
ravon ,  et  par  B  une  droite  égale  et  parallèle  à  ce  rayon ,  l'extrémité  de 
cette  droite  puisse  ne  pas  être  dans  le  lieu  géométrique,  les  centres  A 
et  B  sont  hétérogènes . 

Soient  A  et  B  deux  centres  quelconques  d'un  lieu  géométrique;  si 
l'on  prolonge' AB  d'une  longueur  B.V  ^  AB,  non-seulement  A'  est  un 
nouveau  centre,  mais  il  est  homogène  avec  A. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  43, 

Réciproquement,  si  A  et  A'  sont  deux  centies  homogènes,  le  mi- 
lieu B  de  leur  distance  est  encore  un  centre. 

Mais  si  A  et  B  sont  deux  centres  hétérogènes,  le  milieu  de  leur 
distance  ne  peut  être  un  centre. 

Si  l'on  continue  indéfiniment  la  bissection  de  la  distance  de  deux 
centres  homogènes,  on  arriv.-ra  à  trouver  un  centre  d'une  espèce 
différente  de  celle  des  deux  premiers,  à  moins  que  tous  les  points  de 
la  droite  ne  soient  des  centres,  et  qu'elle  ne  soil  un  axe  central 

Trois  centres  en  ligne  droite  étant  connus,  si  l'on  applique  à  leur 
distance  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  tous  les  points  de 
division  sont  des  centres.  Si  donc  les  distances  des  trois  centres  sont 
incommensurables,  tous  les  points  de  la  ligne  droite  sont  des  entres 
d  une  seule  espèce,  et  cette  droite  est  un  axe  central. 

Un  heu  géométrique  à  centres  multiples  ne  peut  avoir  sur  une 
même  droite  qu'//«e  ou  deux  espèces  de  centres,  savoir,  une  seule  si 
tous  les  points  de  la  droite  sont  des  centres,  et  deux  si  les  centres  sont 
séparés  par  des  intervalles  finis.  Dans  ce  cas ,  les  deux  espèces  alternent 
ensemble  -i  des  distances  égales.  Je  nomme  une  telle  série  de  centres 
de  deux  espèces  alignement  de  centres. 

Si  A,  B,  C  sont  trois  centres  d'espèces  quelconques  non  situés  en 
ligne  droite,  en  achevant  le  parallélogramme  ABCD,  le  quatrième 
sommet  D  sera  encore  un  centre. 

En  divisant  tout  le  plan  en  une  inhnité  de  parallélogrammes  égaux 
a  .iBCD  par  deux  systèmes  de  droites  parallèles  équidistantes,  tous  les 
sommets  d'angle  sont  des  centres. 

Si  les  quatre  sommets  d'un  parallélogramme  sont  des  centres  ho- 
mogènes, les  milieux  des  côtés  et  le  centre  du  parallélogramme  sont 
des  centres  du  lieu  géométrique.  Les  milieux  des  côtés  opposés  du  pa- 
rallélogramme sont  homogènes  entre  eux.  Ceux  des  côtés  adjaivnts  ne 
peuvent  être  homogènes,  à  moins  que  le  centre  du  parallélogramme  ne 
soit  homogène  avec  les  angles. 

Si  l'on  a  quatre  centres  en  parallélogramme,  lont  deux  homo-enes 
entre  eux  ,  les  deux  autres  seront  aussi  homogènes  entre  eux.         * 

Si  l'on  a  des  centres  de  trois  espèces  différentes  à  trois  des  angles 
d'un  parallélogramme,  le  quatrième  angle  sera  un  centre  d'une 
quatrième  espèce. 
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Lorsqu'on  a  dans  un  plan  des  centres  de  quatre  espèces  /on  ne  peut 
trouver  dans  le  même  plan  une  cinquième  espèce  de  centres. 

Si  un  lieu  géométrique  a  quatre  centres  non  situés  dans  un  plan  , 
en  achevant  !e  parallélipipède  dont  ces  centres  sont  quatre  sommets, 
les  quatre  nouveaux  sommets  sont  des  centres.  Et  si  les  quatre  pre- 
miers sont  de  quatre  espèces  différentes,  les  quatre  autres  ne  sont  ho- 
mogènes ni  entre  eux  ni  avec  un  des  quatre  premiers.  Les  espèces  sont 
alors  au  nombre  de  huit. 

En  divisant  tout  l'espace  par  trois  systèmes  de  plans  parallèles  équi- 
distants,  en  parallélipipèdes  égaux  à  celui  aux  sommets  duquel  on  a 
trouvé  huit  espèces  de  centres ,  on  aura  des  centres  à  tous  les  sommets. 
Il  ne  peut  y  avoir  im  centre  d'une  neuvième  espèce. 

Si  un  lieu  géométrique  a  un  axe  central  et  un  centre  hors  de  cet 
axe,  on  a,  dans  le  plan  qui  contient  ce  centre  et  l'axe,  des  axes  cen- 
traux parallèles  et  de  deux  espèces  différentes,  excepté  dans  le  cas  où 
tous  les  points  du  plan  sont  des  centres;  dans  ce  cas,  je  nomme  ce 
plan  un  plan  central. 

Lorsqu'on  a  des  axes  centraux  parallèles,  tous  ceux  qui  sont  situés 
dans  un  même  plan  sont  équidistants,  et  il  ne  peut  y  avoir  de  centre 
situé  hors  des  axes  centraux. 

On  peut  avoir  dans  l'espace  des  axes  centraux  de  quatre  espèces  : 
ils  sont  nécessairement  parallèles,  et  disposés  comme  les  qviatre  espèces 
de  centres  qui  peuvent  exister  dans  un  plan,  c'est-à-dire  en  parallélo- 
grammes égaux. 

Si  un  lien  géométrique  a  un  plan  central  et  lui  centre  hors  de  ce 
plan  ,  en  menant  par  ce  centre  un  plan  parallèle  au  plan  central,  on  a 
un  nouveau  plan  central,  et  l'on  arrive  à  un  système  de  plans  centraux 
parallèles  ,  équidistants  ,  et  de  deux  espèces. 

Les  nombres  des  espèces  de  centres,  d'axes  centraux  ou  de  plans 
centraux  sont  toujours  des  puissances  de  i.  Cette  remarque,  jointe 
à  la  régularité  de  la  distribution  des  deux,  quatre  ou  huit  espèces 
de  centres,  donne  lieu  de  présumer  qu'il  est  possible  de  déduire  toutes 
les  propriétés  des  centres  multiples  d'un  seul  et  même  théorème  ana- 
Ivtique.  Mais  l'énoncé  même  de  ce  théorème  paraît  difficile  à  déter- 
miner . 

Comme  exemple  de  surface  à  huit  espèces  de  centres,  on  peut  étu- 
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clier  celle  qui  est  représentée  par  l'équation 

m  cos  X  -h  n  cosjr  +  cos  z  ^^  a. 

dans  laquelle  X,  j^,  z  sont  trois  coordonnées  rectangulaires,  et  met  ri 
deux  coefficients  niunériques.  En  rapportant  cette  surface  à  ses  huit 
espèces  de  centres  prises  successivement  pour  origine  des  coordon- 
nées, son  équation  prend  une  des  huit  formes 

±  m  cos  jc  zh  n  cosj  ±:  cos  z  ^=  n. 

En  faisant  dans  cette  équation 

a  ^  m  -h  ri  +  i  . 

elle  représente  des  points  isolés,  situés  aux  sonunets  d  un  système  de 
cubes  dont  les  côtés  égaux  à  in  sont  parallèles  aux  coordonnées.  En 
faisant  décroître  a,  il  se  forme  autour  de  chacun  de  ces  points  des 
cellules  fermées,  qui  s'allongent  dans  le  sens  des  z  si  l'on  suppose 
w  >  7Z  >  i;  a  continuant  à  décroître,  les  cellules  se  joignent  en 
pointes;  puis  les  pointes  sont  remplacées  par  des  étranglements,  et  la 
surface  se  compose  d'une  infinité  de  tubes  alternativement  renflés  et 
étranglés;  n  décroissant  encore,  les  renfiements  des  tubes  s'agran- 
dissent et  se  joignent  en  pointes  dans  le  sens  des^,  et  les  tubes  sont 
remplacés  par  des  nappes  ondulées  illimitées  dans  le  sens  des  x  et 
des  j-  :  par  un  nouveau  décroissemeni  de  a.  les  sommets  des  ondes 
se  rapprochent  et  se  joignent  en  pointes  dans  le  sens  des  x,  puis  il  se 
forme  des  ouvertures  à  la  place  de  ces  pointes,  et  dès  lors  toutes  les 
parties  de  la  surface  conununiquent  entre  elles.  Quand  on  lait  a  =  o, 
les  huit  espèces  de  centres  se  confondent  deux  a  deux ,  mais  alors  on 
a  quatre  espèces  de  centres  superficiels ,  et  la  surface  rapportée  à  ces 
quatre  nouvelles  espèces  de  centres  prend  une  des  ff)rmes 

msinx  ±  n  sin  j  ±:  n  sin  z  ^  o, 
qui ,  avec  celles-ci, 

incosx  ±.  «cos  j"  il  cos  z  =:  o, 
complètent  les  huit  espèces  de  centres. 
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En  faisant 

m  =  fi  :=  1     et     a  =z  o, 

on  a  la  surface  qui  peut  être  représentée  par  une  des  fuiit  formes 
sin  X  ±  sin  j^  :±:  sin  z  =  o, 
cos  jc  ±  cosj-  in  cos  z  :=  o. 

Si  l'on  coupe  cette  surface  par  un  plan  parallèle  aux  plans  coordon- 
nés et  passant  par  un  des  centres  superficiels,  on  obtient  un  système 
de  carrés  égaux  dont  les  côtés  font  avec  les  axes  des  angles  de  j  -  et 
de  -^n.  Les  plans  tangents  à  la  surface  en  un  centre  superficiel  la  cou- 
pent suivant  un  système  de  triangles  équilatéraux  égaux  dont  les  som- 
mets sont  tous  des  centres  superficiels  de  la  surface. 
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A  V\'WA>  WM%\\\\\^V\  1 


.\\W\  'VV\\XV>A  VXW^-VWV»  V^W\\AA\\V\  \,V\X\V\\M 


Sur  l'application  des  transcendantes  elliptiques  à  ce  problème 
connu  de  la  géométrie  élémentaire:  Trouver  la  relation  entre 
la  distance  des  centres  et  les  rayons  de  deux  cercles  dont  l'un 
est  circonscrit  à  un  polygone  irrégulier  et  dont  l'autre  est 
inscrit  à  ce  même  polygone; 

Par  31.   C.-G.-J.  JACOBI. 

(Extrait  cl  traduit  de  Tallemand  par  M.   TerquemI*]). 


Dans  les  trois  premiers  paragraphes,  iM.  Jacohi  vérifie  les  relations  liouvees  par 
M.  Steiner  pour  le  triangle,  quadrilatère,  pentagone,  hexagone  et  octogone,  en  les 
comparant  aux  relations,  pour  les  mêmes  polygones,  données  depuis  longtemps  par 
Nicolas  Fuss,  qui  croyait  que  ses  solutions  n'étaient  pas  générales ,  parce  qu'il  les  avait 
obtenues  en  plaçant  les  polygones  de  telle  sorte  que  le  diamètre  commun  aux  deux 
cercles  passât  par  le  sommet  d'im  polygone  inscrit.  Mais  cette  position  particulière 
n'ôte  rien  à  la  généralité  des  formules;  car,  d'après  un  théorème  de  M.  Poncelet,  lors- 
que le  problème  est  possible  pour  une  position  d'un  sommet,  il  l'est  encore  pour  une 
position  quelconque.  Cette  observation  est  de  M.  .lacobi.  Nous  passons  à  l'objet  prin- 
cipal du  Mémoire. 

§  IV. 

Nous  allons  maintenant  établir  les  formules  fondamentales  sur  lesquelles  reposent 
les  considérations  suivantes.  A  cet  effet,  soient  donnes  deux  cercles  dont  l'un,  de 
rayon  R  et  de  centre  C,  enveloppe  l'autre,  de  rayon  r  et  décentre  c.  Désignons  par  n 
la  distance  Ce  des  deux  centres.  Par  un  point  quelconque  A  pris  sur  le  cercle  C  ,  on  mène 
une  tangente  au  cercle  c,  et  qui  coupe  de  nouveau  le  premier  cercle  en  A';  on  mène,  de 
la  même  manière,  au  cercle  t  les  tangentes  A'A",  A"A"',  A"A"',  etc. ,  A ,  A',  A",  A" 
A",  etc.,  sont  sur  le  cercle  C,  et  AA'A"A"'...  est  la  portion  d'un  polygone,  ou  un  poly- 
gone non  fermé,  inscrit  au  cercle  C  et  circonscrit  au  cercle  r .  On  tire  le  diamètre  com- 


[•]  Ce  Mémoire  lait  (lariie  du  JoÉriial  de  M     Crclle,  lomc  III ,  page  376,  ann^e  1828. 
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mun  Ce,  qui  coupe  le  cercle  C  en  P,  de  sorte  que 

CP  =  R,        rP  =  R^-fl. 
Maintenant ,  faisons  les  angles 

ACP  =  2y,       A'CP  =  2f',        A"CP  =  2o",        A"CP  —  2<f"',       etc.  ; 
on  voit  facilement  que  les  relations  suivantes  existent  entre  deux  angles  consécutifs, 

R  cos  (ç'  —  ç  )  +  fl  ces  (^'  -f-  ç  )  =  '", 
R  cos  'if "  —  ç'  )  +  a  cos  {<f"  +  ç'  )  =  /-, 
R  cos  (ç'" —  ç"  )  -(-  û  cos  (ip"'4-  ?"  )  =  '■, 


équations  auxquelles  on  peut  donner  cette  forme 

(R  -I-  a)  cos  ip'  cos  ç  4-  (R  —  oj  sin  <f'  sin  cp  =  r, 
(R  +  a)  cosip"  cos  9'  +  (R  —  a)  sin  ç"  sin  ç'  =  r, 
(R  +  a)  cos  ç>"'cos  cp"-J-  (R  —  a)  sin  9"  sin  9"=  r. 


En  soustrayant  chacune  de  ces  équations  de  la  suivante,  et  en  remanjuant  qu'on  a 


cos-r 
sinj 


on  obtient 


—  cos  r                /^-^y\ 
r^^  =  tans  ( 1 5 

—  sinx  °  \     2     J 

,'m"  -+-  qp  \         R  —  a 


tangîl 


R  — g 
R-f-û 


tang  v" 


Sous  cette  forme,  il  saute  aux  yeux  que  ces  équations  coïncident  avec  celle  qu'on  donne 
pour  la  multiplication  des  transcendantes  elliptiques. 
En  effet ,  soit  l'intégrale  elliptique 


^¥ 


y  I  —  -x'  sm'  <f 


où  X  représente  une  constante  quelconque;  en  posant,  d'après  une  notation  qui  m'est 
particulière , 

V  =  '*'"  (")> 
et  de  même 

X   =  ani  (t) , 
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K  désignant  un  angle  quelconque ,  enfin 

ç'  =  am  [u  -4-  t), 

(f"=  am  (a  ■+-  f.tj, 

on  sait,  d'après  le  théorème  fondamental  des  fonctions  elliptiques,  <|u'on  a 

tang  — —  —  àam  (f  )  tang  ?', 

où 

àam  (t)  ~  y' i  —  x' sin=  x  =  ^i  —  y'  sin' am  (t  ). 
Si,  dans  le  cas  actuel,  on  détermine  les  grandeurs  y  et  f  ou  a  par  les  deux,  équations 

=  Garnit)  =:  i/i  —  x^sin'  a,        a' z=  am  (u  +  t), 

on  aura 

(f    :=  am  (uj, 

ç'  =  am  [u  ■+■  t), 
ç"  r=  am  !u  ■+-  21), 
(f'"  =  am  [u  -f-  3t)y 
(])"=  am  (u  ■+■  4')> 


et  2(p',  2if",  2?'",  ip'"  sont  donnés  par  les  constructions  indiquées  au  commencement  de 
ce  paragraphe. 

§  V. 
Déterminons  maintenant  a  et  x ,  ce  qu'on  effectue  au  moyen  des  équations 
f  =  am  lu),       a  =  am  (t),       f'=  am  (u  +  t),       lam  {t)=  \/i  —  x'  sin'  a  =  • 

Les  éléments  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  donnent 

ces  V  cos  y'  -f-  sin  (?  sin  (p'  v'  I  —  x'  sin'  a  =  cos  a, 

et  nos  formules  de  ci-dessus 

,R  — a  ' 

cosçcos?  -Hsmysmv  f^z^  — jï+^' 

ce  qui  fournit ,  pour  la  détermination  de  x  et  de  x,  les  deux  équation.» 
, : R  —  a 
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d'où  il  suit 

..  _        4ï^«                      ..._  .' 

iR  —  a'f  —  r- 

{K  +  ay  —  r'-'         '        '  ~' 

■~  [R-hay  —  r- 

Knsuitf  on  a 

r                           rfi-hi) 

R-f-fl= ,        -2R=    ^           S 

CCS  a                              ces  a 

1 R  COS  a 

I  -1-^ 

'•■^                            r(l  — ^) 

l-f-A 

ces  a                            CCS  a 

pour  abréger,  on  a  mis  A  au  lieu  de  ^am  (t). 

Ces  formules  donnent  un  moyen  facile ,  lorsqu'on  a 

de  trouver  am{it-^-ntj;  ce  qui  est  le  problème  de  la  multiplication  des  fonctions  el- 
liptiques, et  cela  par  une  construction  de  la  géométrie  élémentaire.  D'un  point  c  avec 
un  rayon  quelconque  r,  on  décrit  un  cercle  ;  et  du  centre  C ,  éloigné  de  c  de  la  dis- 
tance Ce  =  a,  on  décrit  un  second  cercle  de  rayon  R,  où  a  et  R  sont  déterminés  par 
les  équations 

l-f-A  2  COS  a 

Si  l'on  prend  le  point  A  sur  la  circonférence  du  cercle  C   de  telle  sorte  que  l'on  ait 

ACP=  2v  (§IV), 

et  que  l'on  détermine  les  points  A',  A",  A'",.  .,  Af"  par  les  constructions  indiquées  au 
commencement  du  précédent  paragraphe,  on  aura 

A"'CP 

=  o'"'  =  am  (h  -1-  nt  . 

1 

Si  l'on  veut  seulement  déterminer  am  [nt- ,  alors  le  point  A  comcide  avec  le  point  P. 

D'ailleurs,  il  faut  remarquer  que  les  angles  20,  a.'/,  29",  2^" , ...  doivent  toujours  être 
pris  en  croissant ,  de  manière  qu'ils  puissent  dépasser  36o  degrés. 

Cette  construction  semble  n'être  pas  sans  quelque  avantage  sur  celle  de  Lagrange,  au 
moyen  du  triangle  sphérique. 

§M. 

C'est  une  circonstance  bien  remarquable  que  les  grandeurs  y.  et  a  sont  entièrement 
indépendantes  de  o  et  de  it  ;  ainsi ,  quelque  part  qu'on  prenne  le  point  A  sur  la  circon- 
férence du  cercle  C,  et  si 

ACP  ,         A'CP 

=  0)  =  am  (  Kj ,         =  ^  =  (im  l^it  ■+■  t;, 


« 
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la   tlrnitr  AA'   touchera  toujours  le  cercle  dont  la  position  et  la  grandeur  sont  fixées 
par  les  équations 

2R  cos  a 


R 


I  -h-i 


Car  il  faut  se  représenter  CP  comme  une  droite  fixe,  à  partir  de  laquelle  on  compte 
l'angle  2tp,  et  dans  laquelle  est  situé  le  centre  du  cercle  c.  De  même,  quelque  part  (pi'on 
ait  pris  A,  la  droite  S  A"  touchera  un  cercle  dont  la  position  et  la  grandeur  sont  fixées 
par  les  équations 

/i— A(-)\  2Rcosai=) 

si  l'on  pose 

at'' =  fl/n  (2f),        aO  =:  y/i — r'sin'a<=', 

et,  en  général,  quelle  que  soit  la  position  de  A,  la  droite  AA<"'  qui  ferme  le  polygone, 
touchera  un  cercle  dont  les  éléments  sont  donnés  par  les  équations 

/I  —  A(";\  2Rc0Sa("J 

a  =  R 


A("V  I  -H  A(") 

où 


a(")  =  am  (nt) ,       A  "    =  v'  i  —  '■"  sin'  3.W. 

Les  centres  de  tous  ces  cercles  sont  sur  la  droite  CP. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que  tous  ces  cercles  forment  un  système  qui  a 
la  même  droite  pour  lieu  des  tangentes  égales,  dénomination  convenable  que  !\I.  Steiner 
a  introduite  dans  ses  travaux  géométriques.  Pour  deux  cercles,  c'est  une  droite  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  centres,  et  qui  jouit  de  la  propriété  indiquée  par  son 
nom;  si  par  un  quelconque  de  ses  points,  on  mène  des  tangentes  aux  deux  cercles, 
ces  tangentes  sont  égales.  Comme  nous  savons  déjà  que  tous  ces  cercles  ont  leurs  centres 
sur  la  même  droite,  il  nous  faudra  seulement  faire  voir  qu'il  existe  sur  cette  droite 
un  point  tel  que  les  tangentes  menées  au\  cercles  par  ce  point  sont  égales;  car  cette 
jjropriété  appartiendra  à  tous  les  j)oints  de  la  droite,  élevée  par  le  point  ainsi  fixe, 
perpendiculairement  à  la  droite  des  centres. 

Cherchons  donc  le  point  de  la  droite  AP  qui  jouit  de  cette  propriété,  relativement 
aux  deux  cercles  C  et  c.  Soit  D  la  distance  du  point  cherché  à  C;  sa  distance  à  r  sera 
D  —  a;  la  tangente  au  premier  cercle  est  égale  à  \/D'  —  R'  et  au  second  cercle 
=  v(D  —  af  —  r';  donc 

D'  — R=  =  (D  — «)'-(- r', 
d'où 
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nous  avons  troiivp  ri-dessus 

_  4aR 

d'où 

(R  +  fl)=  —  r-  _  2R 


,.        2R        „ 
D=-y  —  R. 

>ous  voyons  que  j.  ne  paraît  pas  dans  lexpression  de  D  qui  dépend  seulement  de  z; 
mais,  pour  tous  ces  cercles,  /.  reste  lu  même,  et  ils  ne  diffèrent  que  par  a.  Si  nous 
avions  donc  cherché  le  lieu  des  tangentes  égales  pour  C  et  un  autre  cercle ,  nous  aurions 
trouvé  la  même  expression  pour  D;  ainsi,  tous  ces  cercles  ont  en  commun  le  même 
lieu  des  tangentes  égales. 

La  détermination  analytique  des  éléments  du  cercle,  que  la  droite  AA'"  touche 
constamment  pendant  que  le  point  A  se  meut  sur  la  circonférence  du  cercle  C,  serait 
même,  pour  de  petites  valeurs  de  n,  d'une  difficulté  insurmontable;  et,  de  cette  ma- 
nière ,  cette  détermination  est  ramenée  à  une  théorie  connue ,  et  le  problème  est  résolu 
dans  sa  plus  grande  généralité. 

La  proposition  spéciale  que  AA"  touche  dans  son  mouvement  constamment  un 
cercle,  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  l'on  inscrit  dans  un  cercle  un  angle  en  même  temps  circonscrit  à  un  autre  cercle,  et 
si  l'on  fait  mouvoir  cet  angle  de  telle  sort.'  que  son  sommet  parcoure  la  circonférence 
du  premier  cercle  pendant  que  ses  côtés  touchent  l'autre  cercle,  la  corde  du  segment 
iju'il  forme  dans  le  premier  cercle  touche  un  troisième  cercle  avant  le  lieu  des  tan- 
gentes égales  commun  avec  les  cercles  donnés. 

M.  Poncelet  énonce  cette  proposition  dans  son  Traité  des  propriétés  projectives 
(page  326). 

Au  moyen  de  la  méthode  des  \tro\ec\.\ons  perspectives,  ou  peut  étendre  cette  propo- 
sition et  l'appliquer  au  système  de  deux  coniques. 

§   Ml. 

M.  Poncelet  donne  à  sa  proposition  encore  une  bien  plus  grande  extension.  Nous 
avons  supposé  (jue  les  côtés  du  polygone  touchent  un  seul  et  même  cercle,  ou  ,  en  pro- 
jection ,  une  seule  et  même  conique.  Mais  M.  Poncelet  prescrit  seulement  que  ces  côtes 
touchent,  suivant  un  certain  ordre ,  des  sections  coniques  données,  tellement  qu'une  co- 
nique peut  toucher  plusieurs  côtés,  et  alors  plusieurs  coniques  sont  censées  se  réunir  en 
une  seule.  Ces  coniques  sont  seulement  assujetties  à  la  condition  qu'elles  doivent  avoir 


P 

I 
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avec  la  conique  dans  Ia(]iielle  le  polygone  est  inscrit,  les  mêmes  sécantes  réelles  on 
idéales  [*].  Ainsi  : 

Théorème.  «■  Ayant  inscrit  à  une  section  conique  un  ()olvi;one  dont  les  cotrs,  -a 
>)  l'exception  d'un  senl,  touchent  d'autres  coniques,  ayant  mêmes  sécantes  communes 
Il  entre  elles  et  avec  la  première,  il  arrivera  qu'en  faisant  varier  le  poly^'one  d'après 
»  ces  conditions,  le  coté  libre  et  toutes  les  diagonales  rouleront  également  sur  d'autres 
»  coniques  ayant  mêmes  sécantes  communes  avec  les  proposées.   » 

Or,  cette  généralisation  se  déduit  facilement  de  nos  considérations  sur  les  cercles, 
d'où  l'on  peut,  par  les  projections,  les  appliquer  à  des  coniques  quelconques.  Nous 
obtenons  même  de  suite  les  éléments  du  cercle  cherché  dans  toute  sa  généralité. 

Désignons,  comme  ci-dessus ,  les  cercles  dans  leur  ordre  de  succession  et  d'après  leurs 
centres  c,  c',  c",  c"',...,  c("-'',  et  leurs  rayons  par  r,  /•',  r",  r",...,  r("^');  et  les  distances 
de  leurs  centres  à  C,  eC  ^  a,  c'C=a',  c"C  =  «",  c"'G  =  fl"',...,  cC"-'*  C=  nC-'). 
Ensuite,  déterminons  les  angles 


R-Hûi»-') 


Maintenant,  d'un  point  quelconque  A  pris  sur  le  cercle  C,  menons  la  tangente  AA'  au 
cercle  c,  la  tangente  A'A"  au  cercle  c',  la  tangente  A"A'"  au  cercle  c",  et  ainsi  de  suite; 
et  finalement  la  tangente  A("~''  A'"'  au  cercle  c("~''  ;  tous  les  points  A,  A',  A",  ..,  A"', 
sont  sur  la  circonférence  du  cercle  C  ;  nommons  derechef 

ACP  =  2y,     A'CP  =  20',     A"CP=  20",...,     A"CP=2<pi'°, 

on  aura,  si  ç  =  amu, 

-amiu-'ri),     tf"  =  am  {ii -\- t -\- t' ),      f"'  =  am(u -h  C -i- t'+ t"),...,     f"'^^=um{u-\-t'+...t'-'^''). 

[*]  M.  Ponceleldélcnninc  la  sécante  commune  de  deus  coniques  à  l'aide  des  propriités  suiranles, 
qui  servent  aussi  i  la  dclinition  la  plus  générale  de  ces  sécantes.  Soient  AB,  A' B'  deux  demi- 
diamètres,  rcspcctivemenl  conjugués  dans  chaque  conique  h  la  sécante  commune;  il  faut ,  i"  que  le» 
deux  diamètres  ,  prolongés  s'il  est  nécessaire,  se  coupent  en  un  point  O;  ensuite,  si  l'on  fait 

Ali  =  a,       A'B'  =  a', 
cl  qu'on  désigne  p.nr  h  et  i'  leurs  coujuguis  respectifs,  il  faut  qu'on  ail ,  -i" 
-].0A  OB  =  ^]0A'.0B'. 

Ces  conditions,  qui  existent  évidemment  lorsque  la  sécante  coupe  récliemcnl  les  deux  coniques,  sont 
encore  satisfaites  lorsque  cette  sécante  est  extérieure  aux  denxcoriques,  et,  dans  ce  cas,  M.  Foncêlet 
la  désigne  sous  le  nom  de  sécanle  idéale.  Pour  deux  cercles  qui  ne  se  coupent  pas,  celte  sécante  idéale 
est  le  lieu  des  tangentes  égales  de  >I.  Sleiner. 

Tome  X.  —  UriccuBRC  i8)5.  5o 
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Si  l'on  fait 

t  +  e'  +  t"  -h . .  .-f- <("-')  =  S, 

alors,  d'après  le  §  VI,  la  droite  A:"'A,  qui  ferme  le  polygone,  roulera  sur  un  cercle  dont 
les  cléments  sont  déterminés  par  les  équations 

2  R  CCS  am  S  R  { i  —  A  am  S) 

I  +  AcotS  "  1 -j- SamS 

où  /■„,  désigne  le  rayon  et  n„  la  distance  de  son  centre ,  situé  sur  la  droite  AP,  au 
point  G.  La  condition  que  tous  les  cercles  ont  en  commun  un  même  lieu  de  tangentes 
égales  coïncide  avec  l'identité  du  module. 

Ce  qui  précède  donne  une  construction  poiu-  l'addition  de  plusieurs  fonctions  ellip- 
tiques, analogue  à  la  construction  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus  pour  la  multiplica- 
tion. D'ailleurs,  il  résulte  encore  de  nos  formules  que,  dans  quelque  ordre  que  les  côtés 
AA',  A'A",  A"  A'",  etc.,  touchent  les  cercles,  le  point  final  A("'  reste  le  même. 

§  VIII. 
Si  l'on  détermine  maintenant  K  par  l'équation 

am  K  =  -j  TT , 
on  sait  qu'on  a 

am  {il  +  2K)  =  am  (u)  -+-  ît, 
et  généralement,  (  étant  un  nombre  entier, 

am  (k  -+-  2  /  K  '  =  ITT  -{-  am  u. 

Ceci  posé,  si  AA'A"...A("^A  renferme  ;  fois  la  circonférence,  nous  aurions  dû,  pour 
plus  d'exactitude ,  écrire 

S  =  2(K—  {t+t'-ht"  -H...  t^"-')); 

mais  cela  ne  change  rien  aux  expressions  de  a„  et  de  r„.  Si  tous  les  cercles  r,  c',  c" ,..., 
c^"-'),  c(")  se  réduisent  au  seul  cerclée,  alors  le  polygone  se  ferme  et  est  inscrit  au  cercle  C 
et  circonscrit  au  cercle  c  ;  pour  ce  cas 

donc 

(/j-t-i);  =  2/K 

c'est  l'expression  analytique  de  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  grandeurs  et  la 
position  de  deux  cercles,  pour  qu'on  puisse  inscrire  à  l'un  un  polygone  de  «  +  i 
côtés,   qui  soit  cu'conscrit  à  l'autre ,  et  qui  mesure  /  fois  toute  la  circonférence.  Pour 
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ceux  qui  n'ont  pas  l'habitude  de  nos  notations,  nous  allons  transcrire  ce  théorème  de 
cette  manière  : 

Tluorèmc.  «  r  et  R  étant  les  rayons  de  deux  cercles,  dont  l'un  est  circonscrit  à  un 
"  polygone  de  n  sommets  et  dont  l'autre  y  est  inscrit,  soit  a  la  distance  de  leurs  centres  ; 
■  si  l'on  détermine  x  et  a  par  les  équations 

r  AaR 


»  on  a  toujours 

Jo     ^i  —  x'sin'ç       '"  Jo     ^i  —  z'sin'o 

"  où  /  désigne  le  nombre  de  fois  que  le  polygone  parcourt  la  circonférence.  Cette  équa- 
»   tion  donne  en  même  temps  l'équation  de  condition  'jui  doit  exister  entre  R,  /-et  «.  >■ 
L'oquation  de  condition 

_  2lK 
m 

étant  entièrement  indépendante  de  u,  il  s'ensuit  que  le  choix  du  point  initial  A,  ainsi 
que  M.  Poncelet  le  dit,  n'est  d'aucune  influence.  Du  reste,  on  peut  toujours  admettre 
que  i  et  m  n'ont  pas  de  facteur  commun,  sans  cela  le  polygone  revient  sur  lui-même. 
Ainsi ,  le  problème  énoncé  en  tète  de  ce  Mémoire  est  complètement  résolu  dans  loiiti- 
sa  généralité . 

§IX. 

Soit  m  =  2/>;  ainsi  le  polygone  est  d'un  nombre  pair  de  cotes;  alors  A  ei  Af  ,  A 
et  Af"^'',  A"  et  A(p+=),...,  A^"')  et  A.(-p--^  sont  des  sommets  opposés;  et  AAt''-, 
A'A'/"*'),  A"Af /'+=',  etc.,  sont  des  diagonales  qui  réunissent  ces  sommets;  ces  diago- 
nales, d'après  ce  qui  précède ,  toucheront  donc  un  cercle,  dont  les  éléments  sont  déter- 
minés par  les  équations 

K[i—lain(ptj]  _  aRcostfCT  (pt) 

~~    i  -^-^anl  [  pt)  \  -h  li-ami  pti 

Mais  comme  on  a 

_2(Tt 

où  i  est  un  nombre  imjiair,  il  vient 

pt  ^z:  iK      et      am  [pt]  =  —  ; 

donc  

1  — y/i  — x' 
r  =  o,        n  =  R T==  • 

I  -f-  VI  -t-  »' 
Ainsi  le  cercle  se  réduit  à  un  point  dans  lequel  se  coupent  toutes  les  diagonales  et  qui 

56.. 
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reste  fixe  pour  le  nombre  infini  de  polygones  qu'on  peot  construire,  sous  ces  condi- 
lions,  pour  diverses  positions  du  point  initial  A  ;  car  la  ditermination  de  ce  point,  ren- 
fermée dans  l'équation 

—  \/  ï  —  y.- 


R 


v/' 


est  entièrement  indépendante  de  u  ou  de  ^.  Ce  point  est  un  des  deux  qui  servent  en  quel- 
que sorte  de  limite  à  la  série  des  cercles  qui  ont  le  même  lieu  de  tangentes  égales,  et 
par  lesquels  passent  tous  les  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  la  droite  des  tangentes 
égales,  et  coupent  ortliogonalement  la  série  des  cercles.  (Foir  le  Mémoire  de  M.  Steiner, 
Journal  de  M.  Crelle,  tome  P"^,  page  i6i.) 

M.  Poncelet  a  étendu  ce  théorème  au  système  de  deux  coniques  [Propriétés  projec- 
tives,  page  364)-  H  ne  serait  peut-être  pas  sans  intérêt  pour  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  d'établir  des  considérations  analogues  immédiatement  sur  le  système  de  deux 
coniques.  L'intégrale  pourrait  se  présenter  sous  une  forme  compliquée,  qui  devra  pour- 
tant se  ramener  à  la  forme  plus  simjile  trouvée  ci-dessus.  Je  pourrai  revenir  sur  ce  su- 
jet dans  une  autre  occasion. 
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REMAIIQUES 

SUR   LES  TRATN'SCENDANTES   ELLIPilQUES  ET   ABÉLIENNES  ; 
Par  m.  g.  EISE1VSTEI\\ 

Étudiant  à  Berlin. 


(Eslrail  liu  Journal  deM.Crelle,  lorae  XXVII.  —  Traduction  de  M    F;>ïe. 


§F 


Le  produit  infini 


P  (o ,  x) 
P(l,x)' 


qui  repiusente  deux  expressions  suivant  qu'on  attribue  à  l'indice  ).  toutes  les  valeurs 
paires  ou  toutes  les  valeurs  impaires,  et  dans  lequel  nous  supposons  que  le  facteur 

I  H —  soit  remplacé  par  x,  donne ,  pour  chaque  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  x,  une 

valeur  toute  déterminée  de  la  l'orme  p+  1  \/ — i,  qui  peut  facilement  être  représentet 
par  des  fonctions  exponentielles,  ou  bien,  ce  qui  est  au  fond  la  même  chose,  par  des 
fonctions  circulaires;  et  réciproquement,  les  deux  jiroduits  infinis  dont  il  est  ici  ques- 
tion ,  donnent  une  définition  complète  des  fonctions  simplement  périodiques. 

Les  transcendantes  elliptiques,  cette  remarquable  espèce  de  fonctions,  qui  ont  tant 
occupé  les  géomètres  dans  ces  derniers  temps,  ne  sont  pas  autre  chose  que  des  combi- 
naisons ,  par  voie  de  division,  des  quatre  doubles  produits  infinis  qui  se  déduisent  du 
produit 

quand  on  suppose  que  A  désigne  une  constante  donnée,  et  que  l'on  étend  le  signe  de 
la  multiplication  II  à  toutes  les  valeurs  paires  ou  impaires  de  a  ainsi  qu'à  toutes  les  va- 
leurs paires  ou  impaires  de  V.  Pour  considérer  ces  quatre  produits,  designons-les  par 
les  expressions 
(3)  P(o,o,x;,       P(i,o,x),       P(o,  i,x;,       P{i,i,x), 

dans  chacune  desquelles  o  doit  répondre  à  un  nombre  pair,  et  i  à  un  nombre  impair  ; 
alors  les  trois  fonctions  elliptiques  qui  se  présentent  ordinairement  sont  données  par  les 
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trois  quotients  suivants  : 

,  P(o,o,x)         P(i,o,Jc)        P(i,i,j;) 

^*  P(o,  i,x)'       P  (o ,  I ,  x)  '      P(o,i,ar)' 

et  ces  quotients  possèdent  la  propriété  remarquable  d'être  doublement  périodiques. 

La  constante  A  ne  saurait  jamais  avoir  une  valeur  réelle;  car  pour  une  valeur  réelle 
et  irrationnelle  de  A,  on  pourrait  trouver  pour  les  nombres  entiers  >  et  /.',  une  infinité 
de  valeurs  telles  que  l'expression  À  -+-  a'A  devînt  moindre  qu'un  nombre  arbitraire 
quelque  petit  qu'il  fût  ;  pour  une  valeur  rationnelle  de  A ,  on  pourrait  trouver  un 
nombre  auquel  cette  expression  deviendrait  égale  pour  une  infinité  de  valeurs  de  >.  et 
de).'.  En  sorte  que,  dans  les  deux  cas,  le  produit  infini  ne  saurait  être  convergent.  On 
suppose  d'ordinaire  que  A  est  purement  imaginaire,  c'est-à-dire  de  la  forme  q  \' — i, 
q  étant  réel  ;  mais  on  pourrait  donner  à  A  une  forme  complexe  quelconque  sans  que  le 
double  produit  (2)  cesse  d'acquérir  une  valeur  très-déterminée  pour  chaque  valeur  de  j. 

Cette  définition  que  nous  venons  de  donner  des  transcendantes  elliptiques,  et  qoi 
est  plus  générale  que  la  définition  ordinaire,  conduit  d'une  manière  fort  simple  à  toutes 
les  propriétés  de  ces  fonctions.  Je  vais  ici  donner  en  peu  de  mots  une  idée  de  la  voie 
qu'on  pourrait  suivre  pour  y  parvenir. 

D'abord  on  peut,  en  effectuant  la  multiplication  d'après  l'un  des  deux  indices  «t  en 
employant  les  formules  connues  pour  les  fonctions  circulaires ,  transformer  de  deux 
manières  les  doubles  produits  infinis  en  des  produits  infinis  simples,  et  l'on  obtient 
le  développement  connu  des  fonctions  elliptiques  en  produits  infinis  [Evolutio  prima  ; 
Jacobi,  Fundamenta  nova,  page  86).  Mais,  en  considérant  de  plus  près  les  résultats 
ainsi  obtenus,  on  voit  qu'ils  consistent  en  deux  fonctions  nouvelles 


(5) 


i{)(z):r=  (n- s<7z';  (  i-+-£<7  —  j  {i-hiq^'z')  |  1 -)- £9^ —J  à  l'infini. 


à  l'infini. 


dans  lesquelles  z  désigne  une  variable  nouvelle ,  fonction  exponentielle  de  x,  q  une 
constante  dépendante  de  A, -et  où  e  =  dz  i . 

On  peut  se  convaincre,  par  une  simple  substitution  des  valeurs,  que  les  deux  fonc- 
tions o  et  ij;  satisfont  aux  équations 

(6)  (f  (z)  ^  EÇZ-  tp  ((JTZ),  ij((z)  =:  £^r'  i|/  (çz), 

:\  l'aide  desquelles  le  développement  en  série  s'obtient  i.mmediatement. 
Posons 
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nous  obtiendrons  à  l'aide  des  équations  (6)  les  «jciualions  suivantes  entre  les  coefficients  : 

desquelles  il  suit 

«  —  oc  n  =  co 

(7)  ?  [z)  =  K,  2  e"9"("-H')  2»-*-,        4,  (z)  =  L,  2  ^  y-'z^rt. 

11  est  bien  remarquable  que  chaque  puissance  de  ç  et  de  ']/ ,  chaque  fonction  homo- 
gène quelconque  des  deux  fonctions  ç  et  ij/,  peut  être  développée  en  une  série  toute 
semblable,  pourvu  qu'elle  ne  soit  pas  du  0=  degré.  En  effet,  soit  F  une  fonction  ho- 
mogène du  degré  /-.  A  l'aide  des  équations  (6),  on  a 

F  [cp  [z) ,   ^  [z)]  =  F  [e  yz  =  ç  (//2) ,   iqz^-if  [qz)] , 

et ,  par  suite  des  propriétés  des  fonctions  homogènes , 

F[sqz'f{qz),    sqz-^{qz]  =  t''q''z^F[<f{qz),   ■^  {qz)]. 

Si  donc  on  pose 

¥[<fiz),  ■^iz)\=G{z), 
on  a  la  relation 

(8)  G(2)  =  e*9*r=*G(92^ 

qui  devra  être  employée  connne  formule  fondamentale  pour  le  développement. 

En  appliquant  d'une  manière  spéciale  le  principe  qui  vient  d'être  indiqué  ,  on  arrive 
aussi  à  prouver  que  les  fonctions  f  et-^  satisfont  à  une  équation  différentielle  de  la  forme 

.  I   ^"^        '■'çX'  ,„ 

ou  bien  que  le  quotient. v  =  j  satisfait  à  l'équation  différentielle 

(10)  I  —  j    =/y'  -+-  p  y  +  p  j'  -I-  /j  y  -h  p", 

où  p,  p',  p  '  ,■■■  sont  des  constantes  qui  ne  dépendent  que  de  A. 

§11. 

La  marche  que  nous  venons  d'indiquer  rapidement  ])eut  être  recommandée  spécia- 
lement à  ceux  qui  se  laissent  effrayer  par  les  considérations  très-compliquées  du  calcul 
intégral  dont  ou  part  ordinairement  pour  arriver  aux  transcendantes  ellijitiquos.  Dans 
le  fait ,  ces  considérations  ne  paraissent  guère  propres  à  établir  le  point  de  départ 

[*]  Evolulio  lertia;  Jacodi,  Fundamenla  nova,  page  i83. 
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il'une  aussi  iraportante  théorie ,  et  ne  peuvent  réellement  servir  qu'à  tracer  la  route 
historique  qui  a  conduit  à  ces  résultais.  La  définition  qu'on  donne  ordinairement  des 
fonctions  elliptiques ,  définition  tout  à  fait  contraire  à  l'analogie  dans  les  fonctions  expo- 
nentielles, consiste  en  ce  qu'elles  sont  les  fonctions  inverses  d'intégrales  connues  chez 
lesquelles  la  fonction  placée  sous  le  radical  monte  au  quatrième  degré.  Mais,  comme  il  est 
difficile  de  se  représenter  une  telle  intégrale  dont  la  différentielle  passe  subitement 
du  réel  à  l'imaginaire ,  il  doit  paraître  presque  impossible  à  ceux  qui  étudient  de  se 
former  une  idée  nette  du  retournement  de  cette  intégrale,  d'autant  plus  qu'on  ne  pour- 
rait avoir  recours  ici  à  cette  interprétation  géométrique  qui  peut  servir  du  moins  pour 
les  fonctions  circulaires.  La  périodicité  introduit,  en  outre,  une  difficulté  particulière. 
Revenons  pour  un  instant  aux  fonctions  circulaires,  pour  n'avoir  à  nous  occuper  que 
d'une  période  simple.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  définir  le  sinus  comme  une  fonction 
de  r  donnée  par  l'équation 


£ 


\/ 1  —y 

on  doit  alors  admettre,  d'après  les  propriétés  connues  du  sinus,  que  cette  intégrale  a 
une  infinité  de  valeurs  différentes  pour  chaque  valeur  donnée  à  r ,  ce  qui  est  en  contra- 
diction avec  le  sens  qu'on  attribue  ordinairement  à  une  pareille  intégrale  (par  exemple 
pourj--<[  i).  De  même,  à  cause  de  la  double  périodicité  de  sin  am.x,  il  faudrait  ac- 
corder que  l'intégrale  elliptique 

dy  _„ 


X- 


V/ 1  —  .>•'  V^i  —  c'j- 

acquiert  pour  chaque  valeur  de  y  une  infinité   de   systèmes  de  valeurs  en  nombre 
infini. 

Il  se  présente  de  plus  grandes  difficultés  encore  pour  les  intégrales  abéliennes.  Les 
fonctions  inverses  de  ces  intégrales  doivent  posséder  ime  périodicité  triple  ou  même 
d'une  multiplicité  supérieure.  Mais,  par  une  voie  simple  et  rationnelle,  en  s'ap- 
puyant  sur  ce  que  M.  Jacobi  a  dit  de  la  triple  périodicité  dans  le  tome  XIII  du 
Journal  de  I\I.  Crelle  [jDc  Ftinct.  duariim  variab.  quadr.  per.),  on  arrivera  à  se  con- 
vaincre que  ,  dans  cette  hypothèse  ,  une  intégrale  abélienne,  avec  une  limite  inférieure 
tout  à  fait  déterminée,  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles,  réelles  ou  imaginaires, 
pour  une  valeur  quelconque  donnée  à  la  variable.  Si  l'on  nous  accorde  cela,  l'intégrale 
abélienne  cesse  aussitôt  d'être  fonction  de  sa  variable.  Et  comme  c'est  là  une  contradic- 
tion dans  les  termes ,  il  en  résidte  seulement  ou  que  l'intégrale  n'a  aucune  signification 
analvtique  ,  ou  bien  que  la  définition  qu'on  donne  d'une  intégrale  en  général ,  défini- 
tion d'où  nous  avons  tiré  toutes  ces  conséquences  ,  n'est  pas  satisfaisante.  Pour  obvier 
à  cet  inconvénient ,  quand  il  s'agit,  par  exemple,  de  l'intégrale  abélienne  du  premier 
ordre,  l'illustre  auteur  des  Fundamcnta  introduit  à  la  fois  deux  intégi'ales,  en  posant 

c"  dx       .  .       r'  xdx        , 
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dans  lesquelles  X  est  une  fonction  entière  de  x  du  cinquième  ou  du  sixième  degré,  et  il 
considère  alors  x  et  y  comme  fonctions  des  expressions 

(*'  "  =   ?-'^  +  ?(.>')>  "  =   ?l-^-T-  ?l(r') 

de  telle  sorte  qu'on  ait 

(3)  x=z\[u,  v),        _^  =  "a,  ,«,  i'. 

Mais  si  nous  accordons  que  la  fonction  .p  {x)  peut  avoir  toutes  les  valeurs  possibles  poui 
chaque  valeur  de  x,  alors  il  en  sera  de  même  de  ^  '  j^)  pour  chaque  valeur  de  y  ;  ainsi 
donc,  à  fortiori,  la  somme  u  pourra  avoir  toutes  les  valeurs  possibles  pour  chaque  valeur 
donnée  de  x  et  de  y.  On  en  peut  dire  autant  de  r  ;  on  ne  voit  donc  pas  bien  nettement 
de  cette  manière  comment  il  pourrait  être  question  ensuite  d'une  dépendance  quelconque 
entre  «,  v,  x  et  y.  On  ne  s'affranchirait  de  cette  objection  que  si  Ion  disait  :  à  chacune  de 
ces  valeurs  en  nombre  inlini  de  u  ne  correspond  qu'une  valeur  pour  v;  mais  il  faudrait 
d'abord  montrer  ce  que  l'on  doit  entendre,  à  proprement  parler,  par  uni-  telle  association 
de  valeurs  (par  des  valeurs  ainsi  combinées).  En  tous  cas,  il  est  aussi  intéressant  qu'in- 
dispensable de  répandre  une  clarté  parfaite  sur  les  principes  d'une  matière  si  in)- 
portante. 

§  III. 

L'analogie  qu'on  poursuit  d'ordinaire  quand  on  cherche  à  passer  des  grandeur;,  e.x- 
ponentielles  et  des  transcendantes  elliptiques  à  de  nouvelles  fonctions ,  consiste  dans  la 
forme  des  intégrales,  ou,  si  l'on  veut,  dans  la /orme  des  cr/uations  différentielles  aux- 
quelles ces  fonctions  satisfont.  Nous  allons  maintenant  cheicher  une  autre  espèce  d'ana- 
logie en  recourant  aux  considérations  exposées  dans  le  §  I".  Par  suite  de  la  remarque 
qui  y  est  faite  sur  les  produits  inlinis  simples  et  doubles  relativement  aux  fonctions  cir- 
culaires et  elliptiques,  nous  devons  considérer  comme  un  analogue  de  degré  supérieur, 
les  quotients  des  r/uotients  des  produits  tnjiles  inlinis  de  la  forme 

n(, î \, 

\  X  -t-  X'  A  -»-  X"A7 

où  A  et  A'  sont  des  constantes  et  où  X ,  X'  et  X  "  représentent  des  indices  avec  le  sens 
qu'on  y  attache  ordinairement. 
Pour  généraliser,  désignons  par 

(')  *i.     X;,      X,,...,     X, 

n  indices ,  et  par 

(2)  A,,     A„...,      A,. 
n  —  I  constantes.  Posons  encore,  pour  abréger, 

(3)  A,  -(-  X,  Aj  -1-  X,  Aj  -(-  . .  .  -!-  X,.A,  =  i\, 

l'onit  .\.  —  DLcbueKE  iS^'i.  5t 
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et,  dans  ces  suppositions  ,  considérons  le  produit 

dans  lequel  le  signe  de  la  multiplication  s'étend  aux  valeurs  de  >.,,  ).,,  etc. 

Si  dans  un  tel  produit  on  a  «  >  2,  on  ne  saurait  attribuer  aux  indices,  indépendam- 
ment les  uns  des  autres ,  toutes  les  valeurs  possibles  depuis  —  x  jusqu'à  -+-  a:  ;  puisque 
le  produit  ne  pourrait  converger  à  cause  de  l'infinité  de  vaJeui-s  de  N  dont  le  module 
analytique  se  trouverait  au-dessous  d'une  limite  donnée  quelque  faible  qu'on  la  sup- 
jjose ,  et  parce  que ,  en  outre ,  on  serait  ainsi  conduit  à  des  fonctions  possédant  une  pé- 
riodicité triple  ou  supérieure.  Cela  a  lieu  déjà  quand  n  =  2  pour  le  cas  spécial  d  une 
valeur  réelle  de  la  constante.  Ces  produits  multiples  n'auraient  plus  alors  ,  comme  les 
jiroduits  simples  et  doubles,  de  sens  analvlique  déterminé  si  l'on  voulait  attribuer  aux 
indices  toutes  les  valeurs  possibles.  Mais  rien  ne  s'oppose  plus  à  la  considération  de  ces 
produits  multiples  aussitôt  qu'on  soumet  les  indices  à  certaines  restrictions  qm  puissent 
écixrter  précisément  ces  circonstances  contraires  à  la  convergence  :  par  exemple,  cer- 
taines conditions  d'inégalité  qu'on  pourrait  établir  entre  les  indices  >,,  X..,...,  "/, ,  et 
joindre  au  produit,  de  telle  sorte  que  le  signe  de  la  multiplication  s'étende  aux  valeurs 
des  indices  qui  satisfont  à  ces  conditions ,  les  autres  valeurs  se  trouvant  exclues.  Géné- 
ralement parlant,  on  ne  peut  rien  dire  de  plus  ici  sur  le  choix  de  ces  équations  de 
condition.  Mais  il  existe  une  classe  entière  de  fonctions  semblables  qui  ont  des  l'apports 
très-étroits  avec  certains  résultats  de  la  Théorie  des  nombres;  et  précisément  les  con- 
ditions d'inégalité  dont  nous  parlons  offrent  une  appropriation  très-pai-ticulière  pour 
cette  nature  de  questions.  Par  exemple,  on  trouve  toujours  pour  ces  cas  une  combi- 
naison d'un  nombre  déterminé  de  valeurs  de  l'expression  N,  qui  acquiert  une  valeur 
réelle  et  entière;  et  les  conditions  d'inégalité  ressortent  alors  dé  ce  qu'elles  réduisent  à 
un  N  unique  un  groupe  entier  de  valeurs  en  nombre  infini  de  N  pour  lesquelles  cette 
combinaison  a  la  même  valeur,  et  qui  apparaissent  comme  termes  d'une  progression 
géométrique.  Les  fonctions  auxquelles  on  est  conduit  par  cette  voie  paraissent  possé- 
der des  propriétés  très-remarquables  ;  elles  ouvrent  la  cai-rière  aux  plus  belles  re- 
cherches et  semblent  être  ic  terrain  où  \'iennent  se  joindre  les  parties  les  plus  difficiles 
de  l'analyse  et  celles  de  la  théorie  des  nombres. 

Au  reste,  on  pourrait  appliquer  aux  séries  auxquelles  conduit  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  des  considérations  toutes  semblables  à  celles  qui  viennent  d'être  ex- 
posées pour  les  produits  infinis. 


PURES  ET  APPT.IQUÉES.  4:*i< 

EXTRAIT  D'UNE  LETTRE   DE  M.  WILLIAM  ROBERTS 
A  M.  LIOUVILLE. 


(I  Dublin,  24  octobre  iSi'i 

»    ...  Je  viens  de  lire  clans  les  Comptes  rendus  de  i  Académie  des 
Sciences,  tome  XXI ,  page  201,  une  communication  de  M.  Chasles, 
relative  aux  arcs  de  la  lemniscate  de  Bernoulli.  et  où  se  trouve  une 
génération  de  cette  courbe  clans  le  cercle. 
»   Je  transcris  : 

»    Qu'autour  d'un  point  pris  au  dehors  d'un  cercle,  à  une  distance 
du  centre  égale  au  rajon  multiplié  par  \  2,  on  fasse  tourner  une  droite 
et  qu'on  porte  sur  cette  droite,  à  partir  du  point,  un  segment  égal  à  la 
corde  quelle  détermine  dans  le  cercle,  ce  segment  sera  le  rajon  vecteur 
d'une  lemniscate. 

»  La   lecture  de  cette  proposition  m'a  suggéré  les  remarques  sui- 
vantes : 

»  I.  Si  le  point  fixe  est  choisi  arbitrairement,  la  construction  ci- 
dessus  donnera  le  lieu  des  projections  orthogonales  du  centre  d'une 
ellipse  ou  d'une  hyperbole  quelconque  sur  les  tangentes  à  cette  courbe. 
•  2.  Si  par  un  point  pris  sur  la  surface  d'une  sphère  on  fait  passer 
des  arcs  de  grands  cercles  qui  coupent  un  petit  cercle  décrit  sur  la 
sphère  avec  le  rajon  sphérique  </. .  et  si,  à  partir  du  point  fixe,  on 
porte  sur  ces  grands  cercles  des  arcs  égaux  aux  cordes  sphériqws  cor- 
respondantes du  petit  cercle,  les  extrémités  de  ces  arcs  donneront  une 
coiu-be  représentée  par  l'équation  polaire 

„  ,            sin-a  —  sin-'Jsin'oi 
t'-»"?    -k'  = -^^^ ' 

0*  est  l'arc  de  grand  cercle  compris  entre  le  |ioii.t  fixe  et  le  pôle  du 

petit  cercle. 

57.. 


452  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

J'ai  fait  voir,  dans  votre  Journal,  que  cette  équation  est  celle  d'une 
courbe  obtenue  en  coupant  une  sphère  par  un  cône  du  second  ordre , 
dont  le  sommet  est  en  un  point  de  la  surface  sphérique,  et  dont  lun 
des  axes  principaux  passe  par  le  centre  de  cette  surface;  c'est  aussi 
l'équation  du  lieu  des  extrémités  des  arcs  de  grands  cercles  abaissés 
perpendiculairement  du  centre  d'une  conique  sphérique  sur  les  grands 
cercles  tangents  à  cette  conique. 

■  3.  Deux  variétés  de  cette  courbe  présentent,  comme  je  lai  pré- 
cédemment montré,  des  analogies  remarquables  avec  la  lemniscate 
ordinaire,  de  même  que  les  coniques  sphériques  dont  elle  dérive 
ont  avec  l'hyperbole  équilatere  de  grandes  analogies.  On  obtient  ces 
deux  variétés  en  établissant  entre  a  et  &  les  relations 

i^i)  sin  c?  =:  v'asina, 

(2)  sin  Cf.  =  v^.sini  â. 

»  Quoique  les  résultats  que  je  viens  de  vous  indiquer  n'aient  pas 
par  eux-mêmes  un  grand  intérêt,  je  crois  qu'ils  valent  la  peine  d'être 
mentionnés  ;  ils  confirment  l'analogie  entre  une  classe  remarquable 
de  courbes  planes  et  une  classe  de  courbes  sphériques  qui  n'a  pas,  que 
je  sache,  été  jusqu'ici  remarquée,  et  qui  peut  servir  à  la  représentation 
des  fonctions  elliptiques.   » 
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A  wwxi  ^v\  v^^yvv\'*v^\^^AAA  vk\:\\\\\A-vv\^v*\\*  V 


NOTE 

SUR    UNE    INTÉGRALE    DÉFINIE; 
Par  m.   William  ROIîERTS 


Considérons  une  ellipse  sphérique,  dont  les  demi-axes  sont  les  arcs 
/  et  9,  et  dont  l'équation  polaire  est,  par  conséquent. 

I      cos'w        sin- w 

sin-  p  sin'  9        sin'  X  " 

l'aire  sectorielle  indéfinie  aura  pour  sa  valeur,  par  la  formule  counue. 
l'intégrale 

9.Jmi'ipdo^,      ou      «-     f  d,,  JT- L^°g'^'=«^^-'  +  tang'esin-o.  \ 

'  J  y    \tang=Asececos'M-(- tang'6séc'>sin=w/ 

Supposons  X  <  ô ,  et  faisons 

tang  M  =  V'  I  -  h'  tang  9 ,      où      //  =  y/  ( ,  -  |^)  : 

si  l'on  intègre  depuis  0  =  0  jusqu'à  0  =  ^7:,  on  aura  pour  la  qua- 
trième partie  (A)  de  l'aire  sphérique,  limitée  par  le  périmètre  de  l'el- 
lipse sphérique,  l'expression 

A=:i7r- vr^T^cosô  T' ^-^ '^ 

Jo        I  — A'sin'ç  y^i_*'sin'9sin'«) 

OU,  d'après  la  notation  des  fonctions  elliptiques. 

A  =^71  -  v/T^~Â'cos6n(- A'.  //sin6)[*]. 

[*]  On  peut  déduire  cette  expression  de  la  formule  donnée  par  M.  Catalan ,  dans  rr 
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Cela  posé ,    si  l'on  différentie  cette  expression   par   rapport   à   5 ,  en 

supposant  //  constant ,  on  trouvera 


■m 


je=:\i  — 


[  -'o        '-''^■"?(,_A'sin'esin'o)^J 

On  a,  d  ailleurs  , 
r^  ~       sin=  o  d'j 


M. 


I  —  A-sin'Gsin' 


et 


£ 


I  —  /;'sin-  9  sin- si- 
en sorte  que 


^  =  j-^—-  \u(—h-,  hsinO 

/       do  v(i  —  h^  sin'  Q  sin*  cp)  = 


•^o       (j—  h-sin-'ism-o)-  J 


(  I  —  h-  sin-  9  '. 

E  (h  sin  b 


r  —  A=sin'6 


I  —  h'sin  "j 


dX 


de 


S  I 


—p;    E  A  Sin  91  .  j^ 

h-  — '  ,    .  ,,  sin  Bde. 
I  —  «-  sm'  e 


Cette  différentielle  a  pour  valeur  géométrique  la  quatrième  partie  de 
la  couronne  elliptico-sphérique  comprise  entre  deux  cônes  du  second 
degré  consécutifs,  qui  ont  pour  sommet  commun  le  centre  de  la  sphère, 
et  dont  le  rapport  des  tangentes  trigonométriques  des  demi-angles 
principaux  est  constant.  Par  conséquent,  si  Ton  intègre  depuis  6  ^  o 
jusqu'à  5  =  4  -,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura  une  expression  pour  la 
huitième  partie  de  la  surface  sphérique  totale  ;  donc 


VI 


¥ 


r^"    Ei/isin9^ 
J^        I— /('sin"9 


sin  0  dS  —  -• 


et  si  l'on  pose 


h  sin  5  =:  A' . 
on  transformera  cette  intégrale  dans  la  suivante  : 
r'' F  (/■)  /!•  di-        _  r-M 


lournal ,  tome  VI ,  page  34o ,  pour  la  portion  de  la  surface  sphérique  interceptée  par 
un  cône  du  second  ordre,  dont  le  sommet  est  au  centre  de  la  sphère.  Il  faut  substituer 
pour  a  et  b,  dans  la  notation  de  ce  savant,  tang  6  et  tang  >. ,  et  pour  a  et  p,  coséc  6  et 

rospc  A. 
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Un  peut   vérifier  ce  résultat  par  des  considérations  très-simples  :   en 
effet ,  on  a 

Ew=î['-(0"*=-(i-4)'i-ui6rT---J- 

et,  en  divisant  cette  série  par  i  —  k'\  on  trouve 

comme  on  le  verra  facilement  en  midtipliant  cette  dernière  série  par 
la  quantité"!  —  k"^.  Donc,  en  se  rappelant  que 


r*     X "■■*-'  M       __  2.4...2«—  2.2//  ^j„^, 

X      s'f''  —  *■  3.5....2«—  I.2«-f-  I  ' 


2.4.--2«  —  2.2« 

on  déduit 


X    {,-p)sfF^r^       2  I        a         2  4         24  6 
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Sur  un  Mémoire  de  M.  Serret,  relatif' à  la  représentation  des 
Jonctions  elliptiques; 

Par    J.    LIOUVILLE. 


(Entrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadétnin  des  Sciences,  lome  XXI,  page  12.55) 


a  I.  J'ai  eu  l'honneur  de  faire  ,  il  y  a  quelque  temps  ,  au  nom  d'une 
Commission  composée  de  M.  Lamé  et  de  moi,  un  Rapport  sur  un 
Mémoire  de  M.  Serret,  relatif  à  la  représentation  géométrique  des 
fonctions  elliptiques.  Ce  Mémoire ,  dont  l'Académie  a  ordonné  l'in- 
sertion dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers,  contient,  entre  autres 
résultats  remarquables,  la  découverte  de  diverses  classes  de  courbes 
algébriques  dont  les  arcs  représentent  identiquement  les  valeurs  de 
certaines  fonctions  elliptiques  de  première  espèce.  Les  modules  des 
fonctions  elliptiques  dont  il  s'agit  ont  pour  carrés  les  racines  Ç  d'équa- 
tions du  premier,  du  second,...,  du  m"''"'  degré  à  volonté,  équations 
où  entre  un  paramètre  indéterminé  n  et  dont  voici  le  mode  général  de 
formation. 

"   Soient 

../-,  —  (^  — ^)"'(^+°)"  .1,  fr-)  —  i^-haYiz  —  a)'" 

3>  (Z= — -, r:^:: — '        V   *    — — ', Tin^ — ' 

'   ^   '  (z  +  a)"+'  "      ^  (z  — a)""-*-' 

m  et  n  désignant  des  nombres  entiers  positifs.  Formez  les  dérivées 
o'"  (z),  à"  (z)  de  Tordre  m  et  de  Tordre  ?i  respectivement.  Elles  donne- 
ront lieu  à  l'identité  suivante 


qui  est  très-facile  à  démontrer.  Ainsi  les  équations 
ç,'"  (a)  =  o ,     d>"  (—  a)  =  o 
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n'établissent  entre  a  et  a  qu'une  seule  relation.  De  plus,  si  l'on  fait 

_  (a  -I-  'xf 

^-    4^.    ' 
ou  trouve  que  9"'  (ai  peut  se  mettre  sous  la  forme 

n,„(Ç)  désignant  un  polynôme  en  Ç,  du  degré  m.  Et  c'est  l'équation 

n,„  (ç)  =  o 

qui  fournira  les  racines  Ç  dont  nous  avons  parlé  tout  à  l'heure. 

»  M.  Serret ,  dans  son  premier  travail ,  s'était  contenté  d'écrire  la 
valeur  de  n,„  sous  la  forme  d'une  double  somme  très-compliquée; 
mais  de  nouvelles  recherches  l'ont  conduit  depuis  à  un  résultat  d'une 
simplicité  inespérée.  Il  a  trouvé 

fB)  n,„(0  =  --'^°'-'^"^^~'>". 

En  particulier,  pour  /n  =  n,  et  en  posant  Ç  =  "^  "^  ' ,  on  a  donc 


n„  = 


I   d''.[x'  —  i] 
9."        (Ix  " 


en  sorte  que  les  fonctions  11„,  divisées  par  i  .o...  .n,  couicideut  avec  les 
fonctions  X„  de  Legendre,  qui  se  présentent  dans  le  développement  de 

(i  —  ixt  +  <°)  '. 

»)  L'auteur  a  démontré  la  proposition  précédente  dans  un  Mémoire 
qu'il  vient  de  publier  et  dont  il  m'a  chargé  d'offrir  en  son  nom  un 
exemplaire  à  l'Académie.  La  méthode  dont  il  a  fait  usage  conduit 
d'abord  aune  relation  linéaire  entre  trois  fonctions  n„,  n,„+,,  n,„^j, 
puis  à  l'expression  générale  indiquée  ci-dessus,  cl  enfin  à  une  équation 
différentielle  du  second  ordre,  à  laquelle  chaque  fonction  n,„  satisfait. 
Les  géomètres  en  appréciej'ont  toute  l'utilité  d'après  les  résultats  im- 
portants qu'elle  a  fournis;  toutefois,  ils  trouveront  peut-être  qu'elle 
exige  des  calculs  un  peu  longs.  Je  me  propose  d'arriver  ici  directement, 

Tome  X  —  Pëcf.mbxb  i845.  Cg 
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et  par  un  moyen  facile,  à  l'expression  de  ç""  (a)  ou  de  <i>''(—  a),  dont 
on  a  besoin. 

1)  Mais ,  auparavant ,  observons  qu'on  peut  donner  à  l'expression 
de  Ilm  {Ç)  plus  d'élégance  encore  en  s'appuyant  sur  l'identité 


(C) 


r  (n-h  i]  dX,"  T{iii-\-  i) 


qui  se  démontre  elle-même  de  suite  en  développant  les  puissances  de 
Ç  —  1  ,    effectuant   les  différentiations   et  comparant    dans  les   deux 
membres  les  coefficients  des  termes  où  Ç  est  affecté  du  même  exposant. 
»  D'après  les  équations  (B)  et  (C),  il  vient 

de  sorte  qu'en  mettant  de  côté  le  facteur  numérique,  les  fonctions  U,„ 
se  confondent  avec  les  simples  différentielles 

dZ." 

C'est  à  la  formule  (D)  que  j'arriverai  en  formant,  comme  on  va  le  voir, 
la  valeur  de  f'"  (a). 

>'   2.  Démontrons  d'abord  un  lemme  qui  sert  de  base  au  nouveau 
procédé. 

»  La  formule  de  Lagrange ,  appliquée  à  l'équation 

où  Ç  et  i  sont  des  variables  dont  la  seconde  est  supposée  assez  petite 
pour  la  convergence  de  la  série  ,  nous  donne 


/(^)  =  2  FT^rn 


f        rf"-'./'(ç)F(ç)" 


{n  +  i)  dt"-' 

et,  par  suite, 


y'ij)^;.  —  ^r(„    ,      ,1 


Maintenant,  soient 

j'[f)  =  r'"      et     Y(y)=  r  —    i. 
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ce  qui  donne 

•^  I  —  ?'  dÇ  i   —  t' 

il  viendra 

(E)  i^^-^)"    -y      '"       d-.^-jt-ty 


rfî:» 


»  L'examen  de  diverses  fonctions  dans  le  développement  desquelles 
figurent  des  quantités  de  la  forme 

dZ" 

m'avait  conduit  à  la  formule  '  E).  Voici  comment  j'en  ai  déduit  ensuite 
la  valeur  de  f""  (a). 

»  .">.  Puisque  l'on  a 

la  dérivée  <p"'lz)  coïncide  avec  le  coefficient  de  u'"i'"  dans  le  dévelop- 
pement de 

d"'  1 

dz"  [z-h  y.  —  (z-h  a)v][j  —  (z  —  o)  a] ' 

suivant  les  puissances  croissantes  des  deux  indéterminées  u  et  v.  Or,  la 
fraction  qu'on  doit  à  présent  diflérentier,  considérée  comme  fonction 
de  z,  se  décompose  en  deux  fractions  simples 

A  B 


a  —  ai'  -t-  (l  —  v)z  i  -h  au  —  «: 


A=:  ,4^^ r-.  B 


"  -4-  (a  -f-  a  —  2ac~  K  I  —  r  -i-   a-ha.  —  2ac)  ii  ' 

et.  par  suite,   la   dérivée  de  l'ordre  m.  divisée  par  i.-i.3...;n,  est 
égale  à 

(—  O'-Afi  —  p)"  bu- 

[a — ap-t-(i — c)i]"-*-'  (i  4-n«  —  uz]""^' 

Comme  nous  n'avons  besoin  que  du  coefficient  de  u'"v"  dans  le  déve- 
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loppement,  nous  pouvons  supprimer  le  second  terme  qui  contient 
partout  le  facteur  «'""^',  puisque  B  contient  le  facteur  ii.  Eu  faisant 
2  =  a,  on  voit  donc  que 


1.2.../» 


a  pour  valeur  le  coefficient  de  u'"  s^'  dans  le  développement  de 

fi  —  i'-)-(a+  a  —  2<7<')«][2x  —  ifl  -+■  odivY"' 

c'est-à-dire  le  coefficient  de  v"  dans  le  développement  de 

\a  -r-  a  —  7.avf 
[la  —  [a  -t-a)!']'"*' 

Mais ,  en  posant 

2af  ^ \«  -H  «)" 

a  -f-  a  "  L^au 

cette  dernière  quantité  devient 

a  (a  +  a)"   (I  —  f)""*' 

En  vertu  de  la  formule  (E),  le  coefficient  t'\  dans  le  développement, 
sera  donc 

2'"- 'g"'  I  rf"  .  Ç'"  ^^  —  I  1"  ^ 

si  l'on  rétablit  la  variable  v  au  lieu  de  t,  il  faudra  multiplier  par 

[a^  «)" 
2"  a" 

pouravon-  le  coefficient  de  v".  On  obtient  ainsi  finalement 

1.2...  /«  a""^'  r  («  +  I  1  rf'ï" 

En  permutant  ;n  et  «,  et  changeant  les  signes  de  «  et  a  ,  cette  tormule 
en  donne  une  autre,  savoir. 

1 2 ....  n  3.'"-*-'  r(m-\-  l)  dÇ" 
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Nous  savons  d'avance  que  la  somme  des  deux  résultats  doit  être  nulle, 
et  c'est  ce  qu'on  peut  du  reste  vérifier  à  l'aide  de  l'équation  iden- 
tique (C).  Réciproquement,  si  l'identité  (G)  n'était  pas  déjà  démontrée, 
nous  y  arriverions  connue  à  une  conséquence  nécessaire  de  l'équation 

i    •>....  m  I  .  2 ...  « 

»   L'expression  de  9'"  a),  savoir, 

a)"-'"  a"    r  (m  -+-   i  )  rf" .  Ç™  ^  i;  —  i    ■ 


f'"  [a)  =  ■i"'-"-' 


V  {n  -h  i)  lit" 


qu'on  déduit  de  notre  analyse,  étant  comparée  à  celle  que  donne  la 
formule   A),  on  en  conclut 

,^   _  r(m  +  1)  rf".r(g— 11" 

comme  nous  l'avions  aimoncé. 
»  4.    Ainsi,  l'équation 

peut  s'écrire 

dxp 

)   Appliquons  n  lois  de  suite  le  théorème  de  Kolle  a  l'équation 

F(Ç)  =Ç"'(Ç-  '■/'  =  o, 

qui  a  m  racines  égales  a  o  et  /i  racines  égales  à  1;  l'équation  dérivée 
F'  (Ç  j  =  o  en  aura  donc  {m  —  i)  égales  à  o,  (n  —  i  !  égales  à  1 ,  et 
une  Ç,  comprise  entre  o  et  i  ;  F"  (Ç)  =  o  en  aura  \m  —  a)  égales  a  o  , 
\n  —  •1)  égales  à  i ,  et  deux  Ç, ,  Ç'^,  comprises  entre  o  et  Ç,  d'une  pari. 
Ç,  et  I  de  l'autre.  En  continuant  ainsi  jusqu'à  la  dérivée  de  Tordre  // , 
et  dans  l'hypothèse  de  n  au  moins  égal  à  m.  on  verra  que  les  m  la- 
cines  de  l'équation 

rfï" 

sont  réelles,  uiégales,  et  comprises  entre  u  et  1  :  lin  or.mc  d  une  liante 
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importance  dans  la  question  où  cette  équation  se  présente,  et  dont  il 
était  bon  de  rappeler  la  démonstration  déjà  donnée  par  M.  Serret. 
La  même  méthode  appliquée  au  cas  de  m  >  n  prouverait  qu'alors 
l'équation  a  m  —  ii  racines  nulles  et  seulement  n  racines  distinctes 
comprises  entre  o  et  i . 

»   o.   Chaque  fonction  n„(Ç)  satisfait  à  une  équation  différentielle 
linéaire  du  second  ordre.  Soit,  en  effet. 


'f  =  r^Ç"K-0",    do,,    n. 


En  prenant  la  différentielle  à  indice  («  -t-  i)  de  l'équation  ,  facile  à  vé- 
rifier, 

(?'  -  Ç)  ^  +  [m  -  (m  -+-  ra)Ç]  X  =  o , 
on  aura  donc 

(s'  - ?)-rf^  +  [(" - '«+  2) ç  +  ?«  -  rt  - 1]  ^'  -  m («  H- 1) n,„  =  o, 

comme  M.  Serret  l'a  trouvé. 

»  En  général,  les  fonctions  n  dépendent  de  la  variable  Ç  et  des  m- 
dices  m,n,  qu'il  conviendrait  de  mettre  tous  les  deux  en  évidence ,  en 
écrivant 

n;,;(ç^i    ou    n:, 

expression  qui ,  daprés  ce  que  nous  avons  vu ,  représenterait  indiffé- 
remment lune  ou  l'autre  des  quantités  équivalentes 

'     ^"' ■£"(?—»)'"       r(CT+i)  rf".i;"(i;— ip 
»  On  déduit  immédiatement  de  là  cette  formule 

r  (/«  + 1  )  '  "■  ' 

qui  permet  de  permuter  entre  eux  les  indices  inférieur  et  supérieur. 
■'  On  peut  introduire  les  fonctions  11^  dans  le  .second  membre  de 
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la  formule  (E) ,  qui  devient  alors 

\r  signe  ^  se  rajiportant  toujours  à  n. 

»  En  différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  ^ ,  et  multipliant 
ensuite  par  Ç  —  / ,  on  trouve  aisément 

il  en  résulte,  par  la  comparaison  des  puissances  semblables  de  / , 

„ ,.       s.dn',1,       dnT' 
mil  '  =  Z  —, ; — 

»  En  diÉférentiant ,  au  contraire,  l'équation  (G;  par  rappori  a  / ,  et 
multipliant  ensuite  par  (Ç  —  t)[i  —  t) ,  on  verra  que  les  deux  quan- 
tités 

[Ç-(i-i-i;)t^t']^nt'-'U: 
et 

[{m-{- i)'ç  —  m—  t\^t"  n: 

sont  égales  entre  elles.  De  là,  entre  trois  fonctions  consécutives 

n"+%    n"+',    n,;,, 

la  relation  linéaire 

[n  -+-  2)Ç  n"t'  =  [{rn  +  n  -+-  2)Ç  -t-  «  —  m+  i]  n",„^'  —  (n  -f-  0  0^'. 
Kn  changeant  m  en  n  et  n  en  ni ,  il  s'ensuit 

m  -f-2)çn;;'+'  =[(m  +  /t-ha)ç-f- m  — «  +  i]n:+'  —  (ni+i)n:'. 

Si  donc  on  permute,  à  laide  de  la  formule  (F),  les  indices  inférieuis 
et  supérieurs ,  on  en  conclura 

n:+,  =:  [{n  -+-  /M  -h  2)ç  -  («  -  m  -  i)]  n:,  +.  - ,/«  + 1)'  çn;:. . 

c'est  cette  dernière  relation  que  M.  Serret  a  d'abord  obtenue,  et  c'est 
par  elle  qu'il  a  été  conduit  à  l'expression  simple  des  fonctions  TI. 
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»  Que  l'on  change  m  en  m  -^  i  dans  la  formule  ((j),  et  l'on  en 
tirera  encore  immédiatement 

(I  -  t  )2 '"n;;.+,  =  .'«  +  r){ç  -  0  2  ^"  n: ; 

donc 

n,;,|;  -  n;:,^,  =  im  +  i)  rç  n"+'  -  n':). 

»  En  général,  les  divers  développements  où  les  fonctions  n  entrent 
comme  coefficients  mènent  à  de  nombreuses  propriétés  de  ces  fonc- 
tions ;  mais  nous  n'avons  pas  l'intention,  pour  le  moment,  de  suivre  ces 
recherches. 

»  6.  Terminons  en  donnant  de  la  formule  (E),  qui  nous  a  été  si 
utile ,  une  démonstration  nouvelle ,  plus  élémentaire  en  ce  sens  qu'on 
nv  fait  point  usage  de  la  série  de  Lagrange ,  et  qui  repose  d'ailleurs 
sur  des  considérations  toutes  semblables  à  celles  dont  nous  nous 
sommes  servis  pour  trouver  o'"  (2). 

»  La  dérivée 

r/'".i;"(g-i)'" 

^C'- 
est précisément  le  coefficient  de  11'"  v"  dans  le  développement  de 


dt"'  (i  — pi;)[,  — (ç  — i)m] 


suivant  les  puissances  croissantes  de  u  et  \>.  Or,  la  fraction  qu'on  doit 
à  présent  différentier,  considérée  comme  fonction  de  'Ç  .  se  décompose 
en  deux  fractions  simples 


A  =        ,        .    ,        B  =  - 


(' — (i  —  v)ii  V [l f)«' 

de  là  ,  pour  la  dérivée  de  l'ordre  m,  divisée  par  1.2. ..m.  cette  valeui 
Al'™  B/t" 
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Comme  nous  n'avons  besoin  que  du  coefficient  de  u'"  v'',  nous  pouvons 
supprimer  le  second  ternie  qui  contient  partout  le  facteur  «"""',  puis- 
que B  contient  le  facteur  u.  Reste  le  premier  terme,  savoir, 


\y — (l  —  v)u\{i  — «£)"■* 


dans  le  développement  duquel  on  doit  chercher  le  coefficient  de  u!"  i/"; 
cela  revient  à  chercher  le  coefficient  de  v"  dans  le  développement  de 

(  — ^)- 

Nous  sommes  donc  assurés  que 

1       d'^:c'[t—\Y 

\  .1.  .  .m  dÇ" 

exprime  le  coefficient  de  v"  dans  ce  dernier  développement.  Posons 
'^  =  :'  et  multiplions  tout  par  Ç"";  il  s'ensuivra  que  le  coefficient  de  t" 
dans  le  développement  de 

est 


c'est-à-dire,  eu  égard  à  l'identité  (C), 

r(/i-f-i)        rfç" 
La  formule  (E)  est  donc  démontrée.   » 


Tome  X.  —  De<.£iibrk  i845.  Sg 


466  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


THE0RÈ3IES  DE   GEOMETRIE 

Par  m.  Michael  ROBERTS. 


(Communication  de  M.  Liouville  à  l'Académie  des  Sciences.  —  Comptes  rendus,  t.  XXI,  p.  1410 


a  M.  Liouville  entrerient  l'Académie  de  quelques  théorèmes  qui  lui 
ont  été  communiqués  par  un  géomètre  de  Dublin,  M.  jNIichael  Ro- 
berts[*].  Ces  théorèmes  très-intéressants  sont  surtout  relarifs  aux  lignes 
géodésiques  et  aux  lignes  de  courbure  que  l'on  peut  tracer  sur  la  sur- 
face d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  31.  Michael  Roberts  fait  voir, 
par  exemple,  que  les  lignes  géodésiques  qui  partent,  dans  toutes  les 
direcrions,  d'un  des  ombilics  de  la  surface,  vont  nécessairement  aboutir 
à  l'ombilic  opposé,  où  elles  arrivent  avec  des  longueurs  égales.  Il 
prouve  aussi  que  les  lignes  de  courbure,  considérées  par  rapport  à 
deux  ombilics  intérieurs,  pris  pour  foyers,  offrent  la  plus  grande  ana- 
logie avec  l'ellipse  ordinaire,  et  pourraient  être  décrites,  conune  elle  , 
au  moyen  d'un  fil  attaché  par  ses  extrémités  à  ces  points  fixes.  En 
effet ,  la  somme  des  deux  arcs  géodésiques  menés  des  foyers  à  un  point 
reste  constante  quand  le  point  se  meut  sur  la  ligne  de  courbure  à  la- 
quelle il  appartient.  On  trouve  la  même  analogie  avec  l'hyperbole  en 
prenant  pour  fovers  un  ombilic  intérieur  et  un  ombilic  extérieur. 

31.  ]Michael  Roberts  démontre  ces  théorèmes  d'une  manière  très- 
simple  en  partant  de  1  équation  différentielle  des  lignes  géodésiques, 
mise  sous  la  forme 


u.-  cos    i  -H  V-  sin-  i  = 


H' 


que  M.  Liouville  lui  a  donnée  dans  le  Jownal  de  Mathématiques 
(tome  IX,  page  4oi)-  Les  démonstrations  de  l'auteur  reposent,  d'une 
part,  sur  ce  que  (3  a  la  même  valeur  pour  toute  ligne  géodésique  pas- 
sant par  un  ombilic  quelconque;  d'autre  part,  sur  ce  que,  pour  une 

[*]  Le  Mémoire  de  M.  Michael  Roberts  paraîtra  dans  un  prochain  caliier. 
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valeur  donnée  de  p ,  et  en  un  point  (/jl,  v;,  on  n'a  pour  tang^  /  qu'une 
seule  valeur,  en  sorte  que  deux  lignes  géodésiques  qui  répondent  à 
une  même  valeur  de  |S,  ne  peuvent  se  rencontrer  sur  une  ligne  de 
courbure  sans  faire  avec  elle,  d'un  côté  ou  d'un  autre,  des  angles 
égaux.  Ces  lemmes  qu'on  établit  immédiatement  étant  admis,  soit  \nr 
une  ligne  de  courbure,  et  menons  des  quatre  ombilics  au  point  j\l  les 
arcs  géodésiques  AM,  BM,  CM,  DM.  La  valeur  de  fi  restant  la  même 
pour  ces  arcs,  ils  devront  tous  faire  de  divers  côtés  le  même  angle  avec 
MM';  donc  ils  seront  deux  à  deux  le  prolongement  l'un  de  l'autre,  et 
si  A  et  C  sont  deux  ombilics  opposés,  la  ligne  géodésique  .\M  se  con- 
tinuera par  MC  jusqu'au  point  C.  De  plus,  quand  on  passe  du  point  M 
à  un  point  infiniment  voisin  M',  AM  augmente  ou  diminue,  d'après  un 
théorème  de  M.  Gauss,  de  la  projection  de  MM'  sur  AM;  à  cause  de 
l'égalité  des  angles  en  M,  CM  diminue  ou  augmente  de  la  même  quan- 
tité. La  somme  ou  l'arc  total  AMC  conserve  donc  la  même  valeur . 
quelle  que  soit  la  direction  primitive  en  A.  On  arrive  de  la  même  ma- 
nière aux  égalités 

AM  +  BM  =  constante  ,     AM  —  DM  =:  constante. 

La  longueur  constante  de  AMC  est  évidemment  celle  du  demi-périmetre 
de  l'ellipse,  qui  sur  la  surface  et  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
mojen  passe  par  les  quatre  ombilics;  mais  il  faut  remarquer  que  les 
arcs  indéfinis  AM,  partant  d'un  ombilic,  s'expriment  aussi  par  des  arcs 
d'ellipses,  quoique  en  général  l'expression  d'un  arc  géodésique  dépende 
des  transcendantes  abéliennes. 

»  D'autres  propositions  se  déduisent  de  ce  que  /3  conserve  une 
même  valeur  pour  toutes  les  lignes  géodésiques  qui  sont  tangentes  à 
ime  même  ligne  de  courbure.  On  conclut  aisément  de  là  que  si  deux 
lignes  géodésiques  sont  tangentes  à  deux  lignes  de  courbure  données, 
et  se  coupent  à  angle  droit,  le  lieu  de  leur  intersection  aura  tous  ses 
points  à  égale  distance  du  centre  de  rellijisoïde,  et  sera  une  sphéro- 
conique;  la  condition  de  toucher  une  ligne  géodésique  donnée  pourrait 
être  remplacée  par  celle  de  partir  d'un  ombilic.  Nous  ajouterons  en- 
core ce  théorème  que  M.  Roberts  ne  paraît  pas  avoir  aperçu ,  mais 
qu'on  déduit  aisément  de  ce  qui  précède,  comme  l'a  remarqué 
M.  Chasies  :  Si  deux   lignes  géodésiques  sont  menées  d'iui  quelconque 
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des  points  d'une  ligne:  de  courbure  tangentielleraent  à  une  autre  ligne 
de  courbure  de  même  espèce ,  la  somme  de  ces  deux  lignes  géodé- 
siques  aura  avec  l'arc  intercepté  sur  la  seconde  ligne  de  courbure  une 
différence  constante.  Cette  propriété  est  analogue  à  celle  des  ellipses 
planes  homofocales.  L'analogie  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde 
avec  les  systèmes  de  coniques  planes  homofocales  se  manifeste  au  reste 
sous  différents  points  de  vue;  c'est  ce  qu'on  peut  voir  en  particulier 
par  le  théorème  suivant  que  cite  M.  Roberts ,  et  qui  est  dû  à  M.  Mac- 
CuUagh:  Les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  se  projettent  sur  les 
plans  des  sections  circulaii-es,  par  des  droites  parallèles  à  l'axe  minimum 
de  la  surface ,  en  coniques  homofocales  ayant  pour  foyers  les  projec- 
tions des  ombilics.  Relativement  aux  sphéro-coniques  dont  on  a  parlé 
tout  à  l'heure ,  et  dont  l'équation  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  est  de 
la  forme 

jj.^  -f-  v^  =  constante  , 

M.  Mac-Cullagh  trouve  qu'elles  se  projettent  en  cercles  concentriques. 
»  En  terminant  l'analyse  des  beaux  résultats  obtenus  par  M.  Michael 
Roberts,  M.  Liouville  fait  observer  que  l'équation 

jj.-  cos^  i  -+-  V-  sin-  i  =  ^, 

dont  cet  habile  géomètre  s'est  servi,  revient  à  une  autre  équation 
PD  =  constante , 

que  l'on  doit  à  M.  Joachimsthal  et  qui  se  prête  aussi  très-bien  aux  con- 
sidérations géométriques  ;  enfin ,  il  rappelle  que  c'est  M.  Jacobi  qui  a 
ici  ouvert  la  route  et  vaincu  le  premier  les  grandes  difficultés  du  sujet 
par  une  découverte  capitale,  en  intégrant  l'équation  des  lignes  géodé- 
siques  sur  un  ellipsoïde  quelconque.    » 
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Sut"  le  rayon  de  courbure  des  courbes  géomé- 
triques ;  t.  IX,  p.  435. 


—  Sur  les  dent  formes 
^'■-^j'-i-z'-rl',     x*-hiy-  -i-3t'-i-6l'; 

t.  X,  p.  169. 

—  Sur  diverses  questions  d'analyse  et  de  physi- 

que mathématique;  l.  X,  p.  322. 

—  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  Serrct,  sur  la 

représentation  géométrique  des  fonclibns 
elliptiques  et  ultra- elliptiques  ;  t.  X. 
p.  290. 

—  Note  ajoutée  à  ce  Rapport  ;  p.  X,  p.  aoS. 

—  Sur  une  propriété  générale  d'une  classe  dr- 

fonctions;  t.  X,  p.  317. 

—  Sur  un  Mémoire  de  .M.  Serret,  relatif  à  la  n- 

présentation  des  fonctions  elliptiques- 1  X 
p.  456.  ■   ■  " 

—  Communication    verbale   à  l'Académie  de.- 

Sciences  ( Théorèmes  de  géométrie  par  M. 
Michael  Roherls)  ;  t.  X,  p.  4G6. 
LOBATTO.  —  Note  sur  une  propriété  ralativr 
aux  racines  d'une  classe  particulière  d'équa- 
tions du  troisième  degré;  t.  l.X,  p.  17-. 

—  Sur  quelques  nouveaux  caractères  propres  à 

reconnaître  l'imaginarité  de  deux  racines 
d'une  équation  numérique,  situées  entre  des 
limites  données  ;  t.  IX,  p.  agâ. 


-AI 


MAC-CDLLAGH.  —  Mémoire  sur  lis  lois  de  la 
réflexion  et  de  la  réfraction  cristalline  ; 
t.  VII,  p.  217. 

MINDING.  —  Sur  le  degré  de  l'équation  finale 
qui  résulte  de  l'éliminaiioii  ;  t.  VI,  p.  4i'2. 

MIQUEL.  —  Mémoire  de  géométrie  sur  les  an- 
gles curvilignes  (première  partie);   t.   IX, 


p.  20.  —  (Deuxième  partie);  1.  \,p.  347. 

MOLINS.—  Sur  les  trajectoires  qui  coupent  sous 
un  angle  donne  les  tangentes  à  une  courbe 
à  double  courbure  ;  t.  \"III,  p.  l'p. 

—  De  la  détermination,  sous  forme  intégrale 
des  équations  des  développées  des  courbes  à 
double  courbure;  t.  A  111,  p.  3-q. 


NEUMANN.  —  Recherche  théorique  des  lois 
d'après  lesquelles  la  lumière  est  réfléchie 
et  réfractée  à  la  limite  commune  de  deux 


milieu! complètement  transparenl>.;  1.  \  Il 
p.  369. 


OLIVIER  (Ta.).— Des  propriétés  osculatriccs  de  deux  surfaces  en  contact  par  un  point;  t.  VI,  p.  297. 


POINSOT.— Réflexions  sur  les  principes  fonda-    I    PUISEUX.  —  Problème  de  géométrie;  t.  VII, 
mentaux  de  la  théorie  des  nombres;  t.  X,  p.  I.    |  p.  65. 
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—  jNote  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel 

pesant  sur  une  sphère;  t.  VII,  p.  517. 

—  Note  sur  le  mouvement  d'une  chaîne  pesante 

infiniment  mince  sur  la  cycloîde  ;  t.  VIII, 
p.  71. 


Problèmes  sur  les  développées  et  les  dévelop- 
pantes des  courbes  planes;  t.   IX,  p.  $■}-. 
Sur  les  courbes  tautochrones  ;  t.  IX,  p.  409- 


RAABE.  —  Noie  sur  la  théorie  de  la  convergence 
et  de  la  divergence  des  séries;  t.  VI,  p.  85. 

ROBERT  (L.-E.).  —  Sur  les  intégrales  aux  dif- 
férences finies;  t.  IX,  p.  422. 

ROBERTS  (M.).  —  Note  sur  deux  systèmes  gé- 
néraux de  trajectoires  orthogonales  ;  t.  X , 

p.  131. 

—  Quelques  théorèmes  de  géométrie  (communi- 

cation verbale  de  M.  Liouville  à  TAcadémio 
des  Sciences);  t.  X,  p.  466. 
ROBERTS  (W.).  — Sur  une  représentation  géo- 
métrique des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce;  t.  VIII,  p.  a63. 

—  Sur  une  représentation  géométrique  des  trois 

fonctions  elliptiques;  t.  IX,  p.  i55. 

—  Application  de  la  théorie  des  transcendantes 


elliptiques  à  la  rectification  d'une  classe 
étendue  de  courbes  planes;  t.  X,  p.   177. 

—  Mémoire   sur  quelques  propriéétés  géomé- 

triques relatives  aux  fonctions  elliptiques; 
t.  X,  p.  297. 

—  Extrait  d'uneLetlre  adressée  à  M.  Liouville  ; 

t.  X,  p.  451  ■ 

—  Note  sur  une  intégrale  définie  ;  t.  X,  p.  453. 
RODRIGUES  (OO-  —  Du   développement    des 

fonctions  trigononiétriques  en  produits  de 
facteurs  binômes;  t.  VIII,  p.  217. 

—  Note  sur  l'évaluation  des  arcs  de  cercles, 

en  fonction  linéaire  des  sinus  ou  des  tan- 
gentes de  fractions  de  ces  arcs,  décroissant 
en  progression  géométrique;  l.  VIII,  p.  235. 


SARRUS.  —  Sur  la  résolution  des  équations 
numériques  à  une  ou  plusieurs  inconnues 
et   de    forme  quelconque;  t.   VI,  p.  171. 

SÉNARMONT.  —  Note  sur  la  théorie  mathé- 
matique de  la  double  réfraction;  t.  VIII, 
p.  36i. 

SERRET.  —  Note  sur  les  intégrales  eulériennes 
de  seconde  espèce;  t.  \II,  p.  114. 

—  Note  sur  quelques  formules  de  calcul  inté- 

gral ;  t.  VIII,  p.  I. 

—  Note  sur  les   fonctions   elliptiques  de  pre- 

mière espèce;  t.  VIII,  p.  i45. 

—  Sur  quelques  formules  relatives  à  la  théorie 

des  intégrales  eulériennes;  t.  VIII,  p.  489. 

—  Propriétés  géométriques  relatives  à  la  théorie 

des  fonctions  elliptiques;  t.  VIII,  p.  495. 

—  Sur  une  propriété  mécanique  de  la  lemnis- 

cate,  découverte  parN.  Fuss;  t.  IX,  p  aS. 

—  Note  à  l'occasion  du  Mémoire  de  M.   Wil- 

liam Roberis,  sur  une  représentation  géo- 
métrique des  trois  fonctions  elliptiques  ; 
t.  IX,  p.  160. 

—  Mémoire   sur   l'intégration   d'une   équation 


différentielle  à   l'aide  des   différentielles  à 
indices  quelconques;  t.  IX,  p.  193. 


Note  sur  l'intégrale 


/ 


-<ir;t.lX, 


p.  436. 

—  Mémoire  sur  la  représentation  géométrique 

des  fonctions  elliptiques  et  ultra-elliptiques  ; 
t.  X,  p.  257.  —  Addition  au  Mémoire  pré- 
cédent; t.  X,  p.  286. 

—  Développements  sur  une  classe  d'équations 

relatives  à  la  représentation  géométrique 
des  fonctions  elliptiques;  l.  X,  p.  35i. 

—  Note  sur  les  courbes  elliptiques  de  la  pre- 

mière classe;  t.  X,  p.  421. 

STEINER.  —  Sur  le  maximum  et  le  minimum 
des  figures  dans  le  plan,  sur  la  sphère  et  dans 
l'espace  en  général;  t.  VI,  p.  io5. 

STURM.  —  Note  à  l'occasion  de  l'article  de  M. 
Delaunar,  sur  la  surface  de  révolution  dont 
la  courbure  moyenne  est  constante;  t.  VI. 
p.  3i5. 

—  Note  à  l'occasion  de  l'article  de  M .  Gascheau , 

sur  l'application  du  théorème  de  M.  Sturm 


I 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


48  I 


aui  transformées  des  équations   binômes  ; 
t.  \'II,  p.  l32. 
Note  sur  un  Mémoire  de  M.  Ckaslcs  ;  t.  Vil , 
p.  345. 


—  Démonstration  d'un  théorème  d'algèbre  de 
M.  Sxlvesterit.  VU,  p.  356. 


TCHEBICHEF.  —  Note  sur  une  classe  d'inté- 
grales définies  multiples;  t.  VIII,  p.  235. 

TERQTJEM  (O.).  —  Notice  sur  un  manuscrit 
hébreu  du  Traité  d'arithmétique  d'Ibn-Esra, 
conservé  à  la  Bibliothèque  royale;  t.  VI, 
p.  275. 

THOMSON  (W.).  —  Note  sur  la  théorie  do  l'at- 
traction ;  t.  IX,  p.  239. 

—  Démonstration    d'un     théorème    d'analyse  ; 

t.  X,  p.  137. 

—  Note  sur  les  lois  élémentaires  de  l'électricité 

statique;  t.  X,  p.  209. 


—  Extraitd'une  Lettre  adressée  à  M.  Liouville; 

t.  X,  p.  3G4 
TRANSON.  —  Recherches  sur  la  courbure  des 
lignes  et  des  surfaces;  t.  VI,  p.  igi. 

—  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  LiouvUU ; 

t.  VI,  p.  ',41. 

—  Sur  la  détermination  des  orbites  planétaires; 

t.  IX,  p.  3G9. 

—  Méthode   géométrique  pour    les   rayons    du 

courbure  d'une  certaine  classe  de  courbes  ; 
t.  X,  p.  148. 

—  Note   sur   les    principes  de   la   mécanique  ; 

t.  X,  p.  320. 


"VENANT  (de  Saint-).  —  Intégration  d'une 
équation  dilTérentielle  qui  se  présente  dans 
la  théorie  de  la  flexion  des  verges  élasti- 
ques; t.  IX,  p.  igi. 

—  Note  sur  les  relations  entreles  neufcosinus  des 
angles  dedeuï  systèmes  de  trois  droites  rec- 
tangulaires; t.  IX,  p.  270.  — Addition  à 
la  Note  sur  les  relations  entre  les  neuf  cosi- 
nus des  angles  de  deux  systèmes  de  trois 


droites  rectangulaires .  —Démonstration  géo- 
métrique et  directe  des  relations  binômes  ; 
t.  IX,  p.3io. 

—  Note  sur  les  flexions  considérables  des  verges 
élastiques;  t.  IX,  p.  273. 

VIEILLE.  —  Note  relative  à  l'instabilité  de 
l'équilibre  d'un  système  de  points  maté- 
riels ;  t.  X,  p.  329. 


FIN    DU     DIXIKME    VOLUME. 
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